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ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  cl  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //books  .google.  com| 
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Awahons  aux  dérivées  partielles 


CHAPITRE  PREMIER 

IbéorèiAM  gteénoz  rar  rMistenca  en  intégnlM. 

1.  Les  équations  au  iMrifée4  parlMIi»  ont  d'slionl  été  élndiéos 

par  d'Alembeft  et  EuleCp  à  pi»pos  de  problèmes  de  physique.  PSarmt 

kl  ImsittE  les  pitis  imporlants  anlérieors  i  Gauehy,  nous  dlerons, 

es  entret  ceux  de  Lagranp;e,  Liplaoe»  M onge.  Ampère  «et  Pbfll  En 

particulier  les  Uémoiies  de  La;;raoge  sur  les  équations  du  premier 

onife  sont  fondamentaux.  Maia  les  premières  recherches  rigrurcuace 

sur  le  df<gr§  de  généralité  de  la  solution  d*une  .é4uation  aux  dérivées 

pertîelles  ou  d*un  système  d*équatîons  aux  dérivées  partielles  sont 

dsss  i  Candiy  (*).  Les  théorèmes  trouvés  par  Gaudiy  ont  été  démon* 

Ma  depnb  pur  M.  Darboux  (*)  et  par  M^  de  KowalewsU  (^.  Nous 

allons  repraduire  la  démonstration  de  M**  de  Kouralewaki. 

S.  Mew  dirons  que  fai  fanclion  f(M^f  9^^  •••$  ^r.)  des  n  variaUes 
mgfgg,...^9^0dh^mùrph0,  ou  r^nlière.  ou  encore  déwtlappmblê, 
en  vehiinuge  du  peint  «;,  «J,  —,  scS^  si  elie  est  dévuloppuUe  suivant 

te  puinHaeet  creissunles  et  positives  de âTi —  «%  jr, — «Jy  ••*, ae^^  sS 
lee  vuleufi  de  r^t  «,t  ...y  ««t  idlea  que 

l  JTr  —  «?  I  -<  î      (*  =5  <•  %  •••*  K>f 


ff^  C  nsfUMU  C«v^  ffelMb  t  UXX. 

0  B- «NnlteiM,  JMPSif  *  CM^  t  LXXl. 


A 


> 


1 


no  «  ^« 


•t  MM  tfifOM  4M  i»i,  «t» ....  »,  «ppurUaniMnl  m  imnaiii»  4« 
poial  «t»  *S»  *••'  *^(  **  ■*y  ^* 

8.  Avant  de  donner  In  d^utNMlnitiM  4«  iMortuM  «éniral,  nstin 
inlfamMW  a*niMrd  <Im«  et*  pirtienliMv. 


TnioMftMK  I.  -  Jt«aiil  rfonnrf,  dTnn»  jmw^,  !•  «iM*"»»» '<*•«««<••« 
•tur  dvrtvétt  pnHiMM 

\       (I  a  9,  a, ...»  n), 

«MlMMiNl  !••  w  /^nmMmu  m„  m„  ...»  n.  ^M  •  MfWto  Mép$»^ 
iwilM  jt»,  «„...,«.  «1  «lam  UtiquMet  U$  eoeffitimOê  Mj  4**|»n*"t 
«Im  ftfNcHttiw  «Im  mnIi**  «uHttUM  «i,t  n,, ...»  n.;  «t»  rf'nnlr*  p*rt, 
m  f«NMl(«Nt  ti,  f,« ....  u  <*••  wiH«W»»i  *„  #„  ...|  «M  •^••itt'W 
«M  iHMtin00  du  fini 

V|  as  Afi      ...»      ((■  ss  n,» 

M  $jei»U  «m  lyaliM*,  •«  nu  M<il«  d*  /•!!«»<«««  «|,  ««i  ..^  «U  «•*<•• 
/^niMHl  an»  éqmit^w  (1),  rfrftf«f«i»i>ttbiM  «m  iwMnMf*  eu  foM 

«I M  rédvdmii  rMpMN««M«M»  à  fn  f*»  ...|  ft.  JM*up 

INNiriHi  «lit  Uê  cofflicUnU  M.i  i^<#Ml  défÊ^hpimkUê  m  wMmfê 
eu  pùint 

l\#nuirqiNMi«  iVu\m\\  quo  uoytf  pouvons  toniourt  siappoMT  «i  a  0 
el  bi  ss  0,  rar  cel«  mviwni  à  remplacer  »i  —  «  •  —  k*  (A  fi  —  kn 
Mi|irctlvoiiii»ul  iMir  Jt^  M4  «t  f*.  Ci»l«  ••*»»^  «dmottotti  qiM  Vn  »»•• 


• 

liona  ifg«  u^  •••«  «i.9  MtiffiliiMmt  aux  eonditions  de  l'énoocéy  eiiflail; 
on  voît^alori  aisémeal  que  le»  eonditions  ioiliaies,  joinlee  an 
ÀiwlioM  (IX  permcUent  de  déterminer  les  eœflicienle  deo  déielop'  ^ 
pemenle  de  lentes  les  CNidions  n^,  ...y  n^  qne  none  snpposons 
«Mtor.  fin  eflet,  nens  savons  qw,  d*après  la  (Minule  de  TSi|lort  le 
eoelBcisnl  de  af«jB^  •••  «^  sertit»  i  nn  helenr  nnmériqne  pids» 

désqpMMvnSf  ponr  abf^Kei't  par 


û  snm  dene  de  savoir  eakuler  eos  quantités.  Or,  les  eondilions 
inHiafes  nens  donnent  d^l  tontes  cdies  de  ees  qnantilés  oi  «,  ne 
lifiire  pas,  ear,  pnisqne  ponr  x^  =  0«  u,  doit  se  iddnirs  à  f »  on  doit 
sieir 

«^  s  f^  ^  a;,  Ag  -4-  x;  A,  4- ...» 


dsae  Isne  les  lemws  de  la  fmne  f^x^  •••  nj*  de  «^  eont  esnx 
ds  ff  et  nons  eonnais^ons  lee  eoeOeients  de  la  forma 


De  pina»  les  iqnatiene  (1),  aniqndles  les  fonctions  u^p  ••*,  n^  sstie» 
flnit  pair  tjpstlitss,  nens  permettront  de  caknler  tentée  les  anttes 
dfriidm  pariisHsa»  eA  flgmn  an  moins  une  Ane  x^  en  miction  de 

En  elliet»  en  dérivant  les  deux  nwmlnn5  de 

'•^  —  V  Ai  '•» 

Ê^  Ms  pBf  nppoft  à  x^  a^  fins  per  rapport  &  x^  et  ainsi  de  snile» 
i^Ms  pnpmppett  in^  et  en  liiisanlensiiils<rga£tf^ss««*8ss^ss^ 


\êm,  émf  éap  ^.  4 W. 


M  liMifilli»  en  êki^fém  ddji  cuiia«#«;  mmiIi^i  w  dérIvMl  mm  M» 
ptr  f«|i|Mirt  à  9|f  C|  Mi  pr  rapfMwi  à  ;r,  et  «iiMi  «la  MitUt  •!  mI 
hiiMt  iTi  ss  aTg  sa  •••  ss  j*«  s  0«  on  «nra  Im  quaiilil^ 


( 


«n  AmmUm  de»  prMfcBles,  et  «Im  de  tu ite,  on  cilcnlemi  de  prachn 
en  proche*  toiii  lee  eoeaicieoU  de  m |.  Ceei  nune  monlio  que,  eVI  eurf «le 
un  eyelème  de  ftmction^  éf|»  ••««  ...f  Hb  MiliernteanI  à  f  dnoneé,  U  on 
eiieU  HH  eetil,  oir  le«  ooeMeienti  des  développenenu  de  eee  fene* 
Uooe  eoni  déiermlnée  d'une  ineniAfo  nniveqiie  per.lee  oendllione 
iuilblee  el  kt  éi|uallone  (1). 

liiiM|tiii«m«  ftlom,  qu*9prèN  avoir  eeloiiié  eee  coelBctenli  romme 
noue  veuone  de  Tindiqueri  on  dérive  lee  ddvoloppeaionle  œmeepon- 
danU:  je  die  que  f<  eet  éét^dêppemeniê  eenl  eeneeryenle  on 
voieioigo  de  ;e|  a  ar,  s  •••  ss  a»»  ss  Of  ile  repideenleoi  de»  fonctione 
M|,  ti|«  ...»  u^t  qui  saliidoiil  aoi  conditions  de  Tènoncd.  En  tltiHf 
les  foncUone  ii|«  ...t  m»  ainai  oblenuee  naliefMil  évidemment  aui 
eondilione  inilialea;  d'ailleure  ellee  aati^lunl  aux  équaliont  (1)»  car 
si  un  csleule  les  quantité» 

eorrespondantM,  ci!S quanlilés «eront  certaines  fondions F,(X|t ...«  or.i 
des  seules  variaMcs  .r,»  ••.»  x,  liul(iMior|ihtfs  dans  le  domaine  du 
point  «*!  =s  0,  et|  d'après  la  manièm  UM&nie  dont  on  jl  rakulè  Im 
cœlttcienls  dos.  ii|,  ces  fonctions  sont  nulles  ainsi  que  toutes  leura 
partiales  poiAr 


••• 


x.=a 


De  tout  eed  il  nSsuUe  que  pour  dénMWlrer  le  lladorhne  dnoMd  il 
nous  suMt  de  démoutrer  que  les  développements  oblooua  par  la 
inétlMide  pr^^^Sdente  mmt  ronvergent^.  A  cet  efleâ  nous  aliéna  ooas* 
parer  cch  tlévelop|ieiiients  à  d'autres  dont  la  eon%'enrence  se  montre 
aiKi*ni**nt. 

Supposons  les  quantités  Al.f  réguiiàrss  pour  les  valeun  de  Un  «^» 
•••,  u«t  dont  le  module  est  inl'érieur  ou  égal  i  r  et  suit  II  un  nombro 


OUF.  I.  «—  THtoiitiiES  8im  i/nnTBticie  mes  i.xrtoiiAM9B.     5 

jhm  grta4  quo  Ié  phv  gnuid  modale  dt  Imrtes  ees  ronctmM  poar 
lai  taleon  de  «i,  ••.»  ««  «piNuleiHUit  m  demaioe  de  mjeii  r« 
•Ion  la  fbnclioB 

V 

u 


■■  ■  >f 


4  — 


•  •• 


qwen  wivwoppeiNeemfeBi  les  yviMaiiÇ69  cranaeniee  fie  1^ 
pMrlflvtea  lea  fawm  Mica  que 


•••• 


Gt 


al  le  eeefleiaiit  de  ti|*ti^  •••  tç*  dna  œ  daveloppeRieol  aam  ealoi  ds 
■ime  leraae  dans 


/u^^M^-^  ...  ♦  t^^V 


4-  ^,\>i+>i+-+>» 


'iPt  -*■  9, +  ...•*-  K)i 


f9,+9»i-"-+P»        Ptl  Ptt ...  ^l 


m   • 


Ce  ceelBcMBl  eiA  dana  aspéfiavr  A  ^  ,  ^  ,      ,  ^'  aA^  par  auiley 

fPf  "t»  Pi  •?•  «^  "^  F» 

cat  pi vs  (vaed  f|M  le  BMidole  du  eoefucMBl  cairoa|iendaMi  dana  Ai*^ 
Vnlra  pmi,  eoil  p  le  rafan  da  doeMÛne  de  eoMveffBMa  ém 
fit  Vbt  *•«»  fb  c^  N  «M  liiûile  af  ériaera  im  ladule  de 

A/  i        NI 

I  ss  JCj  ^  *g  ^  •••  -^  ^1* 


♦  (<^^...»€)axO; 


•  > 

♦  (X.,  .M  *^  «  ~£^-,  -  N  =r -Jî r^-N, 


•  •• 


dooç  la  IbodioB  ^  («^^  ••«,  Cg^)  joot»  par  itppoft  mi  todioM  fn  W 
aiéme  rUe  qœ  H  ptr  rapport  aux  Al> 

CSeea  poot,  coosidéroiis  le  sygttaie  auatliaify»  d'éqiitlioa»  au 
«riféa»  parlialles  suivaul  : 


w 


oAr««a 


(I  «  8,  3. ....  «), 


»-» 


r 

al  cliaiflwni  «a  aftlème  de  ftiacttoM  Vg»  «,,  •••,  a;»  ■atkMwal  i  ea 
ayaliaM  (9)  ai  ans  aoadiliaaâ  inilialea 

W  ••  =«  «^t  «  —  «  r.  =s  ♦  (ai^, ....  «iJ, 

pour  «g  SB  0.    ' 

On  mottlma»  aamnM  préeManiniaat,  ^ ua,  t'él  «âritia  m  a|allaM 
da  IbnGtiona  a^  Vg»  •••>  %  Mtitfoiaiint  ausL  coadîlioaa  pataMcniaa, 
il  en  asiale  un  ami  cl  qu'on  pourra  caienlar  ha  coaflieianla  4ea 
dévaloppemento  de  proche  an  proche.  lyalfleun,  de  h  flb^on  même 
dont  nous  ealculona  ces  eoeflkîants,  un  eoelfieient  queleonqua  de  w^ 
eat  un  nombre  iiosilif  supérieur  au  module  du  coeflteient  eornsepun* 
dant  dana  «i^.  En  e8èt«  les  coefCdeata  des  développementa  dca  si| 
sa  déduiaent  des  eoeffidenta  des  dêretoppemenUi  des  fonctions  AUj 
al  fil  fg»  ...,  f^  par  les  sautes  opérations  d'addition  et  de  multipli- 
cation. Si  Ton  romplaee  dsns  toutes  css  opérations  un  Cûefficienl 
quelconque  de  A(.i  p«r  la  coefiicient  correspondant  de  H  et  un  coeffi^ 
cient  queloonque  de  f  «  par  le  coefficient  coiTaspondant  de  ^{e^^  ««m  A)t 
les  résultats  obtenus  seront  pnéclsênseul  les  ccefficienls  des  r|«  <)n  en 


GUAP.  I.  —  TUÉORÉMCS  MJR  l'SXISTIîNCE  OBB  l!CTÉCIlAIJi:S. 


caackil  que  m  1m  dé?ebppeiiients  de  i«|,  r,^  ...y  r«,  calculés  comme 
Boas  rstOBS  indique,  Mml  oonveiigenU,  il  en  sertdemteea/brftort 
des  défdoppemsnts  de  m^  ti,,  •••,  ti^.  Lt  eondition  néoessatre  el  snOi- 
suite  pour  que  les  développements  de  v^,  r,,  ••.,  r^  soient  eouTer- 
fsnts  est»  maniliBStmeDt,  que  le  système  (S)  admette  un  système 
dlnl^grales  satisfaisant  aux  conditions  (3).  Noua  aonmes  done 
nmni^n,  pour  démontrer  le  tbéo.  jne,  à  démonffier  Teiislenee  d'un 
sfsMme  dlnléfrales  lioiomorpiies  pour  le  système  partioulier  (9)» 
Gsdeetaiaé. 
Nous  poufOQs  écrire  le  système  (9) 

Gssi  noua  preuve  d*abonl  que  les  différences  «g  —  v^  v^  — »  u,»  •••« 
Ui  «->  Ug.  asiil  indépendantes  de  «i;  d*ailleursy  esmme  pour  C|  =s  0 
dobunl  être  nulles  en  scrtu  des  condiliona  iniliales  (3)»  elka 

nulles  et  on  n 


Ug  SS  V^  SS  •••  SS5  Vu* 

On  est  done  ramené  i  intégrer  Féquation  unique 

(I  s  9,  s, ...»  m). 


In  fcBclion  v  {cg»  •••»  ât^  ne  dépend  que  de  1»  B.  eat  naturel 
une  aalution  de  la  forme 


el  on  n,  pour  dêiamiiner  4»  réquation 

^f^       Mm(fi  — l)d^ 

firiiTéerit 

»        («-=?)^--<-«)â 


n  «I  aité  *  v«M«fw  lt  fraBiw  mmhn  d«  «Me  éqMtiM  «t 


Cette  éqiwtioB  «qpitee  qM  b  CMeliM  f  «H  IcDa  fM 

F  étaat  iim  fonction  arbilmira. 
Id,  U  Mtt«  Ciiidni  clioiftir  F  de  Mie  &««  ^«^  fmkt  «i  wO 

Ni 

ait  ^  =: 'i  il  faudra  doue  ateir  ttbnltftiem^iit  •* 

(v-,-.=--A,)'='C-?H)- 

cTeal-Mtre,  en  poeaut  t  S -^-^~  t 

Finalement»  noua  «oyons  que  la  fbileljon  ^  qui  a^auMile 
^j  ss  I  =  0  et  qui  aatiafiùt  à  Téquatien 

(i-.m*)l^Mm<M-l,..«(l~î«)gil.^ 

* 

cal  rinlégrale  demandée.  Celte  équation  a*écrit 

/i  -  m  J)  (N  4.  ♦•  t -♦.  M  m  (m  -  I)  *.  (N  +  ♦>  SI  ^1  -  ïi)  ^f 

Paur  X|  :s  I  =5  0  cette  équation  a  uns  racine  «Siple  à  0  al  faulra 

racine  égale  à  --  et  jMir  eouMéqmmU  diffèrmiÊê  lie  0*  On  en  eondul 

que  la  racine  qui  ii*annulc  pour  X|  ss  I  =  0  eat  dérelûppubl^  au 
voiainage  do  jc^  =:  0, 1  =  U.  Soit 

cette  raciuif.  Le  aj'atème  (S)  est  par  ccn^ucnt  eatiaUt  par  lea 


GSAP.  I.  —  TnÉOllÉlfGf  tVm  l/eXlSTRMCK  D»  KCrtSMUGi.        f 


•g  SB  f!|  SSS  •••  Sr  Vg^  SSZ  ^^  f X|t  C^  "4-  •••  *#"  'aji 

fsi  mnfliMeal  4*|Mllenri  les  coaditiMs  (3),  et  «ont  JéfrioffaMw 
de 


•_• 


4.  TMimtoB  H.  -*  J^fanC  danné^  d'mne'  ptnî,  «n  ^ytlèiiHi  Ji 
t  ë|— ffa^liti<>irg<  aux  déritén  pmrUêUeê 

<5)  l    *'•     *        '^ 

(I  s  S,  3,...,  Il), 

#é  Irs  qmmnHîé9  k%,t  H  V  dHigkeni  dt$  fandimm  dm  fmî  fatlti 

dlPg9  ^ft  •••9  âB^  ^1  dt  ff|y  Ifgy  •••y  1^9  TéÇ%UièT0l9.  #11  VOÎfllIflye  09 

'l  ^^  •!»        *t  ^  *!»         •••»        *•  ^  *•» 
ftj  =S  b^f        Mu  ^  9^9        •••9        M^  s:  fc^, 

«C,  d^mmtrt  parf^  m  fÊnelhnê  f,,  9,,  ••.,  ^«^  ifa  x,,  x„  ...^  x.. 
dét^oppabieM  au  rêUiwtge  dn  poM  #,»  n^  •••»  a.«  el  ir  réilwtMiif 
mpediwemeni  a  kg,  (,,  ••.,  b^  pour 

U  failli  im  «yiCèiHe  rfe  f^ntîiBnê  Hgt  tt|«  «..,  «^  'i*  wrtoUM 
*i9  't«  •••»  '•«  «^  «M  âetil,  MlM/iwMPit  mmx  ëgiMffottf  (5),  réfvtièfeÈ 

Xg  ^  0g,  Xf  SS  0^9  ««.^         X||.S:  A»9 

#C  J9  fWfViMfll  r0l{p0CCll'flN#l||  0  f  p  Çgy  •••y  f^  p&9kf  jTg  SS  0|« 

Aisr  d^wmititr  ce  théorème^  wnm  alkMm  OMiotrer  qvVn  peut  le 
av  Ihéertne  préoédenU  A  cet  cfliel,  iafrMliitsoos  n  iMrlioM 
iidief  fg9 1^«  •••y  1^9  et  déelfiMMs  per  (At^i)  cl  (Br)  ce 
les  liMfllieiie  At^  et  V  «fimMl  on  f  imipbee  0^»  jr,^ 


10      iJB|;om  tim  uft  touAnom  Ain  DteivÉn  rAnnsLus. 

•••^   JB^   ptf   Ip   tgf    •••«   lu  fWp6ClifiMD€flt.    GMI lldf fOflS   €MI 


w 


(I|  •  .^  ly  9y  •••1  tN|| 

(la s, s,  ...,•»)> 


a««o  ki  oNMlilinOA  injUaiêii 

(V\  (•*!**♦••      •»  '^  ?•»      •••»      •^  ^  fâ» 

Va^rtt  le  tliéortBie  I»  il  nisie  in  •yslènia,  ei  nn  seul,  4t 
«i|t  ..w,  «^1 1|,  t^  ...y  I.  lathfaittttt  mvx  équations  (6)  et  aoi  cmmU* 
tioM  ((T )•  A  Cause  des  deniièiw  éqiiêikMM  (6),  1m  foiielk^ 
«Mil  iadépandaiiln  de  «i,  ci  eomioe,  peur  jb^  =  «g,  elles  AMtenl  ee 
réduira  ratpfcUvpui^t  à  x,»  «n  •••»  x.,  i!  but  aécewairpinenl  que 
Too  ail  loujeun 

OU  eu  conclut  que  ^-^  ss  1  et,  par  euile,  que  —^  =.  1  et  que  î^szx^p 

<rXg  lf«r| 

puisque,  peur  x^  =  a^  ou  doit  afulr  I,  s  a^.  Le  système  de  telulieut 
det  équalâon^  (6)»  dont  TeKisiettue  eet  prouvée  par  le  Ihéorèuie  I»  est 


dans  les  m  premières  équations  (8)  en  rsmplnes 
l|«  ^t  •••!  I«  par  les  etpressious  préoédeutes,  les  relatic 
expriflient  précisément  que  les  m  Cuictions 

tl|  =2  V||  •••9         1^  ^  ♦e 

ferment  un  système  d'intégrales  des  équations  (JSl^ 


••■1 


our.  I.  —  Tnteiitsics  Sun  L^nuknDsci  u»  intauutti.    Il 
S.  ApvM  «voir  tfsIM  en  den  cm  purtieidiars»  mm  mtmm  aa 

CSMtUéswM  M  ^tlèaie  d*éfMtiMt  wx  dérivèM  puiidici  de  k 
Mtvaiile: 


•ili  les  qMBtilét  #4  dès^gMot  des  IbncliMS  des  qMQlitte  iigt  «s»  «..y  «Cf 
tin  tensUes  ^^  dB^^  •••«  sû^  des  dénuies  psrtielles  de  ti|  jMfnA 

rwiie  r,»  des  dérifées  psrtielles  de  «4  jiwq«*à  revdrs  r^  et 

de  sailev  dce  dérifées  de  «u  j^^^*'^  Feidrer, 

Im  djrifdes  qei  igwest  dsM  les  pfwysri 

TtÊÈOÊÈm  OlSIÉML.  *•  jtiS  fINMfttdl  C|«  tfB'gf  •••y  tfap  V^  tigf  •••9  SIU» 

^^^^  ■- — T^f*'  /(^tB^Mt  Ame  Ist  fimêUam  #i  dtaiil 
Jdsi  esiwiiie  ifet  MrfaUef  Ml^pe9idtimt$Ê,  §êU 


*••    *i*    •••»    *•♦      ••♦    ••••    ^"t    •^  •*-•%» 

IMS  ÊjfmiKtÊiÊ  ^Meiesii^iM  wB  MHem^  w$  ese  ewMSMi  jmm^  ieyiiel  iss 


fit         fît  fit  •••»  1?*   f 

tf«  fit  f  f  »  •••f  1?*  ♦ 

fb»     «l.     f£»     ••f     <f-\ 


KNielisM  éê  Mmm.  x^  —m  CL  féÊÊ9ÊUàfÊÊ  Ml  mMmm  Ai  seiNl 
et  Mbe  fM  Fm  «A 


••• 


•i»  •••§  ^  *■  ^ 
iHi  eMiiSHM  dû  ÉIêêêêÊÊêêêm  —  -  —  -  .L««  t ,  ^  mi  ^mL 


J 


M  •  utçim  mm  im  éwmtm  àm  •ànnia  rAMMun. 

9 


f^wr  V|  «M»  V|« 

Il  êril  aM  d9  voir  que»  0*11  iurtnit  «a  M  §^mt,  fl  m  «fait 
«Il  êmêl,  CÉTi  M  voHu  flet  eondilioM  Uiititlei»  h  éMiùffmÊMA 
4ê  Hi,  ohkmié  tuivanl  k^  |HibiiiieM  da  9|  —  «n  dbit  élra  db  la 

pir  iiiUa»  MiM  «MiiafaitMi  l«idArl«4M 

|Mir  lottlis  lat  viltun  dt 

qiiila  que  aoiMl  le»  ootnbraa  a,,  ••.»  «i^»  al  #alliaiM»  at  dliMM* 
Uaiit  laa  équaliooa  (7)|  on  voil  qu'on  pourra  oaleulor  éa  praobo  ou 
proelir  loutaa  l%«a  valeura  daa  aulrao  dMvAaa  ut  Oi  5  r|  paur 
ffi  as  U|,  •.•,  m^  sa  o«|  eu  liNicliou  daa  prteManloa,  Gea  oaofliclaula 
aoDl  Joue  liélomiloéa  iPuuo  luaniAra  univoquot  al»  aHI  aiialo  uu 
ayalèino  d*iut4)(raiaa,  il  en  etialo  ua  aeul. 

Ijt  iiioik*  (In  raitfoooemeul  otoployd  plua  haut  noua  moulra  euoaro 
quot  al  C04  dê\ôlupponi«nlM  août  eonveiyenlfii  i«a  fonaUoua  quHIa 
reprAaanU^nl  aaiiabnl  à  Ionien  lea  romlitiona  du  problènio*  Au  lieu  do 
dénionlr^r  dirademanleaile  oonveivoucei  noua  iiunènerana  le  «yatimo 
pni|KMâ  (7)  à  un  ayaièino  d'^uolion^  Iiti4>;iiraa, 

f^Hir  roiidn*  la  «kWnonalraiion  plua  inlflligible  dana  le  oaa  fendrai, 
noua  oxauiiuciMiia  d*ali«ird  un  caa  |iarticiilior. 

Goniiidi^rona  r«k|UttUon  du  HiN»nd  ordre 


laup.  1.  -^  rutoÊimm  mm  L'BmrcMs  pn  mtteiuuRii.    49 


et  dz  ^z  J^t  ê^9 

'*5Î*    «"'Jy*    ""5?*    •'"Jî^V    *=*??• 


il  dauM  tequelle  F  déBi(M  «M  fonction  défdoppdblo  ponr  lo  foini 

^  y»»  *t»  l^t»  f  •»  *•§#  *f 

Soient,  d*«ulre  part,  f ^  (y)  et  f ,  (y)  deux  Ibnetîons  de  y  hol»* 
nMrphoi  ma  voisinage  de  y  ss  y^  et  lelleo  qne 

tfûft)  — «t.      ffOff)  — ïtf      »f(ft)*V. 
fi(ir»)»Ptt     fi»«)  =  V 

« 

Il  exiale  nno  Ibnctîon  f  tatitfaisant  i  réqnttîon  (S)»  holoniorplie 
•n  Toiainage  de  x«,  y^  et  telle  que,  pour  «  =s  âc^t  t  ae  rédniM 

Ka  cflW,  coandëniM  le  sptêiM 


•  ^ !^-_         *f^^      ^ *^      il  —  ^ 

fCss—      ~         — r      — î5P      — —      — — • 
Âb      ^jc       ^  àp         àq  àjf       H  âf       àt  à$ 

Ce  ejaHiwu  ctt  de  k  Cmid*  des  ejelèaie*  eomidéiée  daasIelM» 
rteeU;  per  Miley  oa  |io«m  InMTcr  ■■  «ytUne  d*ioURnlee  Mtie> 
BdMUrt  «MS  éqaalioii»  (^  et  an  eoaditioas  iaitiales  eaivaaic»  ; 


=^ 


ijeliaw.  Je  die  q—  »  as #(88,  y)  eetaae  ialégnle de (B),  eelkr 


I 


14 


fÊtmUêt 


!»• 


A      «'^ 

O  SB    «»«•  •     • 


s'MAtthr  pMT  «  BB«^  M  viirtM  db  (10),  ft,  fir  aiiHei  mi 


êa      è»4t 

fli.  IBr  flllli.  flMMM  Ml4fiidMUMIll«  fllIS 

M  vMltt  éi  (10)<  lato,  M  aim 

^      4^      £Fa#     dfé9     êfèQ     éVê»      4t*t 
éa^ àa      é*  é*"*" àPà»"*" 4^4** é%7*'*' éf'ém* 


OUr.  I.  ^  THtoRâJfCS  StIII  L*B»nDCGfc  IME8  itnÉDmàMJm.      iS 

0»  qitt  pitNnr»  fw  la  difléreoee 

R-r(x,»,*,P,Q,S,T) 


voe  fiMictioii  du  y  qui,  deivat  t'annuler  pour  x  r=  x^,  en  tcHii 
des  eottdHiottt  (lOX  eA  idenliqneneiil  nulle.  Em  léniméy  oa  foil 
qve  s  =1  ^  esl  om  ûiléi;ra1e  .éê  (8)  qui  MtisfiiitY  d*ailltQf%  me 
coodilioM  iailiales  données. 

EsuninoBt  maintensni  le  cm  général.  Ranplaçont  l#  a|ilèan  (!)• 
par  le  sjslènie  ^ivanl  ou  mnit  introdniaont,  coninM 
MUiBiairai,  loalea  Ica  ddriiéti  partielhade  «i  jnifnRI  Vmimri  : 


5^— Aa«/  —é^-r^^^m   •••  -^jj^-A^i.w 

dX|  àx^ 

a 


da  «t  al  1^  leDai  qna 
«,>.0     ai     m^'hê.^^i, 


Umr^m  lis  valaaia  da  a,»  i^«  i ,  a»  Mies  fna 

ai^iS^O,     ai -f  a..t -h  a^  ^  fj» 


S>0     «I     «,  4- 1^  «I- «I  •«- 
(ï>  pv  wpf  irt  à  ae,  <t  —  j  naphcnt  «Mails  ht  iiiiwlM 


M      LaçoM  MA  un  tooAfiom  aui  ikbiiftn  râMrauM. 

par  Wfpofi  A  «^  de  ii|  el  d0  i4i.^^«.  pu*  lit  Vâliwt  puMtoiiiM,  de 
telle  Aiçoe  f  ne  deae  hi  lecemli  mmkhnê  il  se  Igimaecuiie  dérivée 
par  rapport  à  «i  dee  qwniités  m.-  et  fi^.«^^i(». 
Lt  sytléme  aéra  de  la  braM 


dC| 


««nif 


<Mndtfe  dasa  le  Ihéarhtte  II*  Datte*  ce  awIlBie  adaMÉtra  ••  anilaM 
d*mléfrales,  réguUteea  au  voiaiaafe  du  poiel  «^  «,« ...,  a^.,  et  leNae 
que,  pour  âp^  ss  «^  on  ail  : 

\  ai  H-  a,  -f  ...   f-  a,  ^  n, 

lea  valeera  initiaka  daa  CMidiona  jif^i^i^i^.  ae  tfniel  daa  dfiMllaM  <f) 
eHea-adémea.  Oa  monlrefa  de  la  aiéane  bçùm  %m  daea  lecaa  partn 
culier  préeédeel  que,  ai  * 

el 

IbruMttI  eu  avalèaM  d*îalégnil«a  daa  équalioea  (lly»  êoiiêfmiMmi  mut 
cendîltena  (19),  lea  feediona  ^|«  ^,, ...,  ^«  «ûiU  dea  ioWfralea  du 
ajatèana  (7),  aaliabiaa«l  eus  eondîlioaa  de  renoncé  du  fténrèaia 
fènéfiil. 

tL  La  Ihéofèm^  général»  que  noua  aenona  de  déaMMlrer,  ne  pranvn 
resîstenea  de  Tinlégrale  que  dana  un  domaine  limité  envirannani  le 
point  a|,  «,|  •••»  n«.  Mais,  d*après  ce  que  Ton  «ait  aur  lea  fonctiona 
analjliquaa,  on  pourra,  en  fênéni,  en  choiaiamiil  dana  le  domaine 
de  «|,  a,, ...,  «s,  un  autn»  point  aj,  n^,  ...y  <,  déasontrar  Peiialenea 
de  Tintégrale  dana  un  nouTcau  domaine  entourant  le  point  m[^  «^. 

,f  mif  et  non  contenu  imU  mtUet  dana  le  piéeédant»  et»  en  oonlH 


•••1 


CBAF.  I.  —  nÉOMblB  tua  L'BDtfKIIGB  DB  «tiOUUHI.      iV 

mmâÊAét  la  tarte,  oo  pcmm,  #ii  généml,  atleiadra  M  poiat  dowiil  à 
rawaaee  qw  Too  foudra,  a^^  «|,  ••.,  j^. 

7.  GtfHiiuuMTiox.  —  GoMidiraM  ki  éqioatioM 

oà  ks  #"1  dètifiieal  fluiatenaal  das  toadms  da  m^f  9^  ..;  m^ 
•*t»  ^f  —f  ^»  àeB  qoâiitiléa 


wQtfff  wJtf^  •••  93Cf^ 


fliy  ao  outre»  d'un  nombra  qoeleonqM  da  panoiètraa  arbitniîraa  X|, 


fit      ff t       •••*      f?*"  >  (•  —  *f  *f  •••9  ••/» 

dea  fooctioiia  da  x,,  •..,  x.  at  daa  r  pmmèlrte  Xp  \f  •••»  Vf  v^^inH 
lièraa  âv  iroisiiiâge  da  point  %, ...,  «m  )»?»  )^<*  •••»  )^-  H  oiisla  utt 
qatèoBO  da  Ibootiooa  «^  ••.;  «^  daa  mriaUaa  x.,  x,» ...»  x^  et  eon- 
tenant  leapantmètiaa  X^p  •••,  X,^  lëgoUèna  non  aanlemont  par  rapport 
4  X|«  x^f  •••»  x^f  naia  anoora  par  npport  auE  panunètraa  X^f  X^  •••»  X^ 
mm  «oiainofe  dn  point  •„  «,»  ...y  m^  X\f  XJ»  •••^  V»  aalisfaisant  aux 
éq[aationa(T),olaaz€onditiona  initialaa  dn  tliéorèma  |énéral. 

En  eflaty  U  anfÉI  da  oanaidérar  laa  qnantîtéa  «^.^omnia  fonctfama 
dean  -h  rYariablaaXi,  x„  •••,  XpOtX|»X,»  •••^X^  ot  laa  éqttaliona(7*) 
oanune  daa  éqpudiana  ans  dftiwiaa  partidiea  entra  laa  m  fanetiona  u^ 
cl  caa  II  •••  r  «afiaUaa.  En  partienUar,  on  panl  anppaaar  qno  laa 
fnantiléa  *>i  aaal  indlpandttitaadaX|,  X«i  •••9  Ir  ol  qno  caa  pCramMraa 
nTantianl  qne  dana  laa  tmdiona  ff.  Onenoonclulqn'onpenl  toi^jonra 
tmnfar  nn  afiièwa  dfintéggalaa  daa  éqnationa  (7)  aantanant  antantdia 
pnnuBMraa  qnf^on  ipondray  et  qni  rwnl  daa  iMttiano  iMiaoMrphaa  di 


aAnuciiMM  I»  «•  CSanaidérana  le  atalànM 


It      uçom  aon  un  igvAsioi«  âo%  Mbiivin  MnuujEt. 

CMidioM  boloBiorpliet  êm  voUÎMft  du  point  «  ss  0»  yi  ss  0.  Now 
pouvons  ODOsUiéror»  dont  cet  équalîoiiSy  y^  y,,  •••«  y«  ooniMO 
des  fonctions  de  x  el  de  n  perunètrot  orbilnim  yf,  y},  •..,  y;. 
D*«prèe  oo  que  nous  venons  de  dire«  on  pourra  tranver  n  iMClionn 
Vn  Vt»  —>  y*  ntisCùsanl  siu  équations  (43),  holeniorplift  pnr 
rapport  à«  et  yf,  ao\oisinage  du  point  âr  r=:  0,  yf  s Oct  telles qun 
pour  ac  =:  0  on  ait  yi  =:  yf .  En  parlieuliôr,  ots  iMCtions  seront  déte- 
loppbles  en  séries  de  b  forme 


y,=  yf-h*A^-l-«»A? 


•••I 


les  quanlités  A^,  A/, ...  étant  des  fonctions  léfuKèras  de  y{,  yj, 
.••V  y2.  Ceci  nous  asonlre  que  les  intégrales  des  équations  dilleren- 
tiellvs  (13)  sont  dételoppables  non  seulement  par  rapport  i  «»  nuis 
encora  par  rapport  aux  ualtatê  i\ 


9.  Ai»HJCàTiOM  IL  ~  Fénolinnn  laapUcttnn,  J^lnnl  denntf  «n 
mMmê  4ê  p  relmiwnê 

^j  âv                4  *•  (*i»  ^t  —'t  ^^  ••if  *•§#  •••f  *•#)  ^^  "» 
^    '  I  (<«!,« F), 

•A  fM  jNwmi«r«  «MMkrM  mmI  dévtUppMtê  mm  PêitiHt§B  ém 
tmtSHim  SK,  r=  xf ,  «4  :s  i«|  «I  ««ni  ttU  qtu  le  iétmmbmmt  faut' 


D  (F„  F^  .♦.,  F.) 
D  («„  «„  ...,  «^ 

W|y  ii|f  •••9  n|^  Ms  vnruiNes  Xp  s^^  •••^  â^  neleniefjMes  nu  netsinnye 
Al  jNrinI  Xg  SB  xf ,  se  rédutÊmnl  rsytcliuimenl  A  ut,  uj»  •••t  «if » 
pour  Xg  ss  x%  X,  ^  x2, ...,  x»  ss  x2t  eC  anlti^Ùinnl  «nx  t^m^ 
tiMê  (14). 

Nous  supposerons  la  pruposilion  vraie  pour  le  cas  d*uno  seule 
rariable  {n  =  1)  (la  démonstration  de  ce  caa  ae  trouve  dana  fana  ha 
Goura  de  calcul  intégral),  et  noua  allons  montrer  que,  ai  elle  est  vraie 
pour  (n  -^  1)  variables,  elle  est  encore  vraie  pour  n« 


cmàf.  u  —  nâoiitsfis  son  L'exisnMB  mes  cnéoMMJm.    i9 

AdflieUow  dkwe  k  propmlioii  finir  (»  —  i)  fsridte  «I  kkom 
diM  kt  «imiioiis  (14)  jT.  s  «t/iiMM  oblieikboM  te  tfS^^ 

(15)  F,  (xj,  X,, ...»  ««  «g,  «tf  -M  «,)  =  0, 

%«i  fert  ntMSiil  pur  p  foneUou 

légvliirBS  M  imiiitft  d«  point  «2f  ^S»  *••*  ^* 

VmIU^  fÊMif  comîdëwHM  le  ijvltee  4*<f aatioM  «w  dérivéet 
partitthi 

(  (f  =  l,S,...,j^). 

Lb  détormiteiil  des  coeffirients  des  qMBtitds  r-^  dsat  ees  dqnsUeas 

esl  prédsteenl  ^J^t>--''^|  •  puw^^'U  ert  dUTémil  de  0.  bow 

0(iii,  •••»«,)  ^       ^  ^ 

iMig—Mif  rfuMidrff  OIS  dfliMliess  Dsr  rattseit  à  — ^»  — -3f  •••!  — 2Kf 
el  bs  mettre  iotts  It  fenM  dquifsleale 

(16^)  -r— •  =  #1  (Xg,  0^  •••t  4^  Hgf  11,9  •••y  «fpX 

eA  les  4^  disigMiil  des  fcndkms  régntièiet  ea  toisiiHife  dis  veleim 
xf 9  «f •  Ifâpfde  k  tUortoie  géaérsl,  fl  eiisle  on  sfÉttoM  de  ji  Cmio» 
tiens  «19  «gt  •••9  %  fdrtteat  ks  éqnalioas  (Iff)  et,  psr  sdlSt  ks 
dqintMSH  (18)9  faOss  ^os  peor  X|  ss  a^  en  ait  «i|Sif|(âi^  •••!  ^)f 
el  liuluMsuiplicj  m  leiemageda  point  œ%  •••9  xf.  Soknt  «1  ss  ♦«  ees 
iaf^fnks;  Je  dk  qne  ki  fencUene  ♦<  vériaent  ks  feklkBs(14).  En 
eflfcly  pnfa(ia*elks  ndriieit  ks  dfantkns  (IflX  elke  ssnl  Isiks  qne 
ks  HMMuons  F|  \X|9  ••f  X09  V|9  •••9  v^  sont  sNiclionB  des  ssnks 
ntfiaUns  x^9  .*.f  #«  019  pukqne  pour  X|Ssxfena^a8f^et  ^ne 
ks  ymniaée  ^  iérifleni  ks  wklkns  (18)9  ess  feneikne  fi  eoni  nniks 
sp'fl  ss  xf  9  per  snils  sont  identiqnesMnl  nnlks.  On  n 


fi  (^f  *if  ••••  ^  ^t»  ^tt  •••#  ^j)  **  ^ 


,1 


SO      UBÇOMS  mm  vm  Énoktmm  avx  wimHm  fàtamuMM. 

IOl  ApPUCâfiM  IIL  «  MMii  MMt  w,  diM  k  f  8»  4M  Im 

iAlégnlet  des  égartiom  MènMkXkê  (13)  peavwl»  JMltra 

(17)  y,  =  ff  •«-«â/4•a■A/-i•..- 


•ù  !«•  4«uaUét  Af  Ma  dit  imetioM  iMrfoMrphM  dit  pttw^ 
M  eni  coadiil,  m  v«rta  d«  panfnipte  préeédMl,  ^*m  pMt 
réfloudre  kt  équatioM  (17)  par  rapport  am  paruoètrea  yf  d,  par 
eMiaéqiMiil,  nialtra  riatdciala  féniérab  dea  éiiiaUoiia  (13)  aa«a  h 
forma 

y?  —  4«  («t  Vit  Ift»  •*•»  y.)t 

y»  ^^  ♦»  (*»  yiii  ytt  •••§  y«)» 

où  ^A,  ^^  •••,  <^«  ddaigaanl  doa  fonetioaa  hotoniorplioa  daa  tariabloa 
«t  y*»  yt»  •••f  y«  dana  la  UotoaiBo  du  poiat  «sO^yissO^piopoailmà 
qm  ToB  adfi»i!t  généraleoienl  aans  démoatlratioBi  dana  ka  Court  im 
cakul  iotégral. 

11.  Four  qQ*0D  pukae  bku  aa  raadra  eaaiple  du  dopé  da  généra-' 
lilft  da  rinUpak  doul  noua  avons  dteionirè  reiislenea  dana  k  1 6^ 
noua  ailona  naininor  quakpiae  aaampka  partjculkra^ 

ExEunjB  h  —  Gonaidérona  una  équation  aut  dérivdaa  partklka 
du  premkr  aidra  onira  k  isnction  a  al  ka  variaUaajc  01  y  : 

(W)  Fr;c,y,s,p,9)s0« 

Supposona  qu'dk^aMitienno  p,  al  réaol^MNia-k  par  npptal  à  ji  : 

P  =/(»f  y»  ••  «). 


La  Ihéorèma  général  noua  apprend  qaa  eeik  équation  admat 
iniégnk régulièraau voiainagâda x^zx^yssy^  qui,  pour «ssn^ 
•a  réduit  à  una  fonction  ariutfaira  donnéa  à  ravanoo  f  (y),  at  una 
aeula,  août  cerUinea  oonditiooa  da  eontinuité  qua  noua  auppoaarona 
oatisCulea  Ceci  peut  sa  traduirai  an  bngaga  géomélriqua,  da  k  fapOA 
auivanta  :  £tant  donnéa  k  courlie  piane  C  dont  lea  équations  aont 

x^jt..      <«^(y)f 


GBAF.  f.  —  TH£oil»':y»  SVB  L*KXtSTBllCB  0E8  nrrlOIIALEi.      Si 

•I  erâte  «iM  êurfacê  itUégruU  S,  et  «ne  eeiile,  jNMtanl  |Nir  la 
cevrfte  C.  J'eieepte,  évidemnièiity  le  eu  où  Téquatioa  (18),  rëeolne 
ptr  rapport  à  p,  domierait  plnrieuri  valeurs  pour  p.  Par  eaemplef 
m  réquaiiou  (18)  étaH  algébrique  el  du  eeoond  dcgrt  en  p,  elle 
deuaerail  pour  p  deux  valeurs  de  la  fonne 


n  j  sunît  doue  deui  surfaees  mlégrales  S,  el  S,  paeaaut  par  &  La 
eondilion  géométrique  préeédente.est  Irts  particnlièiu,  mais  die 
peut  se  gënémiissr.  En  eflèt,  je  dis  qu'étant  donnée  une  courbe 
queleenque  C,  plane  eu  fauche,  on  peut,  en  fénéiult  trouver  «ne 
surfaee  intdgmle  persant  par  G.  Faisons  le  chaugement  de  variabhs 
suivani: 

é 

ysX(j^)      et      srrp(«) 

ssnt  les  équations  de  CL  Soient  Pi  9  f  «  les  dérivées  psiUellm  de  e  par 
Apport  OUI  nouvelles  variaUm  u  et  «• 
One  S 

rfsspda^-é-fdy, 

d*oû 


Onadone 


d99s[p^  fV  (9)]dm  4-  qém. 


\ 


cflèiiw 


ti  =  f  f 


i  J»=»J»i  — f|V(«), 


et  ^  frama  fM  s  «tilMt  i  k  aMNolle  éfntioa  éi  pnaiflr  «rlM 


»  MfA  vinhUa  par  rapport  4  f ,.  GeHs  tfliiia 
■a  hMgrah  fi,  poar  •  as  0^  M  tiidra  à  n  («y,  «t, 

PAfMlîM  \tt)  alnal  aaa  avIiNa  isM|nla  paHaM  paf  n 


c; 


y— X(«)ai«^     •aB|i(0). 


la.  Exnmx  II.  ~  GtMUàimt  sm  éfiiaiiMi  ém  moùùà  orira 

n  «t  ailé  et  «MT  4«0  PiM  pOTit  iM^Mirt  lappoter  qm  cMt  éfoiUAii 
coftiitttt  dfcelivMMal  r  m  f ,  ctr  tHI  ii*m  éteit  pM  aiMi  €•  poumii 
loojoiirs  ptr  im  Aêngtmiemi  linéaire  de  Yariablat  Ikire  fa  ■oHn  4110 
cette  eeaditien  eeil  raroplie.  Sappeeene,  per  eieoiplet  f«e  Wqtieiiea 
centienner»  et  nbelvoiie>l«  per  reppert à  r. 

rsf(«»ir,f,p,f»e,f). 

Le  ÛàoHmm  ftaArel  aeue  eppreal  qu'O  eiiele  um  ialéfrele  s 
bdeoMirphe  an  foietnefe  du  point  a?^,  y^  el  telle  que,  peur  d(  es  9gt 
on  ail 

f^  el  f I  diaut  deus  iMetiona  arbitndree  deuaéee  à  ravaueo.  Eu 
langage  féoni4trk|tte,  eeei  eipriine  que,  par  la  œurke  Ç  dool  lee 
équelioae  Monl 

peinent,  non  plue  uueaeoleeurflice  inl^rale  S,  uud«bi«n  uneiaSnilé 
de  turfafles  dépendant  d'une  fonetion  arbitraire  f  |(p)«  Noua  pourrene 
achever  de  déterminer  la  aurAice  S  de  la  façon  euivante  :  Tikiuatien 
du  plan  tangent  eu  un  point  i|uelfonque  de  la  eoitt*be  G  de  eoordon- 
néee  jr^,  y,  a  a  y^  (y)  oit  numifuelMiieot 

Z~,,(y)-,.(y)lX-.r,l^ç;(y)CY-y), 

puieque,  en  vertu  dee  eendltiona  initialee«  ji  et  f  ee  idduieent  reepen» 
titenient  i  f  |  (y)  et  f[  (y)  pour  01  s  ap«;  par  euitOt  on  voit  que  al  on 
ee  donne  le  pian  tangent  tout  le  long  do  la  courbe  C,  la  fencliott  f|(y) 
cal  parfaitement  détenninéo  ct|  par  oonaéquent,  la  surliMe  S.  DonOi 
il  eiiate  une  aurface  intiFgrale  8  paaMint  par  la  courbe  C  et  ayant,  en 
ehaeun  dee  pointa  do  cette  courbe,  un  plan  tangent  déleitniné.  En 
d'autrea  terroc^,  il  exiate  une  aurraGo  int^rale  tt  paaaant  par  ta 
courbe  C  et  taugeute»  tout  le  long  de  cette  courbe,  à  une  eurfkco 
dévoloppaUe  donnik;  paawnt  également  par  C,  et,  en  gt^néral,  oea 
oonditiooa  délerniinetit  coiiiplèti*uii*nt  la  aurfbce. 


GVAP.  I.  —  Tll£on6]flC8  WH  L'eXISTBNCB  DB9  IXTÉCKALSi.      S3 


GMMne  dans  le  cas  pnËeMent^  on  pourra  encore  étendre  ced  à  une 
fneleeiifMe  C  dont  les  équations  sont 


y  =  X(x),      s=:|â(j;). 

En  eflet,  si  on  se  donne  le  plan  tangent  tont  le  lon;f  de  C,  il  faudra 
Irainpernne  ialéfrale  a  telle  que  si  on  y  rsmplace  y  par  X  (x%  s  et  9 
ae  lédniseni  respectivement  à  ]&  («)  et  v  (jb),  v  («)  étant  nne  Amction 
donnée  de  x.  Kons  ferons  encore  le  changement  de  variables 

y~X(x>s=iiy     xasar, 

el  on  verra  aisément  qne  réqnation  (i9)  aara  remplacée  par  nna 
antre  éqnation  dn  second  ordre  à  laipielle  devra  satisfaire  s  conaidéri 
comme  fonction  de  «  et  de  «.  Cette  éqnation  admettre,  en  général, 
mee  intégrale  telle  qncfour  n  :=  0,  on  ait 

Ainsi,  les  surfaces  minime  sont  définies,  comme  on  sait,  par  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  Ordre  :  il  y  a  dcmc  une 
inanité  de  surfaces  minime  passant  par  une  courbe  donnée,  mais  il 
n*y  en  a  qu'une  pessant  par  une  courbe  donnée  et  tangente  tout  le 
long  de  cette  courbe  à  une  développable  donnée. 

13.  Plus  généralement,  considérons  une  équation  aux  dérivées 
pmiieiles  F  =  0  entre  la  fonction  s  et  les  n  variables  Xg,  x^,  ••«,  x.; 
aoit  p  Farére  de  la  dérivée  partieUa  d'ordre  le  plue  élevé  qui  entre 
dans  réqnation  F  ssi  0}  nous  adaseUrone,  ce  qu'on  peut  lo«(ionrs 

Ibire,  qnli  ntiste  une  éérhée  de  ta  forme  X- dana  cette  équation  (t). 

tjnppeeons,  par  easmplet  que  réqnation  esntienne  ^r— etréssivonsia 

d'à 


é*t  ""^' 


tl     iMÇÊm  mm  um  Hoênom  avi  >tiMviM  mrmujii. 

k  ly  Mèii  §kdtû  éê  Cindif  Mil  ipfwi*  ynkukU  mê  iâMffito 

4m  mtablM  m,t  m^  '...,  «u*  Llaygnto  fiainlt  4*  MMt  4fMiUM. 
44pMid  4oM  dt  p  iBMikM  uMmifM  é«<»  —  i)  mrfaMM. 

« 

14.  lBl4gMlM  stagullirM.  —  Nmis  ft*a?0M  «OAtidéré  JiMnnlrf 
qiM  !••  lolégnlit  dtt  ëquatioM  aiii  4érivtai  ptrlMlM  éotA  r«iit- 
Itnet  Ml  démotMê  par  la  tMorèoM  fteéial  ^aCancby.  Ila«t  aaUaMl 
4a  aa  daoïaiMlar  ti  aa  aoat  lat  ainlai  qui  aiMaftl. 

CaasidéraMi  paur  lliar  laa  Mat,  um  ëqualiaii  ia  praniar  ariia 
aatra  f  at  n  variablat  9^  «it  •••»  ««• 

(90)  r  (s,  9|,  «.,  ...|  9^,  Jl|»  pg, ...»  pO  »  <^ 

oA  on  |ia«a 

al  a4  F  Malgaa  ua  palynAnia  fcirfifeofiifaiaMa.  Sait 

s  as  ^  («Il  091  •••!  otj 

ttM  inUimla  qatlaMUna»  rifulièra  au  faiilaa|a  ia  pataU  «f i  <» 

...»  fl^Si  al  taiaat  t^,  pf ^  fit  •••!  fS  ^  ^'«^'Mn  <•  «»  tti«  P«i  ••••  F« 
paar  ai|  sa  mtf  •••!  «^  m  pS*  Maya  dAtifaafana  tê  ayilèana  da  niaaia 
mîf  mlf  ...t  fl^Ji  •*•  Pi  f  Ptf  ••••  F*  tout  la  nam  û^éUmênt  éê  ftol^ 
grah.  Nom  pooarona  aa  aiitia 

ï-^'        Y^^'         D-" 

*=?;•  **=J7;  ""'"SK* 

■ 
^nppoioiit  (P|),  ^  0  :  #aprèi  la  ihéoftaM  rar  lea  ItacliaBa  Impll» 

allas  (1 9)  OD  pouita  rltoialra  PéfatUoi  (90)  par  rapparl  i  P|  al  la 

■latlra  aoaa  la  Ibrma 


r- 


aup.  t.  —  ntamÈMïïM  tuR  l'oubti!! gb  mes  iict*geaues.    S5 

Il  todiaD  /"étant  règnliàro  povr  s^^  «f  »  ptf  et  «km  réquatioii  (VT) 
adiMCtn,  d'après  le  théorèuie  de  Giiichy»  uoe  intégrale  et  tmeamlay 
holomorphe  dans  le  domaine  de  point*  x%  xS»  •••»  ^EÎt  fni  pour 
«1  =  x{  M  védoise  i  •  («tt  ^  «tt  •••»  '«)•  Cette  intégrale  aéra 
aéeeseuremeat  •  (X|,  s^y  ...y  ob^  IKme,  dans  ea  eaa»  rinl^mle  ^ 
eit  donnée  par  le  Ibéortme  de  Genchy. 

Si  (P|X  ^teit  nul,  on  diefcberait  on  autre  éUmenl  de  Pintégrale 
pov  lequel  P|  ne  s'annulerait  pas  et,  si  en  peut  en  trwifcr  un,  on 
psom  raisoBner  sur  celui-là  comme  sur  le  précédent  et,  per  consè- 
qoent,  démontrer  la  propoeition  précédente.  La  méthode  ne  tomberait 
ai  défini  que  si  tous  les  éléments  de  llntégrale  ^  annulaient  Pi, 
èVi^4-dire  ai  Fintégrale  ♦  ttfisfiûsaft  à  l'équation  aua  dérivéea 
psrfidka  P«  =s  0.  Mme  alorsy  si  on  peut  troufer  une  défifée  P|  telle 
qae  ^  ne  sati^fittee  paa  i  l'équation  P|  ss  0,  on  prendra  un  élément 
de  *  pour  le(|ttel  <P^  aoU  diflërent  de  0»  et  on  raieeMumt  avea  «« 
comme  noua  Tafons  Ikit  atec  «i,  en  proufora  que  #  eel  dénué  par 
le  théorème  de  Gtueh  j. 

On  fuit  donc  que  la  démonstralion  précédente  ne  temhe  i  deilemanl 
en  déflÊmi  que  si  la  fonction  •  satisfiiit  A  In  /We  aux  n  équalisne  aux 
dérivées  partielles 

Pg  s  0,      P,  s  0,      ...,     P«  s  p. 
Déiivunn  f  équation  (90)  par  rapport  i  «^  :  on  aura  une  équatlen 

i  kfMlte  4tfn  lilMUra  h  liMKlioo  «,  pdtfa'dk  MlMM  i  rétw* 
liM  (W).  D'amen^  d  *  Mlâbit  mk  éqoaliMn  P»  s  (^  «alto 
cquauen  ne  leunira  a  ^ 

Donc,  ai  In  fnmtion  #  aatiefhk aux  équationa  PssOetPftaad^  éBe 
na  avsiénw  des  Sfi  ^  1  éuuations  aux  dériwdsa 


M        Upom  SUA  IM  toUATIOM  AI»  pfoifCsi  »AimilXI«. 

ftti  MlkfUl  i  foulât  Im  «quiliMia  (M)  eit  une  imiéfrmU  ring^Mèr^ 
dt  rrfquftIiM  (90). 

Rbuaiiwc*  ~  Noui  afMf  tpiciflè  qut  iuut  m  coutUérioas 
qu'uiio  éqiMlioA  F  s  0«  imdéc0mfê$mkl0^  cm*,  dtat  d'autrtt  eau» 
et  qua  Mut  vtnoM  4t  tftrt  itrail  iujtt  à  câutioD.  Ainsi,  um  équallou 
dt  là  tomm 

Fb:(HraO, 
est  IfUc  qus 

«l«  psr  fluîto,  iMto  iulégrals  de  l'équiliM  F  x  0,  c*ssl4-diiu  H  =  0» 
auuuIsPi. 

Si  i'équaiiou  «ui  dérivést  prli«IW«  u*éUiil  pat  mhê  tous  Ctnao 
outièn,  il  poumûl  suati  srriter  qu*il  esitte  ànt  inlégrikt  Idlet  qoo 
k  premier  m— fihrt  etrat  d'être  tiolomorphe  dans  le  voÎMiiaiie  du 
tout  étémenl  de  rinl^nile.  Nous  en  verrons  des  exemples  plut  loîa. 
Pour  «Hriler  ees  difKeultés,  noiu  suppoierons,  dans  la  rtckerthe  des 
solutions  singulières,  que  Téqualion  a  M  mise  août  tbrme  entière. 

15.  Étant  donnée  nne  intégrale  non  ttii^u tiènr  d*une  équation  aux 

dérivées  partielles  du  premier  ordm,  il  y  a  toujours  une  inAnilé 

d'intégrales  de  cette  même  équation  ioliniment  voiainct  de  Tiatégralu 

considérée. 

Soil 

F  (t,  app  0^, .-,  ac.,  ji,,  p ^  j».)  .=  0 


l'équation  aua  dérivées  partielles  et  s  :s  ^  (X|,  «g,  ...,  «J 
iutégr^le  non  êingulière  de  cette  équation.  Prauona  un  élémeul 
s*,  jc\f  •..,  jti^  pî»  ...t  pi  de  cette  intégrale  pour  lequel  P|  ne  aoil 
nul  et  soit 


f  (*••  *••  ••••  *■)  5^  ^  ("*!»  *•»  •••»  ^W* 

Conaidérons  ensuite  une  fimction  ^  (jr,,  9„  ...»  x.,  «p  ««•  •«.,  «r) 
des  variables  ;r,,  ...,  ar.  et  de  r  paramètres  «|»  C|,  •••,  u,,  dévekip- 
pable  au  voisinage  du  point  xj,  xj,  ••••  ^2»  u{,  «2t  ••*!  ^t  ^  *^ 
réduisant  à  f  (x,,  Xg,  •••,  d^  pour  a^  ziz  af ,  •••,  %s=  «?•  Il  ott  Ibdle 


\ 
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iBcmuirmn  une  Mie  CMKtkm,  il  $affil  pour  eda  iTigoiiter  i  f  vu  dêve- 
hfpenent  eooferyenlqudeoiique  qin  0*«nD«ile  pcrar  «i  =s  «f  •  Vapt  is 
b  fhéoitaie  de  Gincby,  il  eiiete  une  iatésmle  V  dépendaiil  dee  pra* 
mMt9Bm^^m^...^mn  boieuMwplie an ipoîainageda poiot «{,  xj» •••ySiff 
•{y  •••9  ^,  elfid  ee  lédoU  à  f  (x,, ...,  «.,  «|t  ••.,  «r)  po«r«^ssx{. 
Gène  kil^paie  ee  lédiiira  aMBifestemenl  à  #  (xp  «^  •••,  «J  po«r 
«g  S8  «S,  ...,  %  s=  «t;  et,  piiieqii*eile  ert  befemerphe,  m  pe«m 
déleranacr  «■  nentee  peeitif  p  îé  ^m,  pour  Umlee  lee  ftleeit  de 
0|9  €|i9  m—§  Mj^  leuee  qee 

i«f-4iri<p, 

evail 

pour  lee  valeori  de  X|,  x,,  ...,  x^  saffisamnieBi  foieiiiee  de  a^, 
••.,  asSy  a  étant  un  nombre  demie  i  Tavanee  :  c'est  ee  que  now 
exprianoBS  en  dicant  que  rint^nle  V  est  infinimeni  eemite  de  4. 
Cette  propriété  appartient  â  toutes  les  intégrales  non  singulières; 
donci  si  une  intégrale  est  telle  qu*il  n'existe  pas  d'intégrale  infini- 
ment  toisine  d'elle,  eetté  intégrale  sera  néeessairement  singulière. 

!••  Dans  certaines  questions  sur  les  équations  ans  dentées 
partidies  du  premier  ordre,  en  particulier  dans  les  méthedee  de 
Jaeobi,  il  y  a  soufent  avanti^  i  ce  que  ces  équations  né  contiennent 
pes  «zplidtenient  la  fenctioQ  inconnue,  mais  seulement  eee  dèrMee. 
Void  l'artifice  qu'on  emploie  pour  le  faire  disparaître. 

Soit  réquation  du  premier  oidre 

(»)  r  (X|,  x^  ...,  xu  a,  jig,  .•.,  pj  s  0; 

Iroufur  nae  intégrale  de  celte  équation,  csh  refieat.i  trsuver  nae 
Ibnclien  T  («t^it  •••$  ^  telle  que  la  ibnetion  a  définie  parla  ralstisn 

à  réquiiion  CUt^  Lsa  dérhéss  partielles  de  a  eeiunt  alers 

NS  aumMiiee 

jr  •••  55  J»i  ■*  <»i     (<  sa  1,% ...,»)» 


\ 


SB        WPiWi  HR  m  «QUAYMH  AUX  0taV<tt  ^AmULIB. 


€• 


<#«  ... 

.  ■  • 

V  dti(ii  •#- 1)  mMÀm  t,  x.,  «^  ...,  «u  'Mrm  utiihipi 
àrëqiaitMi 

Soft  T  «M  iiMiiik  4»  réfortiM  (34);  M  iMl  fM  r^fvilte 
dkHUMn  me  teUgnlê  de  Pëfiialioii  (Î2);  «iftb  fi«i  m  pmm 
€0  praeédé  MM  dottMitt  iMilM  les  inlëgnlei  de  r^finlios  (SB] 
il  B*ett  pee  néœiealre  qve  la  foncUoii  T  tatiabsse  iâmUiquêmMi  à 
réqvation  (S4X  fl  mflll  qu*elle  nérifie  celle  équalioo  poor  iMicê  lee 
faleurs  de  s,  «^  at^  ...,  a^  lîéee  par  la  relalkm  (S3>.  Neva  aHeas 
moatrer,  eÀclif emenl,  que  ee  procMë  noua  donne  Unlea  lea  Uil4- 
gialee  non  ttn^ulttree  de  (33),  mais  il  ne  nona  donne  paa  en  (énéral 
les  inlégralea  atn^ntièret.  En  irertu  du  ibéoràme  démontid  dans 
le  I  iS,  Umle  inlégrale  non  «ngulière  appartieni  à  une  ianûlle  d*inté- 
gralca  de  réqualîon  (38)  qui  peul  dépendre  d'aulant  dé  paranièlm 
arbilrairea  qu'en  faudra,  en  particulier  i  une  famille  dépendanl 
d*un  aeul  paramètre  m.  Soi! 

▼  (f%  *if  *•»  •••§  «i}  =  « 
eeHe  famille.  L'ëqualien  (34)  devra  éCre  vérifUe  quel  que  eeil  le 
pannièlren,  en  tenant  compte  de  la  rdatien  piéoédenie  et,  comme 
cette  équation  (34)  ne  contient  paa  «,  il  et!  daîr  qu*elki  devra  être 
vdriiMe  identiquement. 

D'un  autre  cAté,  ai  V  eet  une  intégrale  de  l'équation  (84),  il  en 
aéra  de  même  de  V  -i-  C,  où  G  est  une  constante  quelconque,  de 
eorte  que  toute  intégrale  de  l'équation  (32)  obtenue  de  cette  Ibçon 
sera  nécessairament  eompriae  dana  une  intégrale  dépendanl  dTun 
paramètre  arbitraira, 

V  -h  C  s  0. 


CÊÊkPm  H*  •«  tQOânOM  LTCÉAIMBI*  ftMfftHU  COmJM»        SB 


CHAPITAE  II 


ÉttUMÛÊnê  HiiéairM.  SntèOMs  frmmliiti 

17.  Dbm  rélidto  d6t  4qaatiofi8  ««  dérifées  ptrlidlett  on  a  tiirtoat 
ai  vm  àm  imniMêr  leur  iniégntknk  à  rialifritioa  €un  sjilèaM 
«Téquitiôiis  dilEerentidlet  orJimiiret.  Le  proMèmet  *niti  posé»  «tt 
CMBplèleiBcnl  lénla  povr  les  éfualkMit  du  pranier  ordri  dont  MNit 
•DoM  iioQS  oeeoper.  Mont  coninieoeerMis  ptr  tm  4q«itioM  liaétiiw» 
doal  h  Ihéorto  €tt  piM  limple.  CMte  théorie  ctt  dMt  daat  t^ 
etmtieb,  à  Lignage  (<);  «Ut  •  él4  «MBylétée  par  Gndi7(i|  al  par 

dTabofd  rdqoatioD  Kaéaiia  d  hoaiogida  aaiwaaia 


aalm  la  liacliQa  iaaoaaaa  f  al  laa  m  tiariablai  fl^»%t  »»«f^  Lai 
^[aaililéa  Xg^  Xgf  m»!  Xh  aoat  daa  fcndioaa  daa  aealaa  ^nviaUta 
«^,  a^  ^^  flb.  Llirt^KnliMi  da  Téfutàm  (1)  •■  thàl^^tm  é» 


O 


SoilyaaaflUv 


F  (oPi,  x,f  •••9  fltn)  ss  C 


Pt  fl#w<iJii Martini  ÉiHaM  i,Urwiiir» 

I  II  «  il  xniL  tanaiato  «Mi^  ai  IV. 


x 


fS):jt4itf«»F«i 

il).  U  ëmnmiakm  et  Té^m^àm  F  s  C 


«I,  •■  KMfhfurt  rfjr,,  ....  rf*. 


^iii  Ml.élf»  «iffîMi  yiMJ  «ft  f  iffiica  x.,  «^. ...,  x.  ^  im 
êfMmn  miÊtiaun^fÊt  d*iiiMc>^aks  dci  é^ualaoïis  (S).  Mais  fiiii^'«ft 


réqualÎM  i^^e^dente  doit  4tf«  «ériiés  i4i»«UtwMMl  «t  F  Mt  w 
isMgrmle  db  TéqualiM  (I). 

RédfrafMMeiil,  Mil  f  «M  îaMgfdb  <•  réqMliM  (1)»  f  =:  C 
«■•  iotéfimle  du  qfsUmt  ()>.  Ek  cKiI,  «a  a  M#iiKyi»Mifiil 

#•  aan  donc,  pour  mi  spléae  quàmnqmè  ^ImU^tûm  im  dfWH 
i?*!      ■      ér^    .  ■  d«r. 


dfsO. 

DtMy  pMir  iQtttai  ect  inlégnlct,  «i  a 

f  ('|.  '•»  ••••  aO  =  «MUala. 

c*aal4^re  qua  ^  =s  C  «I  une  ialiSgrmle  da  njtàèmm  (S). 
ITaalTO  part,  mîmI  /;,  /;,  ....  /;  ft  ial^nlas  da  l'étwliatt  (1); 

B  (A*  A>  •*••  A)  «^^^  A**^  uaa  iaiéfrala  da  cetta  mèmà  dfiialiatt, 
n  désifnaaC  iioa  fenctioo  ahaalumaol  arbitiaim.  Ea  dM,  aa  a 


(•=1,5,....*); 


CSAP.  11.  ^  AHUTIOSIS  UNtAIEt».  tftTtim  OOMMBIt.        M 

«iile« 


cefoiséenl 


V    411     ^    411  V    'H       A 


Cm!  mw  MMtre  que  ri  /;»  /;»  ..^  A-i  •o«t  (n  —  1) 
«tWàietes  d«  réqnlMHi  (i)»  on  aiiri  âne  inlignte 

iépadÊ^a  d'ane  Ibnctim  arbitrtmde  n  -*  1  ¥>riahW,  el  <|«i  t,  par 
csMéqMttt»  le  même  ckfié  de  fénénrfM  que  riaiégnJe  géii4rale  de 
réq«atieB  (1).  0  eri  d'ailleufs  alté  de  monticr  diradeeM^  f|M  Feu 
ebUeiit  eisri  Èomiêê  les  intégnilee  de  cette  équatmi.  b  eHil»  eril  F 
yae  iaUf  raie  felcoaime  de  TégeaBea  (IX  en  eum 


OlB  e  dTailevB  les  (n --- 1)  rehlioM 

les  qsealilés  X^y  Z^  •••^  Xg^  Be  eest  fee  leeies  anHes,  essi 
le  dMenDineol  fMclieeiiei  de  w^  f^  «««^  A^i  f  lepiiert 


P  y*  At  A^  >**»  A-i)  ^_^  0^ 

l>  («If  ^»  •••♦  jfJ 

«M  lehtiea  identiqM  eatre  les.ft  ibottisee  Vf  A»  Af 


♦  (i^tAtA-tA-0««f 

^pdl  MsHesA  dvidseuseift  F  fuisfse  les  IbMiisM  A*  At  ••••  A-i 


ai      UBQMi  wa  uRi  ÉQixÂViam  âme 

diftiMlti.  Ott  «■  OMdiil  ^M  F  «si  oiM  eerUiîiM  CmmUm  II  if^tt^» 
••M  Ai-i)-  Done»  pour  Iroufiir  loules  le«  ÎAléfimlei  d»  PéqaatioM  (i), 
•I  tii/}! I  40  IrMiv^r  Fiiililynite  générmle  dm  ê^êthtm  (i) 

/iSsG|«      /^asCSit      •••9      /L.|SsC%.i, 

«I  fiiiMifrsb  §énirwh  iê  {i)  ttns  éêtméêfm  Im  fèrwmk 


fUttUHOUB.  —  Ot  qui  pnSûèd»  nom  noaliw  aim  ^  I011I  prafiès 
hii  dans  PintégnUioa  de  réqualion  (1)  011  du  êpàèmt  (9)  •ntnlat  wi 
profits  eorratpMdaal  dans  rauliv  probiteSy  csr  si  fgt'U»  •••»  ft 
sont  &  mUgimlss  ds  (1),  /;  ==  G|, ...,  /*  k  C;  sont  *  inlëginlss  ds  (S) 
tl  féciproqueSMiiL 


Soit 

nus  éqiistion  lînèsire  du  prtmisr  ordrs  sntrn  Is  Ibaclion  s  ci  Iss 
n  farisbl€s  X|,  x„  ...,  ar^,  on  R,  Pg,  P,,  •••,  P.  désignent  des 
fendions  de  s»  «|,  x,,  •..,  «..  Feieons  diiperattin  In fencU«in  inoemiiie 
par  te  procédé  indiqué  au  1 10.  Pour  cda,  cheitbons  Iss  tondions  V 
telle  que  la  fendion  s  définie  par  la  relation 

(4)  V  (t,  Xj,  x„  ..•,  x.)  =  0 

soit  une  intéfrale  de  l'équation  (S).  On  tnrave»  ponr  déterainer  Y» 
la  relation 

(5)  P|jî-^P,^  +  .--«-P.~^nî-  =  0. 

D*aprls  ee  que  nous  avons  vu  au  1 17,  si  on  considèrs  le  syslénn 
d*ëquations  dUrértntielles 


•4 


-p-  -  p-    a -p  -  «  -j.f 


CBâT.  o.  ^  ÉQUAnoM  LtifCâiiia.  mrtMM  ootmsn. 


ikm 


•h  ==  C|f      •S  ^=  *ii 


•••f 


«.«a 


«Analégnde  gëàénle 4e e»  afttèiM,  riatégnle  ftaénh  de  r«qwk> 


àbtohuBait  ailntnim.  Fur  suife  (|  18)  Is 
•  («If  «if -f  tO  =  0 


iMrfit  te  katgrmlm  mm  siicGOUtiiss  dit  r^ualîon  (3). 
Noos  alloM  doiiB«r  de  ce  tbéoiime  UM  démoBtlnitioQ  plus  dir^^ 
TeiARfieal  à  moDtrer  que,  si  dans  n  intégralee  distiiiclee  de  Féqua- 
liM  (B)  «it  «r  •^•»  %i  ^»  ramphoe  s  per  «ne  inl^nile  de  Féqne- 
Hm  ^  cet  tedioiifl  «i|,  n^  «••»  t^^  defieodroiil  cerlainee  fonelioiie 
de:r^y  «^  •••,  «^  liées  eoire  ellee  per  «m  leblien  kimiiqiie.  Imagi- 
qM  celle  eubetaluCaea  eU  «é  laite,  d  calorioi»  le  dMemiiHiol 
A  de  ii|y  Hgf  •••f  t^  per  npperl  A  9^<^  9^.  •••,  9^  es  j 
f  Camille  «ûe  HmmUob  de  «,,  ••.,  jv  Oa  i^^^ni  : 


As 


1?5 


*»'••       4»*^ 


*«. 


#»'«*     .*«i 


4c 


^ 


A»     - 


r»    - 


ê9 


D  («w  <V, ...»  «J 


«<M 


P(«ti»«Ht ...»  <i 


■» \»i» %».'•» *»>  hVfL^,     *» \»i» "w ...» ^»; 

mim,  «,,  1^  ...»  «w  «Mrt  »  hUgnlM  db  ri^MliM  (8)^  «i  •  ht 


'. 


*«•  ^  •  *««i 


*•• 


P. 


f. 


4«ii 


'Il 

1, 1;  «.,  «x 


&4     uçoM  mm  us  êtioàxmm  aus  wÊmÉM  motmum. 

#t^  M  IMOlVftBl  Mt  II  UmIMm  fÊf  tkpfÊtt  m  r^^  Pgf  ••#!  P^  Il  Ml  M 

tirt 

*>  (•»»  ••»  •••»  <0     Pv*ï»*"»«i-i««»«^*i»  •••»••) 


«MTona 


B I  "  -I"'''  1- 


M  i  Mlkfldl  à  téqiÊÊlIkm  (8)»  m  vvll  qui  A  atm  mI»  à  «litiii  qiM  M 

M  toit  BttI  Miii.  DlNM»  teulM  Im  illléfCltth«  ff  ftti  B^tMlIllMt  |i«  M 

MNilt  IcIItt  qiM»  «i  on  Im  MibtUtM  Aaiii  «n  «i|«  •••»  n^,  !••  AinelioM 
aioti  oUiNiui^  ioni  liée»  par  UM  relalioii.  TmilM  on  telifraitt  iMi 
donc  fouroMS  |itr  la  ralatioA 

V  \W||  Hg^  ••■!  ^«/  as  H* 

EiamiiMma  arialiiltMAt  ai  M  ptut  élra  mil.  8ak 

V(a>»i,apg, ....  «^sbO 

laoa  ralalion  déaniaaaat  una  iaUvraltt  da  n^fÊtâkm  (9)»  at  aail 
^it  9^1%  •••»  ^>  ^  v<>  ayatèma  da  valanra  aatUfalaaal  à  aatta  lalalba 
al  tallaa  qua  laaa  laa  aaaflWienU  P|»  ...^  P«,  Il  aaianl  halyiaMrpMa 
aaaa  Mra  loua  nula;  aupponofii,  par  aiampla,  qiia  (P|)^  aott  diMra«l 
da  léra.  Oa  aura  tanlottra,  ccMnuia  noua  l*avaoa  va» 


P.  a  —  Il  P(W"mO 


Noua  poumiM  alofa»  pour  laa  valaara  da  a»  «i»  «g,  •••«  #»  ailiiéaa 
dana  la  volatnaga  da  a*»  m%  ...i  «S»  idaoïadra  l*AipialiM  (6)  par 
dV  ' 

W  «—  a»  —  '  "^ — — 


al  la  iMarbaaa  da  Caiichy  naua  apprand  qtia  aalta  dquallun  (5)* 


I 
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■Inilé  dlntégnlet  hokmiorpliM  dans  k  domaine  au  poini 
^  «îy  if.  Oa  peat  iMQoun  wippoiT  qM  Tùm  a  pris  pour 
,1^  das  M^palas  aatisfaiBaiil  à  cfllla  eandilîM;  b  détemioaiil 

D  (U^f  <ly  ...f  tQ 

Mt  aCy  aanaM  par  hypolbèia  P|  att  diflérent  da  Op  aa  an 
aoadiil  qua  tf  na  paul  ètro  nul.  La  iiiaonnamant  m  aaiait  aa  défavt 
f«a  dans  las  dan  eu  auhanU  : 

!•  S'A  aiialaH  ana  ialâgrala  lalla  faa,  poar  loat  aptèma  da  ntaura 
^i  ^f  •••»  ^  «driliai  la  fahttoa 

aaait 

P^  s  ...  s  P.  s  R  s  0. 

Daaacaaaa,  laa  coalBcieata  P^  I^  Mmuoit  dimiMaa  par  aa  Caelear 
coaunaa,  ai  il  aal  dair  qa'aa  dgabal  ea  fadaar  à  wko^  oa  aaraH  uac 
îaMfrila  da  réqaatioa  (3> 
9P  n  aa  aanât  aaeara  da  aiènna  ai  llatégiala  déllaia  pr  la  rrialioa 

▼(»#  «if«tf -f^O^O 

diait  Idiaqaa,  paar  iaaiai  laa  falaari  da  s,  «g,  ...p  asu  nliaftiiiaal  à 
calla  ralaiioa,  aa  oartala  aoaibré  dea  aaafBdaala  Pp  P^  ...^  P^  R 
*Mia  halaaiorpliaj.  CSa  caa  peat  aHaelifanaal  aa  prJjcalar; 
>9  par>aBenipia,  Péqaatiaa 

(A)  p^  -t-V— 1) + «  («y  +  kT=?  >^*»  +  y»  +  «•— 1)  as  0. 
L*49HiliM  M  T  «l  : 

09  ^^-if*— i)^  +  («y  •*-  Kî^?  >/,«+^+,t_|)  ^«0, 

«I  dte  aiiMt  foor  ial%nl«  giaénk 


=♦  (^  -£i!2^!|^IZEîy 


Vm  Min  cMft,  réfMliM  (A)  adMil  rfaMinI» 


\ 


« 


\ 


^ 


éêm^ff^B^fÊi  mttdttà  à  h  inItliM 


liaCaiwi,  mm  iIIom  mnOiv  cosmImI  «i  pMm  déteoMMr  la 
BmcUm  arUtram  #  da  Ikm  fM  rtoUgiala  aatiahaae  i  eartaîMa 
cufidUtioM  ANMéct  à  PavaMe. 
Oa  fmÊk^  mk  gteénlt  tmiirer  «m  iolégrala 


talla  <M  b  lalaHoa  pi*c«Mla  aaH  férifléa  Hiaiitaii  lat  yadi  m 
Makiil  9Êlif  ba  varbbica  t|  «i, ...,  asu  deux  labtioM  q aaboaqaai 

/  (*,  a^i»  iVt  —>*«)»  <H      f  («»  »••  —f  *•>  =  •• 

Ea  elllel,  eaa  febtbM  parmaUml  d'asprisar  ka  qMalitéa  r»  s^  «g* 
...,  ae.  M  bMlioB  da  (ti  —  i)  «ariakba  avUbaiiai  l«,  C^, ...»  t.. i  par 


1 


itfieol  abra  à  Inravar  «m  ComUm  #  teUa  ^m^  ri  «î,  «^  ••.,  tC 
disigaanl  ba  fanctbat  àt  l|,  i;,  •••,  l^.i  ^m  Toa  dédoil  da  «i|,  ti^ 
...»  «I.  an  y  rampbçaal  a^  «|,  Xg,  •••»  •«  par  •,  1^  %^  ..•^  %^  an  aîl 

idffilioiiaaiaiil 

♦  W»  <  "n  ««3  «s  •• 
Or»  ai  on  âiaune  f^,  tg,  ••.,  t«.|  catre  ba  ti  rebibna 

Ml  as  Mg  (•,  fj,  •••!  ^fy 

flg  ^  tl|  (#t  #|t  •••9  #a)t 

t^  ^  t^  \t|  i|»  •••9  ^^ 


aur.  B.»—  Èçfaknmm  uaâuta».  HMtiiMi  esmm.     SI 


n  (m;,  «U  ...,  «û  as  0; 


Iiiil4gnl6  dMfdife* 
ICmm  «ofom  q««  eeCle  métlioile  août  permettni,  en  ptrtieulkr»  do 
rinl^gnde  da  Gaochy  qm,  povr 

«I  SX  opf      te  fédvit  à      s  =  9  (â^t  —9 1^^ 


d^tBIean,  tériler  •  pêêiertêri  que  Fuilégnilo  aiMi 
oktettM  «H  hJoMnrpliB,  Ea  cftl»  «  P.  ail  dilBfwt  de  0  al  ri 
Pg  f  Pgf  m—j  Pat  R  aoal  hdoiotfplm»  an  pounaf  doua  1^  votNMga 
d'as  jpaial  «tf  ••.9  afi,  il^,  aiattra  Watëfrala  giaérila  da  ijalian 

jdX|  dJis,      tft 


1 


C;  sa  «^ -!-(«. --OA.-I* 


G|  as  a  -1*  («1  —  0$)  B  «I-  — 9 


al*  par  aaila,  aa  ¥oil  qaa  la  relaliaa 
0 sa -f- (r,  —  a^î) B -^  ... 


aaa  ial^ifala  aatiiCutaBl  a  la  aaadniaa  daaaaa  al  aaiafuafflM 
aaiHaa^a  aa  paial  4t|9  9f^f  .••9  tts» 


BO.  Oa  aa«l  jaaaar  da  la  aiithmii  aai  a  dM  aaMa  aaa  ialanNd- 
fléosiMaaa  daaa  la  aaa  da  tiaia  faiiaUaaa-GaarfdAïaaa  aaa 
dnÉUaa  Baériia  à  daaa  fafiafclai  iadéaaadaalaa  s  al  a 


W  P#-».Qt«BR, 


V 


\ 


Srit  s  sf  Or, y)  «m  «tIm  ktignUi  It 


2-»  =  ,(X-»)  +  f(Y-fX 

DiM»ii  êmtmêmdhiê  iMlet  les  «vtfMit  Iwf^n^lit  firf  f  twl 
|Mir  «Il  yiifal  d^fmtf  ib  reffMce,  tai  .plant  teNfinCi  «ictjMNl  â 
€€9  $mrfà€0ê  pÊUêemi  l#ii«  pmr  fa  Antifa  l^rrfatM  A  M  |MmC. 
Nmw  apfelfenMu  mmi^  emfmeîériêUqmÊ  mm  «Mwfce  idb  fii'ai 
de  iM  poiAU  «Ite  ml  toiignati  'à  h  droite  O  nblive  à  ce 
Il  lénMe  de  celle  ééUnilkm  ^iie  les  CMiliet 
«Mîteal  le  efiléne  d'éfulieM  diOemitielles 

*  '  P        Q        R 

Use  cfwrlie  de  ceUe  «pèee  eii  es  géeérii  ceciplètonettl 

^iiand  es  ce  demie  tia  de  ces  peiole,  cTetlpè-diffe  ke  lalewe  uMlielee 

de  Xf  y,  f«  Ces  cssrbee  faroieiil  deoe  une  coagmeMe.  Ssieal 


les  étioalioM  de  c^tte  coiignieiice»  o&  a  et  k  dAsigneat  des  psrenièlrse 
afbilnûres,  équations  qui  s*ol4ieadraieal  psr  rial#graliea  du  sf»» 
lûaie  (7).  Teale  surfUce  enjeadréc  par  les  courbes  de  la  coogrueooe, 
eSMciéee  suiveiit  une  loi  tout  à  fait  arbitraire,  est  une  intéfrale  de 
réqualion  (S).  Cesl  évident,  car  par  teul  peini  d'une  teUe  suifitta 
passe  une  courbe  earsclérislique  C  sHuèe  sur  la  surbce  et,  per  enile, 
le  plan  tangent  en  ce  point  contient  la  tangente  à  C,  c*est-i-dire  la 
dfMte  D  nriative  à  ce  point.  Iléciproquetnent»  si  S  est  une  surface 
intëjrraiey  il  eiiste  une  iulinllâ  de  courbes  caractéristiques  situées 
sur  S»  car  le  plan  tauspent  en  un  point  quelcon4|ue  M  contient  la 
draite  D  corre.H|iondante;  par  suite,  en  chaque  point  de  S,  fai  droite  D 
eerrespendante  à  ce  point  est  tangente  i  la  surlace,  et  on  pourra 


CÊUP.  B.  -*  tQUATIOM  UHÉAlHEi.  SfSntMES  OOMPLKTS.        ^9 

trouver  «m  inûnilé  de  couribei  traoéti  ter  ht  fiirliMe.el  tangentes  en 
chaenn  de  leon  points  i  In  droite  D  correspondante.  CecMioiis 
■lontiv  fé^mélrifUBment  qne  tontes  lest  snrfkces  intégrales  s'obtien- 
dront en  liant  les  paramétres  a  et  b  par  nne  relation  absolument 
arbitraire  f  («^  b)  =  0,  c*est-A-dire  qne  f  (m,  v)  s:  0  donne  toutes 
les  siirfiMSS  intégrales  de  réf|iHition  (3).  n  j  aurait  cependant  une 
dceptioa  si  la  surfSMs  csnsidérée  satisfaisait  ans  trois  équaliens 
PssO»  QssO,  R:sQ»  car,  dans  es  cas»  à  tout  peint  «yfyS  qui 
annule  P,  Q»  R»  il  ne  correspond  plus,  en  rtelité,  de  droite  D»  cette 
droite  est  tmfdleniiJNtfs. 

Ainsi  nous  venons  de  voir  que  toutes  les  surfines  tni^ralss  d'une 
équation  Knéairo  aux  dérivées  partielles  du  premier  crdro  sont  les 
sunaees  «■  nne  cename  congruenoe  ue  couraes*  neciproqusnMBif 
étent  donnée  une  congruenoe  fueleonfuey  tontes  les  surfcess  de 

satisfont  à  une  certaine  équation  linéairodu 
EneflMySoient 

les  équations  de  la  csngiuence.  Une  surhce  quelconque  de  la 
aura  une  équation  de  la  forme 


eè  f  désigne  une  fonction  absolument  arbitniro.  Je  dte  que  s» 
dérée  comme  nne  femsiion  de  s  et  de  y,  déSnte  par  Féquaiten  (A)» 
Ut  à  une  équation  linéairodu  prsmisr  eidro;  en  anrat  en  eÂt, 

ê* \i»  ^  et')      i*  \àx      à%')      ^ 
à9  /en  ,  ém   \  .  &c  làv      év   \     \ 


^ 


<■!  1^  liilte'ilii   lHHttii  ■■■»  lUsili»  à  Si 


40      UBÇDW  Mm  un  iWASOM  an 

^Êêfmà  UMfmÀÊaà  dk  «  il  <•  «t  B  ImI 
HUmmàaÊtA  miful  aiil  a«l  : 


#• 
^ 

-S' 

4« 

4tt 

5» 

• 

M^iTtoit: 

D  («,  •) 

,  !>(«. 

•).. 

,  DK») 

DO 

Encunn.  —  i*  Twlet  1m  dmtoi  ymUèkt  à  ium  divilt 
fMVMit  «M  coDsnienee  idoiil  lat  équâtioni  aaal 

«,  h^  e  étasl  les  ptramèCrat  difedeon  de  k  ditili  dosade.  Oa  i» 
coadvt  que  tout  lei  cfUiidiee  dent  les  génénliiete  wmt  fmMIie 
àbdffoile 

ittkiHit  à  rdf ualiea 

De  nêne,  Witm  les  drailee  fui  peeieal  per  wi  peial  1m  a^  y^  i^ 
imneol  iM  eoofnNaee  doal  lee  éqmlieM  eaal 

a  —  x^ 

n'ai  il  fécnlte  qoe  tow  1«  cAnct  ayant  po«r  iMMMt  !•  fttet  a^  fU  i^ 
MliaCMit  à  réqaalÎM 

t 

a 

t*  TottlM  1m  aiirCMsa  qui  aoapMfl  «ittatoMlMBial  h  kaila  éè 
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•à  m  ihlfe  —  fmmMn  wifablw,  wtwfaot  4  Wqw^faa  <■  fnmiw 

éf         àf     éf         - 


Lv  flmdiriilMMi  dk  €eCte  émitiiHi  sont  doBBta  pif  ki^nittMi 
iilBrcinlkihi 

ém      et      àt 

G»  MBi  doM  les  tn^eetomt  orlhogooalet  ée  h  haÊUm  de  tuiAet» 
^25  «;  ri««ltat  éfidral  a  prierl. 

9»  ChgftlMWH  kt  Kbtioat  q«6  doivent  elriler  P,  Q»  R  pour  fee 
Im  ceiedenitifMe  eoiest  dee  dmlee*  Soit 


«M  éfnliM  MlbAiMal  4  eelte  coodWÎQa.  Fmhm,  pa«r  abvéf», 


«  «^ 


yv-t-V+K*  •^P*+V+R«  KP+V-^R» 

de  telle  ftiçoa  ^'oa  ait 

n^  +  o^  -MO*  =s  1. 


«y  4*  Vf  S8  «ô. 

Seily  ehtSy  in  m  potaÉ  de  eœidoBBéei  Ji^  y t  '  ^  D  le  draHe 

deel  lee  eoMW  difeelem  êêêêêIL  MàmmmU  %  •§  v* 

m'  erie  eef  le  cetidérieliewu  n  •  o*  lo  eoioBt  lee 
fM  Toa  ail 


4l«m0^      tfvaOk      4wa 

A 

1  «h  «élMUS  de  «,  y  »  •  MiMMi 

■l'a 

urahlii 

• 

• 
• 

\ 

\ 

•• 

• 

It     tMçomtmm  m  fooATtoict  aux  itevrtM  r 
U  tmUtàvt  4«  SB  0  ■*4ertt 


#l|l  ^n  #«       ^ 

i^x         êif  êz 

Sa  iMiat  €Opi|ite  de  la  rehtaon 


(lu  ^V  ^l# 

CAX  ^X  ^JB 

«I  fMl  6Meff«  écrire  cette  condition 


(eu      dt\ iàw      èu\ 
ày      àx)  ~  ^  \àx  ~  êi/ 


Lh eondilîoQ*  dv ssO^  dwr=:ù  fimrnicient  deu  nàtâimm 
loguet  à  le  précMente  et  finalement  on  arrife  i  dans  éfnaliona 
diftlindea  aenlenent  : 


^v      àw      êw      eu      au      êw 


et       àg      à*       ê*       ij/^  éx 


leiatiôna  aont  TérifUea  qnela  fne  foienl  0»  y ,  S»  W  aUiaBdrn 
iaunddi^lenient  lea  caraclirii»tîquea  en  prenant  ka  drailea  D  ioBuea 
de  laua  lea  pointa  d'une  surbce,  par  eieniple  d*un  dea  plana  de 
coofdonnéea  <t). 

4^  On  aatinfasl  aux  équationa  (9)  en  prenant  pour  «,  y»  «f  lea 
dérivtoi  partiellea  d*une  fbnction  •  qui  detra  vérifier  la  ralalian 


m  m  kt  ratatloM  19»  Mie  rèl«i«ut  pMà  te  Ucatiléi.  alks  4éaalflH«t  Mt  CMrH  «a 
■M  Mifa^  ^iil  csl  k  IIM  4m  inioU  oè  les  etraeli!ri4l««n  mI  «b  cmImI  ém  mtmi  mén 
Mtr  b  toaccMift. On  ^«1  m  i>ru|ii«4r et  nêoM  ^ IrMivcr  kt CMidittoas ^M étlftat  «ArUto* 
^,n.  a  pMr  ^MlcictractrrliliqMctidleiiiaMrerrleKMëctOMlfMS,  o«  ti«|ilfai€«t  êm 
mmrhn  |»1bm«.  OiMct  fermier  rat,  «m  v»!!  «ItéaiMil  ^m  Timi  «MicRl  i<«r  dht  rak»fci  «lié- 
M|M» riKManle  irménlmém  é^uêUamt  Oh  M«f  ^n  «»  <•*  rtfikvllcr  «a  m  t«ni  acm- 
■t»l  BBC  talëfraU  premièic. 


GHAF.  u.  —  iQUAnom  urAaiiibb*  «mten  comuen,      43 
n  m  léMlle  q«e  les  ciraelérMiiqim  de  Téquatiett 


eeroBl  des  droitoii.  8  Bovi  noM  repeHoiit  ras  eondosiom  dit  d^ 
œioplet  umÊB  ^SfOM  fue  ees  csmelérisUfves  soat  les  In^jectoires 
efthegoMles  de  Is  bniHe  de  surfines 

•(«fir.»)  =  «f 

cC  pmhqftm  les  csnielérisliqiMs  sont  des  droites»  on  en  esnclui  qoe  h 
bfBillo  •  S5  •  esl  vno  fiunille  de  sorfsees  paruttèleê* 

21.  On  reneonlre  sooi«nt  dans  des  problèmes  de  irèoméirie  des 
équations  dn  preaiier  «dre  qni  se  décomposent  en  pinsienri  équa- 
tions linéiiffs.  Ainsi,  par  etemple,  «faeirbons  l'équation  aux  dérifèes 
^rtielles  des  suiAoss  qni  oonpent  orthogonalsmsnt  la  ftmillo  de 


(A)  r(x,f,f,«)  =  0, 

denl  réquation  esntieni  le  pannnètre  arbilnirs  •  an  d^grd  m.  Pànr 
avoir  celle  équation,  il  faudra  éliminer  •  entra  réquatien  (A)  et 
réquation 

Sait 

TéqualioB  ainsi  obtenue;  je  dis  que  f  est  le  produit  de  m  facleun 
Knéaires  par  rapport  àp  et  f.  En  eflet,  en  un  pmnt  queloonque  do 
respneo  «^  y^  s^  passent  m  surfaces  de  la  Cunille  (A)  oorrespen* 
dani  aux  valeuiii  dn  paramètre  •  racines  do  Péquidion 

/(«•.irtf«tf«)  =  0. 


\ 
\ 


• 


SoienI  ON^  OK,,  •••,  0N«  les  nonnales  à  ees  m  snrbees  au 
poiol  O  («^  y^  s^>,  «,,  f»p  w^i  «,,  r„  u?,; ...;  w.,  r^,  w^  leura 
OMMS  diwctsuri.  Toute  eutfsos  ortlHfooale  à  une  des  surfaees  do 
klmilHn,  on  O,  devra  étrs  tanfsnlo  à  Funo  ém  dniiss  ON^  OIH^ 


44     ugom  im  us  ÉtvATimt  km  HêMm  nMnmm. 
«lij»^M~^aiO»      (i  sa  i,  f, ...»  m). 

ièiliidlpn  hito  dTwi  Aieltur  Isdéptndul  dU  ji  «1  dt  f. 


Ot  Itllft  éqMlloM  ImI  cùfnÊfùêàttf  à  dMqtM  ftiml  4t  Fi 
m  drritet  Dp  Dg,  •••»  D,m  ^  ^1^  eiprinieiil  qiio  le  ptea  taafMlA  b . 
flMirikoe  intégnlê  contient  um»  de  eM  m  droilM.  Noue  poiiitoM  alert 
géfliéraliier  ee  que  noiis  avone  dit  m  i  iA  et  détîgiier  eons  le  nem 
de  eenrèe  êar^térittiquê  une  ceurlie  telle  qn*en  âieeu  de  ete 
peinte  elle  eeil  lengente  à  Tune  des  m  droitee  eormpondentet.  Lee 
eeniiddritione  employées  phio  liant  noni  montrant  eneora  que  toute 
turilice  Inlëirrale  est  un  Heu  de  tanctdrietiqnee.  Il  est  à  ramaïquer 
que,  peur  fermer  les  ëquatiemi  différentielle  de  ew  eourUj»  Il  n^etl 
pM  néoemeira  tie  eavoir  elBecluer  la  décom|MMilion  de  f  («Ti  fff  ff|  p,  f). 
En  effeti  soit  Pp  •♦-  Qf  —  H  un  facteur  linéaire  de  f .  £n  exprimant 
que  f  («1  y,  •»  p^  f  )  cet  diviaible  par  Pp  -t-  Qq  ~  R,  on  aura  dea 
équations  de  eondilion  liomogènea  en  P,  Q  et  R,  qui»  pour  duque 

P     Q 

point  (»»  y,  c),  foumirant  m  ayatémea  de  valeura  pour  g  et  |r-*  Eh 

ramplaçant  dans  cee  équatiena  P,  Q»  R  pr  Ica  quantitéa  proportion* 
nellee  dm^  liy,  dUp  en  aura  lee  équatioua  diiftrantieilea  dea  earadé* 
rialiqucs. 

SS.  La  détermination  dea  inlégralee  qui  aaliifont  A  dee  eondltienn 
donnéec  ce  trouve  ainai  ramenée  A  un  problème  de  géométrie.  Ainal» 
pour  avoir  la  curfiice  intégrale  qui  pâme  par  une  courbe  donnée,  il 
aulDira  de  prandra  lec  caractéri»tiquea  qui  pataent  par  lee  divera 
pointa  de  ci^tte  courbe.  H  y  aura  indétermination  ai  la  courbe  donnée 
eat  elle-même  une  earactériatique»  et  dana  ce  caa  aoulement.  Pe 
mémo,  on  obtiendra  une  aurface  intégrale  tangente  à  une  aurCMOi  en 
pranant  tentée  lee  earactériatiqnca  tangentee  à  cette  aurCme. 


28.  Noua  pouvona,  en  employant  un  langage  géceftétrique 
eenMenneli  étendra  cee  eoneidératione  à  une  équation  Hnéalra  à 
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nnaiMm,  Koi»difmisqtt*miiyslèiMéefalaifft«}yfl4t  «••yoS^dat 
uriaUet  x^f  x^  «..y  c.  tonl  les  coorioiinéei  iTna  yoiwf  daas  T tyfli 
é  n  rfiinmijmi.  Moos  déngneroot  tom  le  mmb  dt  ciiirèt  FtBMBUt 
te  poiiits  dont  hs  coordomiéet  ton!  dtt  faartiDM  d^uM 
nriMèf  dt  Boot  appellcfoos  Êmrfiieê  r^ntemHli  des  pehili 


F  («s,  «^  -»9  fl^  ss  0. 


et  P|f  •••y  P^  R  eont  fimctieBe  de  fl|f  «««^  s^iy  e«  odil 

V  (s,  «„  ae^  ...f  ^  «  0 


rdeliea  dëfiaiteenl  iine  inlëgnle.  Moee  eppdleieM  evriboe 
ietëgnie  k  forfeee^déflnie  per  celle  rdelioB.  Vmm  eteae  f«  fve^  el 
ea  eoaeMète  le  ejellaie  dréqueliene  dâUnatMlee  edfwil 

-p; -^-if 

etei 

eH  rfant^grele  gteirale  de  ce  ejalèmey  riBlégrale  féBéfde  de  rdqoi» 
liM  iMDpeeflo  eve  définie  per  le  rdetioii 

eè  #  déevae  «ne  timdBam  erhHreire. 

Lee  égiMiJoBe  (Ç)  défiabient  «m  courbe  dans  Fespece  i  ti  <f*  1 

i;  cTcel  cHIe  courbe  que  Mme  eppcUewee  courte  ceriecM' 

%  et  ea  voit  que  le  eeriboe  iulffiile  le  pl«e  gtoérele  iTebliMl 

eeifenl  mut  loi  eibilFairelee  oovfbescereeUrioliiiuee.  On 

d'eiBeeri  eiolMunt  qve,  récipfoipieeaeol»  ei  es  conoidère  dans 

reipMe  à  »  HK  1  diMOMioM  ne  fanille  decooribee  dépcDdeM  de 

erbilnlrai»  lee  earfime  ebtaiiiei  ea  eoeeeietti  eabail 


HM  M  ^»iio—i|M#  lit  toMifcit  4o  fl«tl#  AMilto  iéIMmiI  A  «M 
4qiMrtloii  liaMrt  du  iNMiitr  imift. 

tloM  UnMiM  «t  hMnofèiiM 


à  n  vtriaMtft  imléptailiiiiles  â9|i  9^  ...i  «^  dam  letquillM  te  qw«« 
UMt  «1 80Bl  4et  Ibneliont  da  â^p  »,,  •••»  •«•  Nom  désifiioM  ptr  l# 
•yinboto  X4  (  )  TofiéiiiUon 

<  57»  •*■  "i  53; -^  •••  * -^  57; 

Riaiin|uoût|  iê  iuita,  que  n  tymbob  X  (  )  jouit  de  propriéto 
aailo(UM  à  mIIm  du  tymbole  d«  h  d4rl«alloa.  Ainsi»  il  e«i  faeito  du 
fMAer  quê  ti  «»  v»  10  déngatni  den  fonciiout  du  «|,  «g»  ••.,  x.» 

«lU 

X  (u  +  V  4*  u^)  s  \  (u)  4- X  (v)  4- X  (  u^), 

X(uv)r=«|X(u)-^vX(ll), 

•Il  plus  lèndfilemant» 

X(F(M,u,iu))Bj?X(M)4.Jfx(u)4.5|x(is). 

Nous  diront  que  lot  q  Aquaiions  (iO)  tout  faddjptnduului  nTB 
u'uftitlu  AueuDu  ruUlion  identiquu  du  la  fomio 

<«)         XtXi(r)-^x.x,(0  +  -..-^x.Xt(0=o^ 

rà  )^i*  )^  •••!  S  désignent,  des  fonctions  de  X|,  âr^»  •..«  m^  mu  lutrftu 
uuUâf •  On  voit,  d'après  eela,  qu*ttn  système  de  la  fNwe  (iO)  ne  peut 
eontenir  plus  de  n  équsiians  indépendantes. 


aU9.  Q»  -»  <QUAnOK8  UN&lIlICt.  ftTSTftHtS  OOHrUR». 

!•  SupftMM  f  ^  »•  Si  pamt  l«t  f  4qpMttou  3  y  en  a  n 
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ffimtMf  te  «itlèiiie  a'é  va  évidanoMnl  ifoe  la  sohiliMi 


••• 


<»/- 


àm. 


=  0, 


/  (ae„  «^  ...,  «^  a:  eonatantai. 

S  la  .fjiltae  pnpoii  eoatieat  moiiM  <!•  «  éqMliou  iadépai» 
dialw,  «■  poonrn  U  nrapheer  par  ■■  qr^t^ne  de  n'  éfWlioa» 
(»'  ■<  n)t  4q«ifalMl  aa  preoaiar  «t  compoié  fAiMlioM  iaMpea 


>»  O«|i^aao«a  f  ^  mat  «appaiMW»  de  pkM,  ca  ftfi  petto^iaw 
Un»  les  énaliaM  iadépeadavlea»  Newi  al^pM  aaaaiMr  ^*ea  paal 
imaer  de  momték»  ^«atiofia  linéaim  qvi  detimit  Un  MUefcHea 
pv  laaIflB  laa  aalvlMiM  des  éqnatiom  (10).  Ea  aCrt,  aoil  /  ne  lalè> 
fiale  daa  l^aalioM  (iO),  on  «ara 


atparaaHa 


x,(/)=o.    i,v)=a. 
X»  [x<  (01  s  X»  EO]  s  tt, 


f  salialfA  dflw  4  réfaalioB 


m 


X«  P»  (/))  -  X,  ft  <f))  «  «. 


Gan»  d^aaliaB  (IS>  «at  aMara  liajaiia  al  da 
B  cal  fada  de  vMdar  ne  levlaa  lea  dÉdviaa  da 
Idaaale 


£é 


aiaS-aSeisO, 


^ 


*ak*«ir 


^«^^•;4-<eî-'«?«;«o. 


4t     ugoM  «m  us  ««oâsioM  MS  alMvA»  «aamuiB. 

L*4qiialiM  (1S>  pMt  dbM  t'éârira  MM  h  Imm 

(ttyX,(^V))-5U[Xi(/)]=^tXi(4)-X»(4)|j|^ 

loufinotts  qM  fM  ail  formé  Imlat  les  ëqwlioast  lelkt  %m 
réquatiott  (if),  qMpM  obtiest  m  coibiaMit  ésu  qMhomti  Jm 
«qiiatMOS  fM);  ces  «qmtmis  admattiMl  lovtat  les  uiUimiM  du 
sjslèim  (10).  DMgaoïif  par 

loulea  ecll«ada  «a  noufallea  iqiutioiia  qiù  aaot  iadépandaiitaa  aalrn 
allaa  al  qui  forment  avaa  las  équations  (10)  ua  aysIèaM 

(i3)Xt(r)=0i    -.    X.(/)=0,    X,^.(0=0.    •..,    Xt^.(0=ô, 

d'éqmtioiia  iudépoidaalaa.  Si  f  -«-  a  s  f^  la  qs^èma  (iS)  al,  par 
aiiita,  la  ayatèoM  (10)  B*adaMllra  qua  la  aolalioa  bamda^sa  Si 
f  +  a  <  M,  OB  pourra  reeommanear  aur  la  aytlèoM  (13)  laa  opéra- 
liona  foilaa  aur  la  ajaléaM  (10),  al  aiM  da  auile.  En  aonlinuanl  de 
la  aorla,  on  afriwra  finalamaal,  aoil  à  un  ayatema  da  n  équaliona 
indépandantaf,  at nlora  la  ajatèma  (10)  n*«lmel  qua  la  aolulian  /=  C; 
aoil  i  un  ayrtèma  da  r  équationa  indépandanlaa,  on  r  ^  n,  al  lai  qnn 
tonlaa  lea  oomlnnaiaona 

aoiant  daa  fondiona  Unéairaa  da  X|  (0»  Xg  (f),  •••,  X,.  (^  Dana  In 
aaoond  caa,  noua  serona  arrivéa  à  un  aystèma  tal  quà  ra|iplîealîon  du 
la  méthoda  précédante  ne  donna  aucune  équation  nouvelle.  Un  lel 
af atèma  a  été  appelé  par  Qdiadi  $y$time  ean^Ut. 
Noua  foyona,  an  résumé,  que  la  raeherclie  daa  intéfralea  d*nn 
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f  jsttoM  et  k  hmm  (M)  tt  nnitaê  à  la  nàmAê  ém  bUléfnAm 
fmm  mpÊkant  comjkL 

SS.  Lft  théorie  des  wpUmtB  conpleto  npotft  tar  les  prapriMe 
niTSBles.  1*  Soit, 

(i4)       Xt(/)=Ot    x,(0=o/  ...,   X<n=o 

mi  tyatèoie  eooipIeL  Si  on  fidt  im  ehanfaoïeiil  de  firieUje  déAni  pu 


rteelaUee  par  mppoft  eux  Mweliee  ^irieUee  ff^  y,»  —f  ff^  b 
eplèflM  (14)  eeia  rempleeé  per  ma  aott? eea  eysIèeM  ^  eMi  eoeai 
eemplel*  Ee  cflelf  en  povfre  eemiiiérfr  in \t iveineiil  y^  y^f  «««f  y^ 
des  pmcIiûbs  de  x^^  x^f  •••«  4e^  s 


Remplepeas  daas  /i  «|,  i^,  •••»  i^  eft  iMctieo  de  yit  y^y-  •••«  y.» 


*r  _  ^r  *if.  ^    ^^f  *#. 


■f*  ••• 


psisy  peiiew  dans  X  (0  ees  esprestioBS  dea  qaaBtîUax^  eieekeli» 


à  9^  »^  ...t  o^i  lea  teriablee  y^  y^  •..»  y«.  On  erra  «a 
ideaHel  de  la  fimae 

ei  è^  1^  ••f  K  dèaigaeat  dea  faBcUena  de  y,i  rtf  ««f  Wm  <^<al-d» 
dira  ^ae  Fea  aaia  idealiqaeaieBt 

«I  mrim  «tk  MtelilirtiM  (A),  f  AMUMuIdni  le  pttmkt  Mnbw 
faactiea  de  w^  tc^  —^  ^  el  deas..le  saoaad  aiemlua  la  Biéai# 
aspriaiée  aa  mvftn  de  yg»  y„  ..«(yii.  Le  dMayeaMol  de 
(A)  aakalilaeni  daae  aâ  eialèaie  (14)  ie  qalèiae 


■  fyfM*  fou  tM  AOOAflOM  MK  BÉWlB  KtAKUnUl» 

oui  iiifm.  évidQnnnt*  tniMtwé  MflMtiiHM  fandêBMidttalat»  fe  4bi 
i|M  k  ftynlteM  (iS)  «C  «n  fitlèiM  poiûplel  Eii  ^Êttîj  m  a  îdbiiMi» 
aii#fli#ill- 

quel  qttt  toil  f*  Ikmc  9m  a  auMi 

X,  IX,  (01  «  Y.  p[,  (/)! = VaY.  (/M. 

«t»  par  mite, 

X*  IX»  tf)l -r  X*  [X.  (/>1  =  Y.  [Y,  (m  -  Y.  lli  (ni. 

M  vartu  4e  la  aulwUlaUaa  (A).  VaMewa»  pviiqua,  par  hypalhèat,  b 
•IBlioia  (14)  ait  «omplct»  oa  a  UhaliqaaaMat 

Os  «i  ttodal,  an  foitaiil  la  cbanganiaiil  da  variablaa  (A),  q«a  Faa  a 
auaai 

aa  dMgna&t  par  Xî,  )4f  ••••  ^  ^  4^  ilaviaMiattt  ).|,  1^,»  •••»  l^ 
quand  w  y  reniplaea  ar^»  dr,,  ...y  x.  en  ConcUan  da  fi,  y,» ..,,  y..  La  ' 
a  jatèma  (io)  ait  done  anaai  eoaupki. 

i»  SI  on  remplaça  la  ajalèma  (14)  par  nn  ajfalènia  f^uifalant,  la 
noufeao  aystèma  aeiu  «n  aynlAoïa  complat  Mans  appellerona  aytttala 
éqmvmtmi  an  ayal^me  (14)  nn  ayatèma 

(10)         z,(r)  =  o,     Z,(0»0,     ....     3l(0«». 
tel  qua  Ton  ait  identiquement 

?,(n  =  àîX.(n  +  Aî3[,(r)-l-...-hA»X,(/), 

lea  qnantilêa  A^  élant  dea  foucliona  da  «|t ...,  «^  lallaa  qna  k  éttar» 
minant 

D  s  £  ±  a;  a:  ...  a; 

aoil  difftiraol  de  0.  Il  eat'  clair  qu'inraniemanl  Z^  (0,  ...»  %  (/) 
aVsprimercMit  linéairement  au  moyen  de  X^  (/),  ...|  X,  (^).  Ln 
diifiûenca 

2;fe(0)-a;(?.(0). 


MU  —  ÉQCAffiO»  UMÊAMÊOm.  wntÈMm  OOMPUm»       M 

Ifde  à  une  aonme  de  tmmiet  de  k  Cmum 

Af  X,  [MXt'cbl  -  AilÇ,  [AfX,  tf))  «  Ai%  (A;)  X.  (0 

-âiX»(AÎ)X,(/)l-AÎAi|X,(^,(/))-X,(x,(0)|. 

Crtie  dilBrpuff  sert  donc  nM  iMMlion  linétire  des  ^ntiM  X,  {f\ 

^^Trifi  l"»P»  tMta  las  dMHfMeM  X«  {l^(/y\  ~  X«(X<(01 
•BttI,  par  bvyollièiêtdeelbiieliMeKiiMf«sdeX|(f),  X,(/%  ;..,  X^C^)» 
il»  par  tuile,  «ne  CNielieii  lindeim  de  Z,  (/)>  2^  (f  )>  •••«  %.  (/)• 


as.  aiyettme»  iaoektons.  <—  GomidënNii  un  eysléflie  eeaplel 
de  f»  équiliene  Itnéeiree  à  m  «4-  it  ineemiiiei.  tf eprks  ce  qve  M«e 
«cnem  de  dir»t  mnie  peurroM  toi^em*  le  remplacer  perle  efeMiae 
eemplel  éqahalettt»  oMemi  eu  résoivant  eee  éqnaliens  par  tapperl 

A  m  des  qaaaUlèi  ^-^»  — - 1  •••?  - — ^  •  Noue  poarnMie  donc  Imjoari 

^*ea  ait  aie  «0  ejelèaM  eenplet  sens  la  Ibn^ 


appeOerMie»  dorioavant,  êjftttmejmechUn  tel  lyrtlaw  coaiplel 
da  la  foaee  (17). 


Ba  aAÉ»  aniaBiM  le  efilAiiie  cal  eeenk!*  ob  a 


deaa  le  eaeoiid  flMBbn  cel  Xmi  wuâê^  caele  «m 


I  al  ft,  b  fMaitt*  ■wAn  M  wHwl 


>i     ufMni  tm  m  AQOâfiim  4m  ManCn  k 


^voir  Xi  s  0  puisque  !•  eoeMcwit  da  j-^  {h  ^  a»)  dba»  !• 

Oa  M  «Nidttlt  «a  M  icportMilâu4|riiUi(i8y9qwl6toodBcif«lift 

(4«)  x.(tt-x,(K)=o,   {<\î:v.t.;:"v 

Piliiqw  tout  tiiMoM  oomplei  t»  laoïèM  4  «n  ijiltet  jacokiM*  il 
BOUS  tulUi  d'établir  h  propotiliott  pour  y»  tjMèiDO  jacahie».  Ctini 
déront  alors  lo  système  (17);  r^uaiioii  X|  (^  s  0  ailiMl  (|  17) 
(m  4-  n  —  1)  ûilétralcs  distinctes  y,>  y»,  ••.,  y«4.»*  Soil  y«  lAo 
fooctioB  de  «1,  x^f  ...t  aB^  distincte  des  pi>Scêdeetes;  preooos  y,*  y^ 
•••>  V«4>»  eomiM  noufdles  vahaUes.  L'éqiialiea  Xg  (/)  ss  0  aéra 

leinplaeée  par  TéquatioD  ^  ss  0,  poîsipie  la  nouvelle  équatîMi  doit 

aJoieltre  les  iutégrales  y,,  y«,  •.•»  y»>»*  Imaginons,  de  plus,  qu'on 

ait  résolu  les  (m  —  1)  équations  restantes  par  rapport  à  m  — -  i 

àf         àf 
dériv4ss^aeit~t  •••t-p-*  Le  splèaM  (17)  sera  alors  rsmplaeé  par 

io  système  jacobien  équivalent 


(«) 


\ 


T. 
Y. 

(0  = 

7^ 

EL 

«0, 

•  *y*-M 

h   A    A   A   A   fl 

^*y-^ 

1 

V. 

,V)= 

'  ^y»*-i 

-•-•.• 

-0, 

dans  bquel  les  quanliléft  ci  sont  des  fimcHons  des  seules  variablea 

Vt»  Vm  -t  V-»^>-  £o  ^"^t  le  srstènu;  (1J>  est  complet  (|  S)  et^ 

d/     d/  et 

puisqu'il  est  rétolu  parrappona  j^«  ~« ...» —i.»  Oesl  ji 


aur.  Oi  —  CQOATtOHt  LUCtAIBCS.  tlUtllB  ONtfixn. 

Oiiairion(|9B) 

T.«,-T.(.i>=«.    {5:î:J:~;S 

Hait  €|  «si  n«l  fael  qoe  ioit  ft;  par  «iiitei 

fa  pivniîire  ém  étfomimm  (Ifl)  ocras  mooln  qne  ^  oe  doU  pw 
dipeadro  de  |f|t  el  eonuBe  cette  tariaUe  ne  %yie  pee  dent  lee. 

pomone  en  Ciira  alistfictioii,  ei  lurae  eommes  nunenés  i  clten:httr 
ht  ialégndes  du  Douteaitt  iij»l&ine  jecolnen  de  m  —  1  êqueticn^ 

Y.(/)=0,      ...,      Y.  (0  =  0. 

On  nuBénen  de  nêroe  ee  splème  4  un  ejstème  jaedlnen  de  m  -*  S 
é|Mlieae  i  m  «i-  «  —  S  venaUei»  el  ainsi  de  ènife.  FJnàleQMiil,'en 
airifem  à  «ne  seule  éqvalieii  liofaiie  i  fi  -l- 1  fanaUes»  admetlanl 
Isa  nêmes  intégrales  que  le  système  proposé.  La  théorème  étant  frai 
pour  M  ssi,  il  s'ensnil  qo^il  est  fénéral.  Mena  fojens  de  plus  que 
si  f  19  f^  •••,  }a  désignent  n  intégrales  distinctes  dss  équations  (17)^ 
Isnie  antre  inllgnle  eommnae  sera  de  la  ibnne 

il  démgnaut  nne  Ibnction  arbitraire. 

Pdw  passer  dn  système  (17)  au  système  (10),  il  fliut  afoir  intégré 
rdquation  linéaire  X,  (/)  s  <V  eu,  ee  qui  revient  an  même,  le 
système  d*équatiooa  diKreotielleé 


1        0  0  W  K 

m 

qui  ee  réduit  à  m  système  de  il  équations  du  phmier  erére.  Pour 
du  qsMme  (19)  au  aystème  jacoMeù  amvant,  il  CmdrsK 
i^iaumuB  nmraaau  avsÉkmi  da  u  éuuatiena  du  nrsaalflranleaÉ 


•  •  • 

tl  aiaii  dt  «rite.  £•  dMaitiv»,  pwr  faUgnir  pv  cHIt  léthoA 

■ 

tjpritee  (47),  «I  «nuit  ft  ioUfrer  t«eeetiifieiiiMl  m  «ytlèniM 
M  éqwlMNif  difl^atiellat  du  prieminr  oïdr»,  el  i  fiûi 
gemMto  de  Tiriablai. 

Rnuwuc  L  —  Les  fi  tttlé)^l«  dMi»elc*  f |«  tt9  •**«  f*  '* 
wftikmt  (il)  tttol  «ttoor»  disUndes  ii  mi  kfucoMidâiv  eoiuMt  foacliMM 
Jet  aealea  variables  «ir^^^i,  âcw^-tt  •••%  ^<*-w  Suppoioai^  •Q.aflél, 
qv'U  eiisle  ime  rdatkNi  idealiqw  de  b  imae 

^  \*i>  *••  •••»  *••  f  t»  ft»  •••»  W  ^'^ 
•naonilalon 

c*«tl4^tre 

d^       àF  .       iF  àF 

D^ailleurti  puisque  f|,  fg,  •••,  f»  eonl  des  iuiétiilee  du  afsIèMe  (17)» 
b  rdatiou  prérédenle  se  nSdufara  à 

Jt=o.        (11  =  1,2....,»); 

#  nerail  done  iodépeudanle  de  ;C|,  arg,  ••.,  jb^  éi  fk  j  aurait  uut 
relalion  entre  les  fondions  f|,  f  g,  ••.,  f„  œ  qui  u*est 


Rkmarqui  II.  —  TVaprba  es  qui  pcMdu,  il  esl  slair  que  si' 
m  équations  liodaires  indépendantes  à  (m  4*  n)  tariablee  admettout 
u  Intéfrales  distinctes,  le  srsième  formd  par  ces  m  équations  est  un 
système  eomplet.  Car,  s'il  n*éSait  pas  eoinplet,  Il  serait  oompris  dans 
un  sjstème  eomplet  de  plus  do  m  équatious  et,  par  suitOg  ne  pourrait 
admottre  n  iotégrslos  distinctes. 

as.  Méthodo  do  Mnjrur  (t).  *«  La  uiétl^do  d*iutéinrition  précé- 
dente exige,  nciua  Tarons  vu,  des  ealeuls  asses  pénibles.  Des  métbodoa 


|t|  U  Sffscédé  «uployé  ici  ftt  MfBU^ae  as  taS  I  Mlat  Si  Uiitr  ;  Ii  BiiUnit  •!■•  és  Si 
iNaièUS  MIS  ftpotét  «iM  U  cliaH^  Mivsil. 


OfhP^  lU  —  CotlATIOm  LRlfAIlIGS.  SVKrtVCi  OOXPLBIS.        S5 


\. 


flhnmm^  Ml 'M  donnéet  pv  CScbschO),  Weiler(t)  6l  lUjer  (»). 
Celle  q«i  «ttga  le  imiai  drinMffitîMS  est  dm  à  Mayer;  aoae  aoue 
lienieraM  à  edle^tt* 

TMontac  —  SMiî  j?{,  ^ej»  •*.,  xi^^  un  eytrime  de  Mleurt  d€$ 
t&rimèleê  m^  r„  ...,  ^eu  4  #f  ««  reiftii«|fe  dempâM^  Irt  ee^jSeteiite 
K  '«  efrtiwe  (17)  «oui  kelemeriike»;  <l  utile  11  inliil^ralei  f|«  f ^^ 
^— •f  f»  ^fci  eynè le  jeeefcicit   ^ 

àelimaijifcei  en  eeîsliNi^  d«  jMinl  ^t^  ^i  *  •••»  ^^«i  ^  ee  rMiil> 
eeiif  fvipecltef iwenC  e  Xi^  ^  tt  •••t  e)b  4-  •  TMNir 

Ce  UuSeriflfte  est  vnl  deiis  le  ete  de  m  ^  f ,  car  fl  ee  ridait  i  ua 
ees  perticiilier  du  théorème  de  Cauclijr;  pour  montrer  qu'il  e^t 
tteénly  fl  eafllni  de  démMiIrer  que,  e'il  eitl  n«i  pour  ^m  —  i) 
équilioM*  il  eel  enodre  vrai  pour  m.  Sappoeons  doue  qa*il  eoit  vni 
pour  («f  --  i)eqMtk»e.  Nous  pôavooe,  sans  revtreiadre  la  généralité^ 


;b;  ss  «;  s  •••  rs  jeS4.«  s  0. 

L*éqiialkm  X«  (^  s  0  admet  lee  iotégrales  évidentes  a^,  x^  •••,  r^ 
et,  d*epr£e  le  tMorkme  de  Ciudij»  elle  admettia»  en  eutn^^nTinté* 
gralee ^^^ ^^9%  •^^ erl^.,»  holonioriâiesaii  toisioage  de  tf, soR, 
ss  •••  s5  Xm4^  =  0^  et  ee  rédnieaot  respeclifcment  à  Xm-^u  ^^t» 
♦•penr«|S50 


•»• 


w 


••♦•irt*  a^|Aa4.a  •♦• 


•••• 


j%iMcii4i/ar»iiinMMUMtiii,fea^tfaiBi. 

tIl^l«*iMe». 


•I  prtnoiM  lis  quanlilës  s\^  «g,  •*.»  dr«^«  fmir  Mundha  varkMtt. 
PttitqiM'to  AMffffliiiMuil  liNMliMiMl 

c»l  4g»l  à  1  pour  ^1  s  0,  oa  M  eottdut  qm»  ay  votoinaft  Ai  0^  a  0| 
on  pourra  réNMMirt  las  équatioaa  (A)  par  rappad  à  «w^m  #.4^0» 
■••I  flBb^fl  ^  Im  moilra  aous  la  forana 

«  ■ 

par  aulla,  louta  fancliott  ht»liMiiorplia  iW  «p  •..,  flu<^«  ^  mmI 
uaa  IJMioliao  liokMnorpha  daa  muvHIm  variablaa,  ^  iuvaraamaut 
Cari  paaé|  réquaiiort  X|  (/)  =s  0  doviaadrai  avec  laa  Muvallaa  ntflaUaat 

il*ailiattr^  ao  aura 


ei 


(•  sa  9|  3|  #•#«  #1)1 


#wrM^4      l'iieA^i  mjBa^-*  va^^t^d^^A 

(;is:1,St.«.|M). 

Di»M  la  ajalèasa  (17)  tara  rainplaoé,  avaa  laa  iiouvallaa  variaMaa» 
|iar  la  ayalènia 


0» 


y   iry  ^  ^  ^^t      T-  •••  ^  ri  11   ■ 


0. 
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•*  te  qnaatMi  €&  dMgwat  des  fonctfoM  des  mùn  wriables  «;, 
•••«xl4.«(|S7)el»cDniMlet  finictiMt  4  te  dédniaeiil  de  fcaetioM 
iMknwrpbes  ptr  les  Maies  opéniioos  de  raddilÎM  et  de  b  moltipli- 
CitieB,  oa  ctt  eiMichl  fw  cet  IboelioM  eeal  i^pdièvee  m 
dtt  peint 

^  -^  «•'  «^      «^  »*       —.A 


Le  IbéertflM  Ment  eupfieeé  vfii  pe«r  (m  —  1)  éqnalieiie,  fl  eiiele  m 
sfBléiiie  de  «  int^pralei  f«rftf  •••!  fmf  tégmliism  en  voUaege  de  «^ 
:=  «^  s  •-  ^  a^^-tt  =  0,  eetiffilieeni  eut  (m  -»  i)  deraièwi  éqw* 
liPM  (90)  el  ee  rêdniseiil  icspeeUveeMil  i  «1^4.1,  ...^  J1I4..  penr  #2 

SSS  j^  SS  •••  SS  jE|j|  ^s  V  ^ 


•••• 


ir«nem,  ce  qjMhne  d'iatégnke  eetiBlS0m  dfideiewt  à  rdqnelien 

—i  ^  Oy  pnieqtt^ellee  eoni  indépendenteB  de  x[. 

Fitr  tuile,  en  rempleçenl  lee  larieblet  x\^  9^  ..^  a^^-a  ptr  ke 
Mneblce  jti,  Xg,  •••^  flai^»f  on  en  etnelul  que  le  ejtiènie  pmpeeé 
admet  le  i^tWing  drintégralce 

■ 

noIuBiefphe*  en  tewinege  du  peint 

i^  SS  ^  ^  •••  SS  J^^«  SS  ||| 


et  te  iddmtent  luqpeelifeeMnt  &  itii^if  •••y  eu»ii  pour  âK|  ss  ^ 

30.  Soient  f ^^  f^  •••9  f .  lee  intigralet  tetiefaiteni  eux  eendiliene 
fiéeédenlee.  Noue  dimne  ^Nui  tel  ejtlène  d'intéginlee  inmie  un 

jMtttnie  ilNNfanienlfll  luietif  en  peint 

8eit  nien  v  v^B^it  ^B^^^tt  •••9  ^m^i)  vne  lencUon  qneieenfne^ 
dent  le  toitinege  dn  peint  «£4.19  «i^^tt  •«•#  ^«^  h 


W     wçom  «m  ui  tooifiaM  âm  ^tm^Êûm  numiuisk- 


ttqiiitIMur 


••l  SI  ^11         •••9         Ca  St  «fiif 


•i  fédnifn  à  h  Amcliott  4»  {rm^u  •n  '«4.«)*  Om  ptut  diM  éMNWir 
h  (Nnûpotilios  miiftnto»  qui  «it  «m  •j^ltntîos  du  théorème  fJMrpi  <• 
Ciuehy  daiui  lu  cm  d*iiM  équaliott  liaétift , 

THfentMc.  —  /Mi  xt,  •«.,  Jâ4.»  tm  syslî^mf  de  mIm»  |MHP 

«iitf  /hii«K#fi  hùhmpfpke  dtm$  te  tmisimoge  du  pain$  x^^  ^  ^^it 
••M  «^«-ta  =^  '£♦•;  ^M  i^ftfalîDi»  {M)  admtium  une  itdégrtdé 
commune  helomerphê  danê  h  domaine  du  point  j?%  ...^  ^^^  ^ 

30.  Cette  propiwitiott  établie,  «oil  «f,  jr},  ...,  J'S^.a  mb  sysIèiiKi  de 
val«ur«  au  voisiiiafe  desquelles  Ica  coeffieianta  6{»  dana  le  ay^^linaa 
fomplet  <17)«  aoDt  bolomarphaa.  La  inétliodc  da  Mayar  fttur  U 
recbafdie  de»  m  iot^rales  dislîndea  f|,  •..»  f»,  qui  aaliafont  i 
fémoneé  du  Ihêonliiia  préeêdeut«  ounaiate  à  faire  le  chameuiuiit  de 
varîabif»  aut\'anl  : 

eo.aura  alora 

/    df       âf       df  df 

àf  âf  éf  èl 

La  aubatituticm  direele  dea  varialdea  Hi,  y,»  ••.»  j^g»,  jr«4.i, ...«  9^^^ 
aux  variabka  «a^»  •••^  m^t  ae^^i»  — t  «'^♦a»  rnuphcaim  le  ayalèaae  (17) 
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ftr  le  «itlèiiie  éfomlent 

T.(n  =  i^  +  cîji^  +  ,..  +  «lî  3^  =0, 

daM  leqoal  les  eoeffldenle  cf  lool  des  Ibiictioiis  holamerpliee  dens 
le  teishme  da  tysléiiie  de  valeors 

Ht  s*  V,      a^^i  s=  ^^i«      •••>      s^^«  5=  xS^a» 

^^  If I  SS  «j,  ««-y  y„  22  ^^ 

ey  e^y  a,«  •«.,  «^  aoiil  des  ^«lentilés  erbitrairet^  ctr,  qiieb  que  soieÉl 
y»»  y»»  -M  y*,  on  â  toujoan»,  pour  y,  =  0,  «,  =s  ^î, ...,  x.  ^^  ai. 
If eilieon,  o«  ml  qQ*en  vertu  des  reUtions  (11)  feus  les  coeQI- 
cieats  ef  dans  les  éqnafions  T,  (f)»  T,  {fu  •••f  Y^V)  oontiennenl  en 
ftdaur  »/|.  La  sabsliliilion  (A)  remplaeera  las  n  foocUons  S|f  f^  •••i  f « 
par  n  fondions  ^^^  ^^  ...^  ^.  bolomorplies  an  Tuisinaj^e  de 

y,  ss  0»      ^4-1  2=  ^«^if      •••f      ^♦s  ^=  *»♦•» 

'vMllanl  les  équations  (SI)  et  se  rdduisani  respedifenieal  à  OBb^-it 
s^'V.fi  •••»  Je«i4>«  P^r  y,  ss  0.  La  redierelie  des  inlêfmles  f|«  Çg, 
•*•«  t"  ^  ^^^^''^  ramenée  à  eelle  des  intégrales  ^|,  f,,  ••.»  ^'v.  8oU 
4»  une  de  ces  intégrales.  Cest  une  intégrale  do  Téqualion  Y.  (/)  ss  0 
qui  se  lédnil  à  «w^.»  quand  on  ftit  y|  s  0;  or,  le  théorème  de 
Candhj  noua  appraid  que  réquation  T|  (/)  isi  0  admet  one  intégrale 
idgntiére el  «ne  seule  qui  pour  yg  =s  Ose  lédutl  à  âEW^^i»  c'est  donc 
wdceisnirgaiewl  ^  Mous  eoncluona  de  là  que,  pour  tronver  Ica 
n  int^crales  f  g,  p^  —f  ^  qui  satisfont  au  sjstéme  (SI)  et  aux  eondi« 
lianaéneQoéesg  il  sufDn  de  cheidierfi  intégrales  de  réquation  unique 
Y|  If) ssO  ee  rtdnisanl  rcspectivessent  4  ssm^ttf  ^m^w^  •••$  ^"«^^  peuf 
^^^ihOtd  nvienti  dira  qu'il  sulBn  d'intégrer  réquatian  Tg(/)sO 
#Uf  00  qui  vsvienl  au  mémey  le  sfsitmo  d^équatiena  dilKrautisllaa 


dy.      éju  djf»  _^  d^m^i  dflEw 

10  .0  e{  ciî 


•0      UQoiit  tu«  um  towntm  aux  uAmyém  rÀMUBun. 

Ce  qfiti—  *ln«l  les  (m  *-  i)  iuléf  rakt  évUkulM 
par  iuHé,  Il  ralBni  dTinlégrar  U  •jsième 


1  -    rî     '    «i 


•  t 


oi  M  ooiitidéraim  y^s  Vm  ...9  y«  eomoM  dta  pireBièlr«i.  tkmpp  ^ 
pesl  é»oac<r  k  piopotilMMi  ioivaste  : 

LMégraiUm  cThh  iyâttiNt  eomjW^I  ^  m  ^f«MfJiiu^'é  {m  -i*  r) 
f«riiilrlet-tndi;|»efi4laiil«<9  in  ramène  è  VimiéffrmtiùH  #«01  •yif>in< 
d0  n  éfutMoM  agérmUieUeê  du  premw  ordre. 

< 

RiQiAM>uK«  ~  On  peut  iFérifier  4ireclmieôl  que  Im  n.  iaUgraln 
4^1»  ^i«  ••••  ^m  àe  réquolioii  V,  (/)  =  0,  qui  ae  nUttûftal  mpcdite- 
meat  à  x.^i»...«,  jr»^.,  pour  .jfi  =  0,  ntitfMit  aui  (m  «•  1)  éq«a* 
lions  Y,  if)  =  0, ...,  Y.  (n  =  0- 

D*une  manière  générale,  eoît 


lin  eielêinc  jaoobien  de  m  ëquiiUona.  On  a  idenUquemeiil 

Y,(Y,a))=sY»(Y.(0): 

ai  on  reni|ilaee  /par  une  inVqgrale  qneloenqiie  f  de  réqnaiien  T|  (f) 
=s  0,  b  relation  préeMente  ee  réduit  i 

de  aorle  que  Y^  (f  )  acre  ausâi  une  inU^rale  de  b  même  dqualien. 
Cria  pœé,  rinlétfrmie  4>«  de  Y^  (/)  s  0  qui  ae  iMuit  à  «.^.â  peur 
y,  =s  0  cal  de  la  forme 


P^  déaignanl  une  fonction  boleniorphe  de  yi»  •••»  y^  nM^it  ••«§ 
dans  le  voiaina^^e  des  valeur»  0,  a,,  ••.,  a»»^<CM4-iv  •••>  ^t-k^  Diaprée 
ce  que  nouii  Yenona  de  dire,  Y^  {^1)  «em  auaai  une  inUgrale  de  r«qun- 
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liM  Y,  (0  ~  e.  DralleMs  M  a 

T«  («^  s  i;  (aw^  -I.  f .  Y,  (ft)  4-  P.  Y,  Or  A      (* = 1^  ».  ..^  «X 

Y,(yO«0. 
Y.  («0  ««*•*-»•  Y,  (P.). 

Pld^pM  4  conlieal  tu  facteur  y^,  eomne  Dd»  FatvMM  lui  iWMUt^ 
«nr  ptat  Imi«I«  M  •  dqae 

C^  dMgntAt  «M  IboeiMS  lioloniorpke  ;  T|  (f^  «tl  alofs  me  mll^la 
i^Kèrede  féfoatkNi  Y,  (0  =  0  qui  «^miittle  pour  «,  =  0.  Ifavitiv 
pttH,  réfHilioii Tg  (Ô  s  0  admet  rinl^rele  évUeftle  ^s  0  utàMh^ 
nul  à  h  eondlilioB  précédente;  eoeime,  d*âprèt  k  théoiéeM  de 
Caodqft  «ctte  éfMUon  ne  pe«t  edoBetlire  qu*ffnê  eeiile  fait^ete 
heloweff|dte  e'eaiiiihiil  pour  y.  =:  0,  ea  i 


ee  foi  déoKNitrB  le  IhéorèiBe. 

31.  Pratiquement,  ^void  eomnwnl  il  fiuidre  eppliqnflr  le  mHliede 
de  Mejer*  On  eommeneem  pef  InUfief  te  mslème 


^         -r^-iî 


'••• 


Vif  Vf»  ••n  Kb  «ownê  Jéi  pewmèlini;  eoiènl  f^rUf 

Vflt  •••f  fct     ♦§»  •••»  ♦•» 

Imment  (m  4*  n  -- 1)  inlêsralee  dietiaetet  de  réqnetien  T^  (f)^  0. 
fÊÊT  enite  lente  entin  inlégrate  de  eette  éqnalien  ponm  eViprimer 
dm  piéeédentee  et  en  deiie  meir  dm  mtettene  de  te  fbfme 


A  Ûfit  9»  •••#  9m  ^♦H  •••#^♦4  ^^  '«(Kh  •*•?  Vm  ^if  •••!  4i)» 
tel  fnt^sntei  ^gt  it^t  ^«ff^  enflm  de 


Am  faiftiQWi  Pi;  oTt  pour  Vi  ss  tfp  m  a,  pr  hypatUa»» 

fi  (^  Vit  -•§  lf«»  ^♦l»  ••••  ^♦a)  ^  '#  (Sfti  •••!  IbM  *•♦•»  •••»  ^*»)» 

CiU«  idhiiUlé  MUS  déItmiM  te  lMH:liM  F|  at  o» 

'4  (Bfr  y»  •••♦  y*>  ^i»  ♦••  •••»  i'»)  *^  f*  (^  1^1»  •••!  y«»  ♦••  t^  •••»  W» 

« 
On  tu  eoadtti  qu*élant  «loniite  un*  faOégnil^  fueteoiiqve  da  f 4fM- 
lioa  Y|  (^  ?=  0»  pour  l'aftprùiiar  au  uMfen  dt 

Vt*  •••»  y«t    Ti»  •••#  ▼•• 

il  tttfBi  d*y  renplaeir  ifi  par  0,  el  «w^it  •••>  «■«.•  |par  f,,  ..;,  ^^ 
laupGciâfcaAaut* 

P^f  cootégaent,^  pour  Uauvar  tes  iotégrmltn  ^|«  ^^^  •••!  4«»  !l  v>f* 
Ara,  apréa  avuir  trouve  les  m  ioiégfale«  ^^  /^,  •••,  f«,  d«)  ràaNadre  ha 
«  relations 

/^  ^  /"i  (^»  Vo  -M  V.t  4it  t«i  •••!  ^ 

par  rapport  à  4^.,^,,.. M  4«* 
ExBwuc.  -*  Soit  à  iatégrer  la  sysIèuM  (*) 

ou  fcruia 

x.[x.(ni-x.rx.v)l. 

au  trouva  que  aatia  quantité  n'eal  paa  îdantiquamaul  suite.  Eft 
régatent  à  0,  ou  obtient  une  nouveite  4h|uation 


CMK  n.  ~  AiDiTiom  LocCAnis.  «isitim  oMKm. 

OtÊtÊ  éftÊâkmf  jointe  atis  préeélentef «  ^Minit  dt 
(A)  d  S4|  par  le  «ytltaM  équiftlMl 


^^>^>w  ^^^E  ^n  ^^^   v^"^""  V 


f«i  6sl  m  cjaltee  jaoaMen»  œmmm  0  cat  daé  da  k  vMfcr.  Ui 
cmAmsIi  4lattl  lioloiifnhfla  m  voisiiu^  de 


faeM,  poiir  inléfiw,  le  clMd^|cnenl  de  iniriiliee  e«i^ 
;eii  besve 


n  mIK  de  edettler  rëqnetioB  foi  dMiie 


t,  <r)««  ^^  +  ^  (^r.fc + «f  s  *  #.f  »  «  •. 


SmI  4Me  fartéiNr  rrffMliM 


«tyi *»*, 


PiaUgnlt  léiilnls  Ml 

C  «  ae»  —  irî»,  —  fî — 


fîfS» 


Nom  «ffaM  {■■fcUrtwaat  rialégnk  ^  qai*  po«r  f;  ss  0^ 
(A)aiMinaU(rak 


f«a^  —  «^  «•  —  *•— 1*5» 
firffMWfl|at #,«■•« .a Oit  rlMl 4  a;^  lail /(«) 


.*- 


ugM»  «m  un  iqoATMm  un  •<■«<■  tiàMiaxn. 
•  4Maét  &  r«vMkKi  b  qrrtlM  (4)  «AmIIm  rM%rab 

É 

^iri»  fow  9|  a  «b  ssa^ asO  ■•  ridkitt  à  /(xj,  ci  m  êmnt 


SS.  DiM  carUûoet  qmglittatj  B  Mfftvt  ^*m  «'•  pM 
rUiUfnU  géaèraift  d'un  sjtIèflM  toipht»  mak  linlaimal  d'i 
toUgnlt  parlkolièM.  Màysr  t  mMtni  fut  l«  gjutnijfww  ^«om 
Mmb  i^iW^itite  du  f yftèiNt  iTefiMitfoM  rf^ftrtiiCMIci  (tt)  fermH 
dêtrtmvef  mu  mahu  urne  inîégrmUdu$}f9iè$mê(!iî)H^pmtêuUe,  du 
êyêièmê  (17).  Soii,  en  cffel,  /(y|»  y^,  ...i  y««  ««^-if  •••»  '•••.•)  «(•• 
inléfrnle  dy  iysIèiM  ^32)  «t  %,  f,, ...,  f .  !•  nyslètne  foMlamtiitai 
dTiiiléf  ralM  de  (SI),  m  eim,  ce«Me  on  Ta  vu  plus  haut, 

/î=  AO^  Vit  -f  y.t  ♦if  —t  *•). 
BAiolfon  eetle  idalîM  par  mpporl  i  f  i» 

Tl  **  n  Wt»  Vt>  •••!  y»»  ^♦H  —t  ^♦•»  ^if  •••#  'KV 


tti  •••»  4b  M  Sgorent  pas  dasa  Ip  es  auim  ma  teMurale,  ai  t|» 
•••t  ta  Atwot  dana  Ip  dcrivona  que  ^i  aaliaCiU  4  réqualioA  Y^  (/) 
es  (^  en  leoaftl  eonple  que  t|«  ^  ...»  f.  y  aatialbnl  auaai.  Ou  auiu 

k  diaut  ua  dea  uomlirta  1,  %  •.•»  m.  Si  le  aeeand  meaabiu  dHuM  du 
eaa  relalîeas  u'eal  paa  identkfueuMut  nul,  il  devra  ceutenir  elTeclivu» 
UMOt  une  dea  quauliléa  ti»  — «  t«t  c^^  ma*  cela  il  y  aurait  uue  idu> 
tioa  eulre  lea  variables  iudépeudautes  y|«  •-«  y«>  ^«-«-ii  •••!  ^^«t  M 
qui  est  impossible.  Supposons»  par  eieaiiple,  qu'elle  coulienuu  tit 
et  f>!eolvotts-la  par  rapport  i  ^t*  ■'^^^  ^"i  tirmua 

et  en  devia  avoir 
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Si  le  aeeood  membre  n*cst  pas  mal  identMiuemeot,  oa  pvun-a 
rêMNidre,  par  csempfe,  par  rapporta  f^  et  aia«l  de  eoile;  si  oë  peal 
eootiniier,  eu  arrîTera  fiaaloiueot  à  nue  éfuatMi  t|m  doonem  f .  ett 
par  siiHey  ea  remontent^  on  anra  ^g,  Ç,,  ...y  ^^  c'eii4^iie  fetei 
aerm  non  aeiilemeiil  «ne  inlégraley  mais  fevlis  lee  InUgnlea  in 
tjilèmeCSlX  On  «e  ponrra  être  mnéU  dans  ees  epAnitiena  fne  si  en 
tnwfn  nne  espressibn 

leDe  qne  toutes  les  qoenlités 

^*f   SS   If    8y    ..•«    fllly 

seîeni  ideoiiqiiemeal  nulles.  Mais,  dans  ce  cas,  il  snlBra  de  rempla- 
cer dans  0«  les  «pMntités  4»-«-t«  t<-t-st  *  •>  t«  P*''  ^'^  eonstantesarlM- 
traires  pour  avoir  une  intégrale. 

33.  Supposons  qu*on  connaisiie  js  intégrales  u^,  u^,  ••.,  Uf,  d*ua 
sfrième  eemplei;  faixins  un  changement  de  rariahles  en  prenant 
peur  nouvelles  mirlables  u^,  u,,  ...,  u^  et  (m  4*11  —  p.)  fondious 
u^^i,  •••«  u^4-«.^>  fermant  avec  les  préeodentes  un  système  de  iEMie- 
lions  Indépendantes.  Ijt  nouveau  sysitoe  ne  eentiendra  aucune  des 

ésrivdes  —  »  — ^«  •••*  -—puisqu'il  devra  admettre  les  ^  int^Jes 

n,,  «^  ...,  «p  On  pourra  donc  OMisidérsf  ee  nouveau  svsttoie 
csmnm  un  ejsième  de  m  équations  à  (  m  ht  n  —  {&}  variables  oA 
«,,  «^  ...f  Uf^  aèrent  des  paiumétras  arb  î  Iraires.  Il  sufDnu  elon. 
peur  terminer  Tblégration  du  système,  Tintégrer  un  système  de 
(m  —  y)  équationf  dilierentielles  du  premier  ordre  ou,  si  Pou  vent 
seulement  une  inb^nle  de  plus,  de  trouver  «no  intégrale  de  œ 
ajMénm* 

Étant  donné  un  système  de  n  équations  diffe  rentiellea  du  premier 
ordre»  appdens  ^pénAim  érardrt  n  la  recherche  d'une  intégmle 
de  ee  système.  Nous  poumms'  exprimer  les  résultats 
fai  famé  abrégée  suivante  :  La  rechsrébe  de  rinlégnte 
générale  d'un  eyeteiM  esmplet  de  m  équaliaw  è  (m -•- n)  varnbles 


08      îMçom  ftUH  UM  ÉQitATiom  AVI  fttenrtai  MiinicLUi. 

laJéttÉMlâAlÉA  âsllIÉ  flUA  Pas    tàÊÊÈê   flIÛSlMliVMBfttti  é&Ê   OftéffltiMM 

d'ordrt  Ht  «  —  i»  •«••  S»  i*  Ia  nehorBlit  4*iim  Mite  Mlé|nte 
esigtiiiM  opéraliM  i*ofdf«ti«  Eafiiii  i|MBd  m  c«iiinatt  |à  ial4(ral60| 
la  fadMfoiit  d'ttM  Muvdki  Inlégrate  tsigt  tint  opéfiliM  d*0r> 
dn(ii  — p)« 

34.  Li  mâlKode  da  Mayari  qiit  mus  vtMuit  iTéipoter»  Ml  CirtaW 
nenient  la  plus  iioipla  da  loulaa  ka  loéUiaJat  d*iaU|(ratiatt  dta 
«yattoiai  JaoolMaA«i  cvpuodaul  nou»  feront  cunnalUa  aoeoiti  la 
nujlhoila  amploydo  |Mir  Jacobi  |M»ur  trouvtfr  um  int^rala  d*im 
•yaléma  Jieobien. 

ConaiddftNia  la  lytléme  Jaoubiaa 

(i7)    I  ^^"      àx^        ^ûxmé'i  éjr^k^m 

\  (i  &£  1,  S,  .M,  m), 

ak|  an  parUauliafi  TiSqttaUaii 

X.(r)«0. 

Noua  aoonabaana  dfiè  (m  «*  i)  inWfimlat  Mdaatoa  da  aalla  équaliatt» 
à  savair  ;  œ^^  «^  •..,  «*«•  SiippoiOM  fua  aaua  ajano  détarmiiiA  «M 
attirt  iatéiifraia  f|.  p*aprèa  aa  qm  mom  avana  an,  la  faartiaa 
f g  ss  X|  (fi)  iara  aaui  ana  iaWgrala  da  Nqualioa  X|  (/)  a  0;  Il 
an  Mfa  do  néma  da  f,  a  Xg  (f.)  al  ainsi  da  aiiila;  an  paoanli  d*nM 
maui^  générale» 

nooo  fonnoront  una  oniU  da  function^  f |,  f,»  ...i  fi»  •••  qui  tarant 
loulai  dtt  ioUgralet  da  i^équalioa  X|  (jf)  »  0-  D'aillaurty  aomiaa 
i'éfttalion  \(f)ssQ  n*a  qua  (m  4-  h  —  i)  Iniégralat  dblinaiati  II 
davra  nécofétirtmanl  arriver,  en  aonlinuanl  da  la  aorlti  qua  Tan 
Irauvo  une  intégralo  non  diMiIncla  dtft  pak^édanlM.  8nppotont  qua 
cala  arriva  aprèt  <  opértiiotttfi  da  lalla  torUi  qnç  l*on  ail 

♦•♦I  =*  M  (fil  9ii  ••••  f o  •••  ••••  •■)»  ('  SS  wy» 

Charckana  alan  à  détarminar  una  fonaian 

^  (?it  fit  ••••  t<»  *it  •••!  '•)» 


aur.  IL  —  ivrAnoxs  uniâuict.  sitrten  omiPLns.      d 
wHAifi  i  réqvaliM  X,  (/>  ss  0  :  on  devra  ft^oir 


il  «I  neoL  fêmeoi  à  tiMner  «m  inlégrale  da  fjiltaM  figMittiM 
difHrailielles 

fMt  ptirt  hdnnéBie  être  rempUei  par  réqmlioa.  «aiqM 
*?•      »/     '?t         «'"'îi  \ 


Suit  ^1  s  C  «M  inUsnie  de  m  tpltee;  ^,  «en  «m  iirti(rai«  «i 
rfqmlnQ  (S)  «t.  par  suiUi,  des  deax  tfqwliMM  X,  </)  s  0, 

x.</)=o. 

Oa  farawt  «uaite  tmé  suite  de  iMctioai 


♦i»  ♦■»  ~*»  ^it  •••♦'    •*     ♦«  =*  ï»  (K-i)» 
^  acraot  leatea  des  iotéfnlei  d«  «jelène 

X,(0  =  0,     X,(r)«<^ 


et  B— ime  ce  iiilèMB  a'edwet  ^we  m  •♦^w  —  >  JaUgnÊi»  ^Umdm, 
es  amwa  à  tUM  fcadioa  4fi  telle  qae  -"  . 


de  alMe  à  dltanaiser  «M  faadiMi 

^  (fi»  %»  •••»  ♦*»  ••»  •♦n  ^^ 
4ri|e<îwX.(y)gO;MM»e|eM<WdritiÉBrfHw 
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Um  iyléfnJê  o^  <lt  r^tMliM  m  I  ttf«  ttM  faUJtn^  cimmivm  mi 
troi«  équations 

x,(r)=o^    x.v)=Oi    Xa(r)«o, 

«I9'  M  mnliniMni  èê  k  «orU,  oa  lro«fwi  éffcbmiwil  «lut  iiUgraU 
du  qrtlèin#  jaoobiM. 

MmuaiQue  I.  —  81  Im  demtèfû  éi|iuitiM  qut  Tmi  lM«vt  dépend 
de  (il  4- 1)  vnriaUei,  il  MiAIra  de  Pinlégrer  eoinpIélMnenl  ponr  avoir 
leiflei  lue  inlégralee  du  eyetèno  Jacobten. 

RKMAnous  II.  —  La  léUiede  générale  font  danâ  eertâine  cae  en 
eliiiplifler.  Suppoeona  que  dan*  la  aulle  dee  opératione  en  ail  Iranvé 
vne  intégrale  f  dee  équatione 

Si  X«  (t)  s  0,  cette  intégrale  fallefail  auad  à  réquallen  X«  (0  =  0. 
81  X«  (f )  s3  m,  tu  «ManI  une  oonetanlOi  ^  <^mxM  iiera  une  intégnln 

commune  aux  équaliona 

car  elle  satitefeil  aux  {m  — •  1)  premièiea  ei  on  a 

X«  (f  —  m«a)  s  Xfl(f)  —  m  s  0. 
Hue  géttûraleuient»  ai  on  a 

T^{f)^V (f,  ««,  a^4.tf ...» â^ 
dierchona  i  déterminer  une  fonction 

qui  latiabil  toi^'iun  aux  («  —  1)  prunûéina  équat&oan»  de  lÊgom  ê 
vérifier  Xs  (/)  s  0.  On  dem  avoir 


au».  ■.  —>  ÈtaxmM  vMtxnm».  •iMtm»  «oimxn.     M 


tnmtfr  «m  iaUgnle  4»  "Xm  {/)  ss  9,  tm  m/t  lamMé  i 
jaÊègm  fé^MliBii  êMnatààHt  du  pwwkr  wj» 

b  partioAM',  li  F  ■•  dépeai  f«t  4«  f ,  m  •  naUgrrie  fùitoh  pn* 


«  * 

(CiUBr.) 

(«8  —  a^  A  •••  («V»  —  *t«0  J».  +  (*!*.— «•*0  F»  =  •• 

(Qoucr.) 

3»  «Vt -"SA -t- «V«  —  «»F»  »  0, 

(Csusr.) 

(OwMjmmi.) 
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CHAPITRE  III 


Craitiou  liiiéiiféi  fyff  dUEAmtiiDw  tftttVw. 


SB.  TiNile  ëqoaliott  liaétîre  aux  dériV éas  partielles  du 
êel  équivalente,  comme  oa  Ta  vu,  à  un  eertaitt  «yalteie  d*<qpiaHe«e 
ditértQlitlleft.<»rdiiiairee.  A  loiil  syalAme  eamplel  oa  peut  de  lêit 

GoAiîdénNia  le  eyalème  d*équaliôM  aia  difléceiitielkia  tolalea 


„.  j 


où  oa  nipunile  Xp  •••»  x«.  eomme  dea  variaUet  ind^eudantes»  x^^it 
••••  x«4.A  cmnnie  des  functions  de  ces  variables,  el  où  les  eselB- 
cienls  W.  sont  des  fmciiens  queieoBqiaes  de  Xg, ...,  X|,^^  Ce  sjslàni* 
esl  évidemment  équivalent  an  sysiéme  d*éqttations  anx  dérivées 
partielles  suivant  : 


Jxg  •'        àx^ 

Cberchons  les  oondilions  pour  que  le  svstèine  (i)  admette  un  wyrtftin 
d*intëgniles  où  les  valeurs  initiales  de  leules  les  variables  puneeaft 


»  • 
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4ln  ptitet  ariMliaifwient.  n  cald'diord  aisé  ^ 

ai  €iBl,  dis  éqnatioM  (S>  M  Mdoit     . 


«IM-è-din,  ai  teHBt  eomiile  des  éqwtiom  (8)t 


Ob  trommitde 


=  X,  fèo. 


•I9  par  nlte^  tool  ■jtièiiie  aftliiMfant  an  éifutioiis  (f)  m  (S)  doit 
•stMiire  ans  nlafioiis 

i|ai  aipriBieiitiiM 

•  I  *       ■     ss  ■    ■  Pi     .  ■  • 

FDor  ^ne  l'on  fiiion  prandra  wiUfmbrtmemt  ko  faleors  iaitialea 
^  fMfcf  les  TariaMes,  9  finit  que  ces  eonditioos  1^  soient  Tdrifiées 
Ueiêtlfuemeni,  esr  sens  cela  dles  donneraient  des  rèlaiions  entre 
las  Tsienn  initisles.  Les  conditions  (3)  sont  donc  ndeeisirffvs;  nons 
nDsns  montrer  qn*élles  sont  snOisanles»  Une  démonstration  direda 
«te  ce  fhéorfenie  a  élé  donnée  par  M.  Bouquet  (t).  Nons  le  déduirons  de 
In  thêsrie  des  qatêmes  complets.  Les  conditions  (3)  çipriment  pr6d« 
nêasent  que  le  qfsiènie  f  équations  mn  dérivées  partielles 

W  X|(f)  =  Ot         a  sa  1. 1 -M  m). 


t  m*  vtênÊ»  a**;  tan» 
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ipnlM  diilittelcf  /;»  f^  •;.»  A  «t  Im  éyattom 

(5)  f%^^^9    A^^»     —.»    A^^^ 

définJMWit  x^^tf  «•4.tf  •••f  «•-•-•  M  fgncUon  de  ar|,  ji^»  ••.,  »»  «1 
de*  Il  euiiilaiitn  arbtliwM  C|,  C^,  ...»  C;»  fmaque,  opoime  bomb 
Tatijns  ^y  d  S7),  /*^,  /"„  •••*  A  ^^^  ••con  duHindc*  «  a»  kt  camn  * 
dèff»  ooinn^  des  tmctioM  dat  aeuies  %«riaUét  dr»^.  i,  ...y  a^^-»*  SeiMl 

'•♦I  =^  fi  (*if  •••!  *••»  Cp  •••»  ^«Vf         (•  =  ^»  S»  •••t  w) 

cet  foûetions  :  je  dis  ^*elks  saUefooi  aux  équelioQs  (i).  En  cflM, 
piiisf «'elles  véfifienl  les  ëquations  (5)»  oo  a 

w         J  • • 

et  il  littt  fdrifier  que  si  on  tire  de  ees  éqiiatioos  dx^^u  •••>  dx^^'m 
les  fomiiiles  obtenues  soiil  ideiiiii|iies  aux  formules  (!)•  An  Uea 
d'opérer  ainsi»  notis  moalreroos»  œ  qui  revient  an  même»  que  ai  on 
porledèiislesêqualioiui(8)lesva)eiirsdedx«4.i»  •..,  djru»  donndes 
par  les  équations  (l),  elles  sont  Térillées.  D*une  manière  générale,  ai 
dana  la  différentielle  totale  d^  d'une  fonction  queloonque  ^  on  rem- 
place dxm-^it  *••>  dXat^^  par  les  valeurs  (i),  on  tronre  pour  résultat 

d*  =  X,  (^)  d9,  4-  \  (♦)  rfxt  ^  **•  *l-  ^«  W  '«- 

•  La  substitution  dans  les  premiers  membres  des  équations  (6) 
donnera  donc  0,  puisque  A«  •••»  A  sont  dM  intégrales  du  système  (4). 
Gomme  les  équations  (S)  contiennent  ii  ruostantaa  aiUtraires,  on 
pourra  choisir  les  valeura  de  ces  n  ronstanles  de  bçan  que  x^^it 
x^^t»  •«.«  Xai^»  prennent  des  raleurs  données  à  Tavance  xZ^u 
...»  xi^n  pour  ^1  =3  ^t»  r**>  '•  =  '»•  Les  conditions  (3)  sont  donc 
suffisantes,  et  le  système  (1)  est  dit,  aloni,  complifemeiit  tiil^^^raUe* 
Pourdonneràla  proposition  précédente  la  forme  précise  sous  laquelle 
elle  a  été  énoncée  par  If.  Bouquet,  il  suffit  de  particulariser  les  inté» 
grales  fitft^  —9  fm*  Nous  savons,  en  effet,  que  le  système  jaoobion  (4) 
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admet  n  intègnles  bolomorplies  fi,  ^^  ...,  y.  quif  pour  x,  ss  9% 
9^  ^s  xjy ...,  a;.  =s  x^  M  lédttisent  respecthrement  i  9m4^u  ^<i>tf 
...,  itm^m  ^  conditin  ^a  les  eoafiicieQto  if  aoiaal  IwloBaarphes  an 
voîshiafpe  àm  pcnnl  xf,  ..•»  a^,  ^l^i»  •••9  «î^-»*  Si  Bons  eomidéraia 
ks  iatégnlaa  du  «fstème  (1)  définiat  par  les  équations 

WNis  aonames  canduito  i  la  inropoeilkm  auivanle  : 

TaÈtmtm.  ^  ÉUnU  iwmé  le  tystôme  féqwMon»  mue  Mffé- 
yaniMlês  laCiilet  (1),  ofr  fet  eoeffieieniê  ftf  eafi^one  ûfentifiiemeiil 
«iHE  reiaftawt  (3)  et  tanC  hdlamarjAe»  mu  voismo^e  Ai  jmfil  x% 
,•.9  xS»  xS^^it  •••»  x£4.«;  il  extefe  un  êystème  de  fnuUanê  x«4.t, 
Xm^é-n  •••9  ^•••a  ^'iP'  varfaNee  i9%déptndante$  x^f  x^^  •••^  x^  eC  im 
ami,  fxtii/bisafif  au  eyittme  (t^  hûlo$Harphe$  mm  vêiêinmge  dm 
pmbd  x%  xjy  ...y  xi  el  fMviuiiif  reepecTiveinaiit  lai  aoleura  XiS4.1t 


X|  SI  X|9         X|  SS  X^9         •••}         J^  SS  4^* 

Llnt^gnlaott  du  tysttoa  (1)  ae  lamèna  donc  à  cella  du  aptènaa 
jaeabieo  (4)u  BédproqmemetU  ai  ou  a  iatëgré  le  ajatème  (1)  au  auiu 
imaiMiBlaniaut  rintégiila  fénérale  du  système  (4).  Soient,  au  ellet« 

A  =  C|»    A  =^  ^>     •••»    /■  =.Ci 

feu  vdalkma  q[ui  donnent  riniégmie  générale  du  ayalème  (1)^  je  dia 
f  nu  fi  est  une  inlégnle  du  sjstime  (4).  En  ellet,  on  a  tf/i  ss  0  pour 
laa  lyiièmm  dlnl^nilea  daa  équaUeua  (i),  et,  par  auHOy 

X|  (A)  «IX| -•*  •••  *4*  Xa  (A) '^  =  0. 

CSmnme  x^,  x^  •••«  x^  aonl'dea  tariablea  indépendanfea»  an  eu 
que 

loua  tes  qfsrtmm  dlniêgralai  dm  dquatiana  (1),  et,  puisqu'en 


74      wfoam  mm  îmm  iwâtwM  au  atentn  » 

% 

•ÎMtliMt  MJMlKfNMMnl. 

3t.  Tool  ee  ifoi  prioMt  Bons  nonlr»  ^  m  FiaiéffalMi  Ai 
cmiplèlaiiieBl  iat^nUe  (1)  d  cdia  d«  qalème  jaeobiMi  (4) 
deux  problèoMt  4fuivalenU.  Si  ftU  ue  ûiUgiBle  dtt  •|tlèaw(4)t 
/=âC  est  une  ialégfmk du  vftièuiiè  (1)  et  récipioqiiMiiMl.  La  tliétrw 
deTinlvgraiion  des  tysIèiiiM  jeoobieiw  doil  deac  pouvoir  ae  dâdatra 
de  edto  dei  systèmee  complètenieiU  ialdgnhles.  Cert  aiiMi»  en  tÊUU 
que  Uayer  esl  parvenu  A  k  mélluide  d*faittfgratioa  des  «yelfeiai 
jtodbîesa  que  noua  avona  expœie  plus  hpiuL  Kena  allona  donner 
npidement  la  théorie  de  rintégration  des  a|alèniea  complètemeiU 
intéfprables. 

Gonaidèrona  le  ajalème 

(7)      -^~-*H    -5ï;--*o     ••••    -5ir~^' 

filé  dn  ayaltaie  (1).  Imaginona  qu'on  ail  intégré  ces  éqoaliona  en  lea 
eonaidérani  comme  formant  un  «ystème  d'équaliona  diAhrentiellea 
ordinaires  par  rapport  à  X|,  oA  x^,  ar,, ...»  x^  désignent  des  para- 
mèlrsa  arUtraires,  et  aoit 

(«)  ' — •• 


•••* 


rintégrale  générale  de  ce  système,  ou  on  doit  considérer  «g, 
comme  des  constantes  par  npport  i  a^,,  c'est-i-dire  comme  des  Ion» 
tiens  de  x^^ ...,  «..  Remarquons  que  f^,  f,, ...,  9.  sont  n  ioUigralet 
'^  ^1  (0  ==  ^'  Faisons  un  diaogement  de  variables  et  remplaçons 
les  inconnues  At^-i,  x^^^ty  •••#  ^«4.»  par  «i,  a^,  •••,  a».  On  aura 

4a,  =  Xj  (si)  4xg  -I-  X^  (si)  dx,  -♦-  ...  4-  X»<af)  dx^; 

d'ailloi^rs,  f|  étant  une  intégrale  de  (7),  on  a 

X.(a,)==0. 
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Le  fl|slème  (i)  est  doae  remplaeé  ptr  le  tyslèiiie 

[  rfa,  =s  Xj  («,)  dac^  +  —  +  X.  (i,)  d«u- 


(9)  \ 

f  ds.a 


Meie, fi éteni  «m  ialégnle  de  réquatioii  \(/)^0^  fl  «  sert  de 
■léme  de  Xg  (fi).  En  d'aolra  tenneey  ai  due  X,  (^ i)  on  fcmpleee 
^cw^if  •••«  ^^a  p>r  leurs  ?aleiin  tMes  des  éqipatkms  (8),  le  t^oltel 
sers  indépendanl  de  X|«  Lee  eoeflicients  du  ft;«t&oie  (0)  sent  done 
indépeiideiils  de  âp*  el  nous  efons»  per  ce  ehengemenl  de  veriables^ 
sobelitiié  «a  sjstème  (1)  mn  sfstèOM  de  même  fbnnei  mais  oà  le 
aemlm  dee  variables  indépendantes  est  diminué  d'une  nnilé. 
S^eilleurB*  il  est  étidenl,  d*aprbs  oe  que  nous  savons  sur  les  systèmes 
eemplels,  que  le  s|slème  (0)  sera  eneore  oomplètmnent  intégraUêt 
ce  qn*on  peut  d'ailleurs  établir  directement;  on  pourra  donc  le  traiter 
comme  le  aystème  (1),  et  en  continuant  de  la  sorte  en  arrifcra  flnalo» 
aaent  à  trouver  rintégmle  générale  du  S]fslème  (1).  On  aura  i  inté- 
grer sucoessifement  m  systèmes  de  n  équatiràs  difirentidlm  du 
pivmisr  enlrBft 

An  lien  de  prendre  des  constantes  quelconques  0,,  e^  ..•»  Om 
supposons,  avec  Majer,  qu'on  ait  mis  rintégrale  générale  du  sy»* 
tenon  (7)  sons  la  ferme 

(i<0  S  • — 


1^19  •••«  ^'•♦a  désignant  les  salenrs  imtiales  qm  cormspsndent  a 
mleur  dona«éo  «{  de  Xg  et»  confermément  i  ce  que  aene  uenone 
dn  firOf  lumplaçone  xb^it-  'U^tp  •••f  ^Cm^»  pv  me  nonvciMs  incon* 
nnen  xS^^i»  xi^,^^  ••*,  ^4^  foi  us  doitunt  dépendre  que  de  ^ 


d,  par  Mtto»  «  W|ilmiil''rfjw»i  P>r  •»  «ipraMioa  tirte  4t  (1) 
rf«ft*i  s«»î  *^  •♦•  »?  *^ + ~.  •«•  *î  <!«. + («i -^  «•)  (A,  rfa^  •••  .-1. 


7S      UDçbm  soR  UBi  tWAiion  ave  Bteivim  motulucs. 

iraM;  «•  plii0»  li  «  fitti  b  <htf«iMMt  *  wipybfeft  (10),  1^ 
citAli  dtt  «eooni  mimliwi  daat  les  MNittUcs  é^MlioM  doive»!  êirt 
uidéptndmais  de  ^g.  CSi  stooiid  aeadbra  m  changerai  émt'  pas  aï 
noua  biaana  «^  ss  art  at  «MHiûa,  pour  at^  ss  ir*^  «W4.1t  •*•»  '•••-» 
davieniiant  «ftaax  à  «S^.!»  •••t  «S^-»»  mi  ta  coadut  qua,  par  le  dum- 
gamftti  de  variaUaa  (iO)^  laa  Iquatiaaa  (i)  aani  ifiplaaict  par  ba 
éqiMtioiu 

dx2-„,  «  (*î)^  rfxi  ^  Wx  d X,  4- ...  4.  (l:)^  dx^, 

(H)     J  *'-♦■  —  ^^'^  *''•  "*■  •••  '*'  ^^^  •''-• 

(  dxt^^  =5  («),  d»,  4.  ..•  -h  (*:),  dii;^ 

^  WDê  représeota  la  rdaullat  da  la  aiibatibiUaa  da  x\^  ar^^.!,  ...^  ^^^ 
à  X|»  x«4.||':..,  a*» 4.«  dana  if.  T^  af alèina  (11)  peut  éCre  écril  «ana f tt*aa 
ait  intégré  laa  ^oations  (7),  at  ott  rseannatt  auaaildi  que  laa  candi* 
liona  d'iiiltfgrabilîté  aoat  vériflfiaa  pour  eea  iiauvallaa  équationa. 

La  ayaiëma  (11)  a'intègiT  iiAmédialenitnl  dana  la  caa  paitiavUar 
où  tomaa  lea .  qoanlîl^  (ftf)^  aunt  aullca.  Sun  inMgnila  yéiiArala  aai 
évidammont 

C||  G|, ...»  Cl.  Mant  doa  ean$Umtê$  arbilrairaa,  at,  alorat  llaUgrala 
géfi«Sralo  du  t jstèina  (1)  asi  donnéa  par  laa  CMraaulaa  (10)  o&  xi^u 
•••f  sci^^  détfif nanl  daa  aaiwCanlea  «taaliira.  Or»  an  paut  loujoun, 
par  un  chaogemanl  da  variabica  caavanaUa»  raaaanar  la  caa  f&néral 
à  ca  eaa  parliculiar.  Il  auOlti  pour  celai  da  faira  au  priaUUa  la  alian* 
gamani  da  Yariablêa 

«Niaunalwa 

i   **t  =  Vl  *¥,  -*■  y.  «'iTl *»m  =  yi  *1lm  -*-  Vm  ^Hf 

m 

Caa  brmuka  noua  montrant  qua  loua  laa  acafllcianta  da  dy,,  âff^ 
...»  d]/^  dana  la  nouvaau  ayalèaao  cantiannani  un  bdaur  y|  et,  par 
coniéquanl,  a*annubot  pour  y^  s:  0.  En  rSauuié»  rtiil^yrulbn  du 
ayilèma  (1)  aa  ramena  d  Tinl^niliaii  fun  ayalrma  utiîfiia  da 
n  ^uolbna  di/fèfHîiêlU$  du  premier  erdwt. 
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UappHerfiM  da  cette  prapoutioa  n  ayilèaie  |MoUes  (4) 
amx  ■ê«m  criob  qot  l>  MéUKwIa  ëéfelo|ipé>  jhm 


37.  CSmiMiMiwM  eoniM  demple  TéfaitiM 
(19  P  il« -I- Q  tf  y  •«- R  il*  =s  a 

rf» P       à» Q 

<>*""      R*     rff"~      6* 

ÉeriviNM  qw  w  Cfritee  c«t  MnpKlmMat  iatégraUe,  mm  d«wM 


»f\    y^X    R/Ji\   r}""*x\   lî)'*'\""R/df«V    s) 


*9 

cm»  odii^HiMi  <èwlon>éa  doBM 


<'«'[f^îg*«[^-:-^*■'K-s]-- 


SiifiwMPM  cette  conditiM  firiCée  Heatiiiiieiiieat  :  pew  ial^per 
Ber  le  néthode  de  Meier*  Beiis  eoieraiie 

L*<|wliM  détint 

(P)  «rt  ;4- CQ)  [t  4«  •»•  «I  dfj  ^  (R)tf  t  s  0^ 

IW  +  (tt)  «1<»«  +  «  W  «i«  +  <R)  <»  «  0, 

«•  Aldgnat  fw  (f%  (Q),  (R)  oe  qM  deneiiMBt  P,Q»  RqMad  «• 
wplarn  ki  variaMw  •  «t  y  par  les  nleure  pfteHielw.  n  mm 
tedta  ehta  cteRkar  naUgnIe  4e  riqMliaa 

<R)jj  +  (P)  +  (Q)«««» 
firi  fev  1 3s  0  ae  viMt  à  V  Sm» 

MfMliaa  qri  4mm  «tfe  tetfffale;  r^fMtiw  fiti  iImmw  rfaUft- 


»  • 


f I  dMfaul  «M  fiMttaiito  arlittffilrai 

L*ittl#iiiUoii  iê  réqiMtlM  (iS)  iNl  MiOipUkk  #«m  Miiffi^ 
totkNi  liMMMrhiiio.  fMl  f(ig.  y.  i)  «a  G  ftel^indt  ftoénte  dlv  «Ht 
4f  uaUMi  élê  wyr<itiHt#  «m  Amilto  <•  turflMOi  8  i|M  mm  ap|NilU- 
fom  %wtfêC9ê  inUgnulfi.  Pêi  ImI  pol«l  a^  y^  %  4t  rtapMi  fMMt 
UM  tiirfaM  lali^griW 

9i  kl  plM  lâAf Ml  ON  Utt  pdnl  q«MlMM|M  #»  |f i  S  db  jliMUAt  db  OM 

MirflMM  •  AvMmiiuoiiI  |MHir  AquâtlM 

ai)  P(X-ai)^QiV-.y)4.n(Z-i)M«. 

UMAliâMliâ  lia  Li  ihiifltlim  /  êêH  Juba  AniftlvilâBiA  au  ttMklàttM 

Miviat  lit  flonMilrk  : 

A  cftofM  jM<iêt  M  4i  r#9«M  M  fmU  cantÊfêmiH  um  pUm  il 
jNifMiit  jMf  M  jpo<nl;  déUrminêf  «m  /atnilli  4i  Mi/lmi  lill# 
f M  c«U#  rf«  CM  êuffmcm  fii<  jnmm  au  jmnI  M  mit  teHf#ii<#  mi 
jrfanU. 

Nom  pMfOM  ooAdhiM  ^  m  qui  prMdo  qM  m  ptohlteio  a*o«l 
iptt  loHjottii  poooiMo.  Il  oil  «ioi  do  nltacter  m  bit  à  là  iMorio  don 
ooraclérUUqMi;  mm  Mârauvonmo  oImI  Io  CMiUtiM  é*iftt4K[nliiliU. 
Fairo  oorrfii|Nmdro  à  tout  point  dki  rotpaM  M  |iIm  pastoat  iiar  om 
poiatf  oola  revlMt  à  ao  doaMr  lot  omIam  dirodoora  Ai  U|  G; 
Agi  B||  C,9  do  doux  dMilea  païunt  iiar  M  poinL  8*U  Okialo  um 
fûaUlo  do  aurbeoo  S 

iMgonloa  M  chacttA  do  louia  poinU  au  pha  oorroipoftdantt  la  teo» 
IkNi  f  dovra  aatinfairo  aua  doua  éqMtioM 


CB.  m.  ^  CQOATiom  ùsiÉAB»  Ain  mrifaBicTisiJLBS  toTAi^  7t  * 

fM  etpritiifnt  qM  le  plan  tangail  Mntieni  les  dmis  droites  de  pan- 
mMfes  A»  By  C,  el  Ag,  B|,  Cg.  Soil  S  une  snrfiiee  inl^rile  oommuM 
à  ces  devji  équetions;  comme  f  tatisIkH  à  rèqnatiott  X  (f)ssO^ 
S  pooira  être  engeodiée  per  ne  fimiille  de  conriioi  (Ç)  iMfianl  les 


(C)  „_„__ 

(voir  S  9D).  De  même^  die  pourra  èlre  cofendrie  par  one  autre 
bmOle  de  eemlies  (D)  aalisbisani  aux  équations 

^  '  A,       D,       C, 

Soit  alors  M  uo  point  queioonqoe  de  respne^,  (C)  et  (D)  les  den 
amrkes  de  ces  deux  IkmiHes  qni  passent  en  M;  ces  deux  couriies 
dovfonlètrsoitodss  lent  entières  sur  la  surfiios  S  qni  passe  en  M. 
hr  ks  divers  peints  U\  W^  ...^  de  (G)  passent  des  conrbes  (ITX 
(D^  •-  qni  engendrent  une  snrfiics  8';  de  mèmOy  par  les  divers 
points  11»%  ni%  •••  de  (0)  passent  des  coutIms  (CT^  (GT),  ••.,  qni 
OBfendrsnt  une  surfine  S'.  Les  deux  surltess  S' et  8*  devraient  être 
ooiifbBdues  avec  &'  Il  linidrait  pour  cela  que  toutes  les  ceutbss  telles 

qvi  nnura  ovMOHunent  pas  lieu  en  gesieral* 

Bmv  achever  les  cakuls,  nous  suppoeeroBS,  ce  qui  est  to^ieurs 
peraisp  qu'en  ait  ramsoé  les  deux  éqmitions  aux  dMvise  partfaBse 
àbfMmn  . 

Haas  ce  cas  les  courbes  (Çy,  qui  satisfbnt  au  sjslémo 

é»      «ly      dt 

T^^  «M»  es  «M^t 
~  0         A 

phMi  «t  m»9im  iam  ém  fhM  y  ss  tr«  fwlltlei  M  pha 
es.  Ds  ailM  Im  «Mota»  (D)  MU*  a«Hi 


V 


80      ucoM  MA  iJBi  touâTWM  MIS  Umvtai  psARnoxm. 

8oil  M  M  pplal  d#  P^spiM  Ai  ûoofrfMBAii  «i  y»  r,  coailèirom 
bt dMis €Mifkw (C)  tl(D) q«î  pniMl M  11.  Soit  M  w  poist  imîa 
do  M  frif  onr  la  ooufke  (C)»  do  cooirioMMEvt 

puio»  ioil  P  un  point  toMiu  do  N  oi  priii  mu  h  eouriio  (IK)  poMUil 
|Hir  N.  Sot  coordoanéiso  «ofont 


Vanlra  pftf<,  ooosidécoiu  lo  point  N*  de  (D)  dont  l\ 
y  -f*  Aift  il  oom  pour  ooofdonnéi» 

«,      p  -h  Ay,     s,; 

puis  lo  point  P  atné  onr  h  emirbo  (C)  qm  pOHOO  por  H',  dont 
f>lwrwio  Oit  «  ••-  &«,  MO  ooonlonnéoo  ooinni 

x-hAxt     y-4-4y,     Z*. 

INNirqQolotdettieonflios(Cr)ot(l>*)ioi«iiDontrant»il  CmI  m  il 
MifSt  quo  lot  deu3L  poinUi  P  ol  F  «oient  eonfimdtts,  c  ett«A-difn  qmt 


nu  ~  iWAnom  uiiiAan  Aiii  MfilaiiinBU»  nii^ 
mMàm  «,  y,  s  el  démgamm  par  ^  k  vakur  da  «Me  tondSmt  pow 


CMniItt— ♦wl  ♦^;  m  cJcnl  teile  mms  donna  dTabofi,  «n 
fnnt  qne,  le  boy  de  k  conihe  Çy  tf y  ss  0,  ilx  ss  A  4«^ 


•••1 


«♦b  +  t2  T(«b)  + ...  +  r-^^  l^(«i)  ♦  ... 


T'^'^'^-'^rr 


••• 


en  cMpbfHil  k  nBtâHBn  flrndboliqne 


♦^.«•k+~X(«k)+^Y(*^^.^Y«(»^+A»AyX(Y(«ka) 

+ fj  x«  (^  + -. + ^  [a«  X  («b) + Af  T  («gîT  ♦  «., 

♦b»-«^= A«lr  I X  (T(«b)) -T  (X(«b))  I 


•é« 


J|l  U.X(*^-f^T(*i>]'-kT(«b)-|.  A,  X(#bOiri  ♦ 


«iÎMlk»  VMk  fneerioit  ke 

e 


UMM  MB  KM  ËtfUCHtÊBfê  4n  BIMfni  M 

X(t(*^)-T(xM:ç=0 

idflBlâfneoMott  car»  a  «i  ffiarte  As  d  ly  cornu»  intÉMMl  ftiiU 
du  imnier  Ofdrt,  k  Mcoud  mtmfctu  wne  cooUendn  qu'uu  omI  %amm 
duMOOodiNrdn;  Ufiiui  Jonc  que  ies|ittine  des éq^uitioasX(^3sO^ 
Y  (^  ss  0  ooil  jacQhUH.  Cette  oondilioa  uéeesseiiu  eii  d*t3leiire 
suffisaaie,  c$r  elle  exprtue  qu*on  |iettl  lotenr ertir  les  deiû  op^raUousi 
X  (  )  ei  Y  (  )  mxtn  dléfer  le  létulUI  fintl  et,  lier  Kuiie»  que  rua  m 
loujoun  ideatiquenàii 

la  dIKreiioe  ^  —  4»r  qui  eal  uue  eeoime  d*ex|ireeekNis  de  la  lome 

A»«  a/ [X*  Y^W  -  y' X*(#)] 
est  doue  idenliquenieftl  uulle. 

38.  Tout  eecî  peul  être  étendu,  en  einpioyaai  le  langa(e  lifpei);éu« 
métrique,  aux  eystèmee  complète  à  uu  Dombrt  n  de  variaUes.  Neuu 
apfidlcfoaa  muUiplieUé  àp  dimetuiûfu  reii^eailile  des  peiate  duot 
le«  eoofdoauées  x,,  s^f  •••,  «,  eonl  dea  flMirlkMia  de  p  parainélnhi 
iudépeadanta.  Une  multiplicîte  à  jt  diincneiona  eera  définie  par 
(n  —  p)  lelations 

entre  les  ooonlonnéeii  du  point.  D*apiis  cela,  une  eMir6e  cet  uno 
multipliciic  à  une  diuiension  et  une  mirfuee  une  multiplicité  à  (u  — >  i  > 
dimensions.  Si  n  r»^  3,  on  aura  en  mitre  de^  multiplicités  à  9»  2I« 
.•••t  n  — -  8  dimensions. 

Considérons  alors  un  syslêine  jacohien 

x.(r>=o.   ....   x,(r;=o, 

à  n  imriables.  Nous  savons  qu'un  tel  sysl^me  admet  n  —  9  iulêgrale^ 
distinctes  Ç|,  ç^, ,..,  ç..^.  Nous  appellerons  WMUipUcUé  çwrmdén^ 
tique  le  multiplicité  d%Mrdre  <|  définie  par  lea  équations 

ou  Cq  C|,  •••,  C^^  sont  des  constantes  arbitraires.  Pêr  cbaque  poîal 


et  Fcapaoe  «%  ••f  ai  fÊMte  une  Idk  n» 


dLTmfÊOt  k n dimeinioiis  m  tnMve  atasi  decomipoté  w  «*""* mdli* 
pikilét  i  f  dineMona»  GonaidéffOM  la  rarfaee  inlâgnile 

il  «a  poial  xtr  's»  ••^adét  oatta  SQrfiKt  :  ott  aura 

ae  qai  proufe  qM  la  BMiItlpIieité  canetérisliqM 

q«i  pasaa  an  point  x\^  xlf  ...f  «f,  asi  ailoéa  lottt  anUèra  aur  la 
aaifna»  Dooe^  ai  «na  Mttfiaea  inl^rate  fNM»a  par  un  p&ifîî,  atf a 
aanfteiil  te  «mit^pljettf  tmrmùUritiique  qui  patsê  par  eê  paini. 
Maw  vofmM  aa  aalra  qoa  lovla  awiaea  iatéRnla  aUMient  an  aan»- 
aiant  anhanl  naa  U  aiibitram  las  nnillipKeiléa  eaFacfériatiquea. 

Un  niaonnaanaal  laiii  pareB  à  eeloi  qui  a  été  fiitt  pio^  haut 
pormei  aiataient  de  le  rendra  eompla  de  ratitlance  da  eeê  nraMpli- 
ailtfa.  n«naaa,  paur  Siar  laa  idèai»  nn  ajatèma  oomplei  de  trois 
dflualîaoa 

x.(n=o,  x,(/)=o,   x.(r)=o. 

Rtf  na  poini  qndcowiiia  «{^  •••«  «!  paaia  «ne  conrba  camclirit- 
liqiie  de  la  piamièfa  éqnatioB  X|  00  »  0  (|  SB).  De  tooa  let  poinU 
da  aalta  aavlie  partant  dea  cavriiai  aaradérieliqaaa  da  Féqnation 
Xg (/)ssO|  dont  ranaambla  forma  nna  mvltiplieiW  à  dan  ditnen- 
aioM;  da  loos  laa  pointa  da  celte  nraltipUdté  aont  ieiiiè»  dea  courbes 
caradéristiqnaa  àoJ^{f)ssO^  ai  cea  ùmanlOm  eombm  ibraerunt 
«■•  audtipikilé  A  tnia  dimansma.  n  est  dair  que  tonlà  earfiwe 
inllgnla  paoïanl  parle  point  x%  •••»  «S  eontiendra  la  mnltiplidté 
fna  MB  lanoM  da  définir.  GaCfa  nMdtipKaiU  ne  dait  paa  dépendra 
da  Faidra  dana  lerael  nana  pranona  lea  aanctériitimea  dm  traia 
Ba  ka  annpaaant  tdoolnea  paf  inppact  à  traia  dérivéai 


^«  iL»  ^>  MaaIenlaaaMRne  AaélÉi  qnlad^ 


84     uçom  sm  %m  ùonskrmn  aux  vÊÊÊ^ta  FAMuun. 
Iiil  MiM  <iiMMt  1m  nlstioM 


lôiilceei  i^ëtand  érideirami  au  cas  i*wi  aoonbia  «pidaHiqM  iTéfaa- 
tîoiii(t). 

On  petti  ntladiar  aux  eonsidëralioas  pnéeUaolet  aaa  quattioa 
de  géométrie  qui  a  (Ul  l*objei  d^on  eertaia  MHobre  de  Inivaiiz. 
Étant  dénote  une  fkaiiHe  de  «nrfacea  m  =^  f{x^  y»  »\  M.  Bouquet  u 
remarqué  le  premier  qu*il  u*était  jfÊM  toujours  possible  de  Uouver 
deux  autres  familles  de  suiCiocs  ^  ^  f  («,  y,  s),  y  =  4  ('>  Vt  *)» 
formanf  avec  la  premifare  uu  sjstème  triple  orfliofonaL  Four  qu'il  en 
simI  ainsi,  il  but  et  il  suffit,  comme  Fa  démontré  M.  Darlioux^  que 
f  satisCasse  à  une  êemlê  équation  aiw  déritées  partielles  du  troisième 
ordre  i^^  éqoatioo  qui  a  d^abord  été  calculée  par  H.  Caylejr. 

SupposoBSy  en  effet,  que  la  famille  cousidMe  de  eurfimes  S  fasse 
partie  d'un  sjstème  triple  oHbogonal  fss  a«  f  ^  (i,  4p  s=  y.  Soil  11  N 
la  normale  i  celle  des  surfaoss  S  qm  passe  au  point  M,  If  T  et  UT 
les  axes  de  rindicatrice  de  la  surface  S  au  point  M.  Vapris  le  tliéo» 
rème  de  Dupin,  l'une  des  surfaces  S'  (9  rs  ()  ou  S*  (41  ^  yX  V^ 
passent  en  II,  devra  être  tangente  au  plan  KUT  et  l'autie  au  plaa 
MNT;  par  exemple.  S'  sera  tangente  au  plan  MNT.  La  famille  8 
étant  donnée,  le  plan  MNT  est  bien  déterminé  dès  qu'on  se  donne  le 
point  M;  pour  déterminer  la  famille  S%  il  faudra  donc  trouver  une 
famille  de  surfluoes  tangentes  en  cbacun  de  leurs  points  au  plan  MNT 
correspondant,  ce  qui,  en  général,  nous  venons  de  le  voir,  n*est  pas 
po^)iible.  Lss  coeCncients  de  Téquation  du  plan  MNT  dépendent  évi» 
demment  des  dérivées  premières  et  secondes  de  la  fonction  f  (x,  y,  s) 
et,  en  écrivant  la  condition  d'intégrabilité,  U  est  dair  qu'on  sera 
conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre, 
linéaire  par  rsppoii  aux  dérivées  du  troisième  ordre» 

En  prenant  de  même  le  plan  MNT*,  il  semble  qu'on  obtiendra 
une  nouvelle  équation  du  troisième  ordre.  £n  réalité,  cee  deux 


(•)  r<Mif  ^v:  ût  d«*Uils  ter  et  tm^^  vtir  S^fèat  Ue,  Tkmriê  4tt  Ttut^fènÊêtiêÊ^appem^ 

p.  SCi  et  éuivaalc^ 

tlll 


ca.  m.  —  tQioAxmm  LuiAOïçs  aux  mrrteBfmujB  totaui.  85 
M  iMMironl  à  «ne  seule;  eda  rèealte  de  h  pnpwitioa 


Lmnffi^m^  m  demx  fmmOlm  de  nnrfaceê  m  eoHpani  mmimMm^^ 
à  mmg^  drûtt^  €i  MtMntI  an  lignée  de  eoufhmre  tamkmmnnp  U 
metÊÊê  néenmifêmtnt  mnê  troimime  famille  de  êmrfmeu  qwifÊrme 
demm  prmitikrm  un  êi/Mme  iriple  erttiegentd  {^)0 

m 

<«*  hdégtet  les  teulioM  9Mx  ^BlHrottlicIlci  lotaloi  : 
f     «i  Ub -1)  (*,-*)  cl», +  ai(«i-l)(«,-l)rf«, 

4»   <»,  +  — cr* «I*.  •«•  — r? <I».  +  îî-oDig -»  rf»» 

(CoixBr.) 
S*  Élaat  4ouaà  le  tystène  c9inplèl«aeBt  intégnlib 

<«  =  (*iP  +  *«€  +  >.«)  **  +  («iP  +  «if  +  ^»)  «iir» 
•Éfl0  l^c^Miitte  IbtUoM  dai  teole*  rariaUM  iadépeadulcs  « 
«I y;  ai oa  enaait  tnit  aolvIioM  linéairoMal  iiilhelM  *t»P** f«» 
*m  fk»  fa*  *m  P»  9»  fùMp<^  téaérate  art  Je  h  lof» 

C,  <!.  CL  «aM  liaia  cèMkniH  aiWniraa. 


\ 


I 


êmmrt^mL%p.mL 


' 


w» 


CHAPITRE  IV 


m 

ftmiani  êê  forait  «mImimm.  fltoOriMUi,  HiCbtiÉ 

4«  Lâgmiflt  ft  Charfit 


39.  CiMiiaiiér0ii$  um  AmOfo  de  tiirfiMCi,  MytMHil  dt  dm 
fartmèim  •  el  1^,  dédma  par  réqiiatkMi 

(i)  V(x,ir.f,«.k)^a 

De  rëqiiaUoii  il)  oa  tit%  «i  «ippoini  a  ci  I 


fi  r^liioiiMitioii  dt  •  «1  de  k  mtit  les  éfMftioM  (I)  il  {%)  oadirfl 
«I  fénértl  à  uae  ienb  icbfÎM 

qui  ttMsIiliit  iiiMlqiMlkNi  aiu  déméta  partiallet  d«  framar  atdft 
i  laipiaOa  aalialDiii  ImIm  ba  auiftcM  rqpréieBléaa  parféquaKaa  (t). 
Lagraafa  a  BBoatié  qm  h  oattnaiaaancw  da  la  tondion  Y  aoflU  patir 
thmer  lotilaa  laa  inlécratea  da  l'équatioa  (3).  £o  affaC»  pui^iiia  k 
relaikm  ^  est  le  idaultat  de  rélimination  da  a  al  k  entra  les  jqaatioiia 
(i)el(S)i  intégrer  eetta  éqiiatkm  revient  i  chercher  tniia  IbncCiona 
a^aatkdesety  aatiaCûaaat  aux  équationa  (1)  et  (t).  Or»  ai  on 
dUèrantie  réquataa^  (1)  en  lenanl  eaviple  dca  relatioM  (S),  en  aura 

àVàu      dVd»  _ 
. .  -  àa  àx       dfc  dx  "*    * 

àa  ày       db  dy  ""    * 


el  le  système  des  équalioiis  (1)  et  (4)  serm  éqpihaleni  ao  systcme  îles 
éqiialieiis  (1)  éL  (3).  Nous  sommes  donc  rsmewv  finalement  à  trooiper 
Iras  foodioos  s«  •  et  (  vérifiant  les  trois  équations  (1)  et  (4).  On 
fsnft  satisfaite  eus  équations  (4)  de  piusisurs  manières  : 

1*  En  laissant  «  et  5  constants;  s  sera  alocs  donnée  fiar  réqua» 
Ikm  (1)  et  nous  trausons  l«  Cmille  des  surfaess  dont  nous  sommes 
fariis.  CSette  mligfaie  a  reçu  de  La|{rangn  le  nom  d'fnl^srnele 


9^  En  imaant  des  falenn  de  s,  «,  è  satisfaisant  i  réqualion  (1) 
et,  csi  entre»  aux  rdations 

— •  SS  0«  «p*  SB  Ol 

du         '       7b      "^ 

En  éllmînant  u  et  5  entra  cas  trois  éfuatioqs,  en  obtient  une  inllgnle 

fui  ne  contient  rien  d'orMCrstro  et  qui  a  été  appelée  par  Lagnutfs 

hUégrmte  ringnlière. 

dT     dV 
3*  S  j-  et  ^  ne  sont  pas  nuls  tous  les  deux»  on  aura 

0  etisie  alors  une  relatisB  entra  •  et  è.  Suppoesne  qu*dle  contienne  ky 
en  aura  une  inl^prrie  en  éliminant  a  et  »  entra  les  trois  équstMNts 


<5)  V  =  0,      5J  +  Jj9'W  =  ^       »  =  ?(•), 

et  f  déaigne  une  Cmction  aribilrsire;  en  obtiendra  ainsi  une  intégrale, 
dépendant  d'une  fcnstinn  aridtraira»  que  tagraags  eppJle  MéfrmU 


ITaprle  cela»  B  semUsrait  dons  qu'il  7  a  Irsia  catégories  dMJndes 
dTinlégriles  *  Iss  MBUffnl^  eomjrfMss^  Iss  lullpeles  géhéftuêê  et 
TinUgirie  sfMfnidfv.  n  n*en  eat  risut  car  il  est  IssOe  de  mentmr 
qun  a*^  n  pas  de  diOnnee  essentielle  ente  ri«tégrsle  complète  et 
rinlétrals  générale.  En  efct,  d'abord  il  est  dnirqtfil  y  a  une  ininiié 
d'ittléfRnlesesmplèteB  qui  peuvent  es  déduiiu  ds  rintéfrale  générale. 


if  ^  V  i  ùtàJi»  ittUgnl^  êuru  éomtéê  fÊOt  WÊiO  f^^ 

«I  dépendit»  M  (éiiéffil»  da  d«o«  ptramètrai;  fit  tiit  doM  IM 
intégitlt  ttnpièto.  L'tnciotM  inlâgrtlt  ctmplèto  qti  tonttpttdtM 
vtlettit  tgi  kg  atm  maiolttatt  ritUvralt  fânértlt  qa*tt  rttimdrtit 
fit  parttDl  dt  h  rritUon 

OéométrintMiitt»  It  procéilè  dt  Ugittut  pti*  VtetMtr  tiarf  t 
Pirmi  les  inlégitlfifi  cpmplèlet,  tu  prend  tue  «uitt  ■impIfiOMnl  InlnJt 
de  turfiioM  tn  4Ublittânl  une  reltlioa  trlHlnÎM  talit  •  tl  k^ 
L*tt^Ioppt  dt  tes  turfiieefi  tonsUlut  nnt  inUcnlt  généfilt*  An 
fitnlrairt»  la  atlution  tinyitlîftit  t^tbUfinl  tn  prenani  Ttnvtltppt  dt 
Itttlaa  taa  inlAtrralaa  tainplèles  quand  m  H  i  varient  dt  loulta  lat 
mtnlèrta  ptaaibleii.  0  oat  clair  qut  eatlt  intégrtlt  aingnliéra  aan 
Ttnvoloppt  dt  Itutoa  Ita  tnlraa  inii^gralat,  Uni  giénénilM  qnt 
tamplAlta;  ttlt  aert  dtnc  It  ni6int»  quallt  qtit  aoit  rinU}{ralt 
eomplèlt  d*tA  Ttn  tat  parti, 

Coiuldéranai  fionunt  tsnmplt,  TéquaUtn  dt  Gltlrant  géniraliaét 

(A)  ^^P^-hqv-^fiPêiU 
qni  tdaati  l'intégrait  ctmplètt 

(B)  f  sM4-6y  ^f(#HkX 

IbrmAa  d*nnt  Cunillo  dt  plana  déptndani  dt  dans  ptranUlrat.  Ctt 
plana  tnvtltppanl  nnt  eadaint  anrfiiea  Si  ntn  Aivtitpptbitt  Lit 
intégrtlta  fénéralea  atront  daa  aurflMaa  dévtloppahita  eiroanaartt  tt 
à  S*  L*inl4|rralt  aingnlièra  tat  It  anrbeo  S  tlle*niènit.  n  tat  tbrn 
tiié  dt  «érilltr  qut  par  ttutt  tourbt  (C)  da  Ttapaet  paaat  nnt 
aurCict  intégmiti  car  Ttnvaltppt  daa  planai  ptaaant  par  ha  tanfanlat 
dt  (C)  tt  tangtnta  à  la  aurfact  2i  tat  unt  aurftea  dévtltpptUtt  ptaatnl 
par(G)i  tt  ciftotticrilt  i  2.  On  ptut  véridtr  tuaai  aurtaUt  équttfaft 


OUF.  nr.  —  ÉWATI02CS  BB  rORMB  QOILOOIIQm.  80 

fi*9  7 1  «M  iofloité  de  iiuuiièras  folileiiir  «m  intégnh  eonpIAte  : 
pircumph^  les  qrlindm  cireoiiscriU  à  2  o«  ht  cAiies  ditootcrits 
à  Z  6l  éMl  It  «ouMMl  est  attQjeCti  i  rester  sur  une  suiftee  doaaée 
snldss  inl^grdes  de  réfueticn  (A)  dépendent  de  denx  peremètres^ 
cM-à-dire  des  inlépreles  cemplèCes.  New  atons  ainsi  le-  mejen 
dteligrsr  Isotee  les  éqinalions  de  la  Cnrine  <, 

^  esftiaMnt  «ne  piepriëté  dn  plan  tanfeoL  Gamme  cas  partienlier, 
fl  peanait  afriver  qne  la  snrfaee  Z  se  rédaise  i  nne  csnilie  T; 
rinliyale  aingidièfv  dispaiall,  eu  piutdl  se  réduit  i  la  esuibe  T. 
fiituy  si  la  eourbe  r  est  rqeCëe  à  riniini»  rëquation  picsd  la  larme 

cBe  edmet  pour  inlégnle  oomplèle  tous  les  plans  parallèles  aux  plans 
tangente  d*uu  certain  cône,  et  Fintégnde  génénie  est  formée  de 
éfiteieppaUce  dent  les  généFatriees  sont  panJléles  à  cdies  decec6ne« 

40.  En  fésumty  rinilgratioii  de  réquation  (3)  est  rtmenée  à  la 
détcrasinaliett  d'une  intégrale  complète;  lee  théorèmes  giénéniua  de 
Gmdi j  nens  appmuienf  dTaiDeurs  a  prUni  qu'il  eidste  une  infinité 

Lsipmnge  Ç)  a  donné  le  mofen  de  ramener  une  équation  mm 
Knêaiiu  i  trsis  fariaUes  à  une  équation  linéaire;  la  métliode  a  été 

sur  la  funmique  suhranle  :  étant  donnés  une  équation 

ûf  MT  •■  aMfHi  mdeooqiM^m  cat  pvrami  à  tnmttr  mm  ythmr 
de  p  dépendant  d'une  conatante  aribitraiiu  n»  tsUe  que  réquatien 

étstp  dm  +  t{m,  f»  *tp)  eu 


nMsriMifn  e»ff  rinBii>  if^  pm  sn 

taiiSi«Mm»^8«; 


I«  Ml  «M  4qMlMMiik  la  ftmM 
il  «•  fnai  psam,»  éUmH  um  roiMUrta  uMnbv,  réfmtioB 

m 

éoÊÊ0tk  SM  lAl^cnk  comolèle 
I^i  ^uaIImm  da  Là  Inma 

t*  CoaiUéfOM  rétualiMi    • 


«  ëMfiMal  «M  «aauwte  aritilMiM.  Oa  m  Un 
rAfttftUoa  ««s  4ittiraiitMlM  IoI«Im 
4owip  «M  laMfnle  eouplèU 


»  ff  («b  •)  «<•  -M»!  <ir.  •)  *V  ♦  *. 


fi«powM>aoM  4*  l«i  moiodN  OM  4q«aUoa 


Mb  fw  ii  M  Ite  jiy  f  des  éfMlioM  (•>  «I  (IX 
n  Indn  M«r  cdt  OM  Tom  ail 

VA 


I 

VaStoB,  «  «ttrnltaal  Iw  éfMtioa*  v<r)  et  (I),  fl  «iMi 

êx      if  à*      éf  es 

9f  jff  9  COBUM  WS  VUMUM  IBMp6MUln  Cl  f^  f 

des  tadioM  de  CM  «ttiaUw.  Ob  MWl  dB  là 
if  on  traita  M 


51&fi^.52>)îîl«(>,  52!t)+?2!fift,«  5fiW+Ç2!fiè«o. 


jj-x,    jj«T,    5;«ï,    3J  =  P»    îf*'*' 
«1^1,1.^4...  nv«ti«<ng.g.^.gf«k«.«.l».r 


driaUpaUlM  <a)  nB  «IfaUla,  I  ««mt  4M 


\ 


\ 


«oaaidt  44ià  aae  iBUgnb  4»  Mite  4qMlIoa,  P(«,  iTi  c»  J»i  f )  ; 
■■ffoiuM  ^«ft  ait  tiwné  mm  mittê  taUgni*  #;  laa  é&n  <q— Haat 

OÙ  41  détMtM  snft  ftfttlimtT  ftriiîtnttvti  dilMBiMBt  An 
•I  f  de  «f  y»  s  toiles  qjm  réqwtiMi 

(10)  tf«sjitfa?4-f  4y' 

■ail  eomplMMMBt  iaté(nbh»  pourra  qiM  F  el  #  toiMl  < 
ëistiadM  db  ji  tt  de  f .  Es  iaUgnal  r4fiHitiMi  (10)^  ea  îatnidMrm 
une  wNitaDe  eoMlaote  arbitraire  t,  et  la  fbnoUea  a  de  «  et  y  aiaai 
définie  fera  une  intégrale  compJHe  de  réqaali«i  (<|).  Tiewrcr.  un& 
inlégiale  de  l*é^putioA  (9)»  eela  levieot  i  tnwier  une  iatégiale  éia 
ayatème 

iu\         *^*-.'l^  rfa       *"<ly   —  jif 

dont  Mia  €Otiaaiii\nna  déjà  «ne  pranikie  intégrale 

F(«,y,a,ji,  «)  =  <?•, 

et  qni»  par  •aito^  le  ramène  i  un  ijttènie  de  troia  éfualiona  dilBrwi 
tiellea  du  pieniiar  ardre.  Cîette  intégrée  une  foie  trcNirë 
plut  iiu*i  intégrer  une  équation  du  premier  ordre  pei 
problème* 

EwffUL  —  Soit  Péfuation 

ji«~a«0| 
le  ajttème  (11)  Oit  alora 

ds rfy ,_  <a  _  ^  _  tl* 

On  a  llnlégrale  première 

jisy  — •; 

en  en  tire  rdfualion  aux  diSfitentiallee  lolalae 

<a  ag  (y  —  n)  ilaH">    >    ^  t 

^      '         y-** 


auf.  iT.  —  ÉQOAnom  bb  vouas 


-  =  r^-r^^.  =  rf 


D-^l 


OMe 

•«(*-»)(r~«) 

wt  — t  hUpalt  iwplêh. 

lH4mz  dénient  éq«lioM  (ii)  donnait  immfliBri— il 


f  =  f(«.sX     Ji=s«f<«,»); 
M  nC  «and«il  à  rtqwfÎM 

4*  Ts  f  (m,  »)im  dm  *9l 
it  *  «'«blienl  |v  «ne  ^nadnlnt 


/^r*-*»*»- 


/* 


Rauaom.  —  Si  rAtoation  (B)  ne  «onli«t  pet  «^  «f«l*<iw  ii 
«Be  art  4e  h  faae 

'(«>y*Pfff)sO^ 


|«rfi(Mlian 


Qi  a,  alen,  4  inl^nr  le  ipMnM 


fssO, 


«l  ifét  fÊT  MÛte,  te  iMitat  i  «ft  wjMmt  et  4êhêm  éqii»lk»s  «iK- 
mtMkt  im  praouer  ot^ira.  Dm  §m  qa*M  awi  tfwivé  «MittUgnlt 
de  M  npUkumf  «i  Mm  f  ptr  «m  qwdratyre  0)« 


42.  CMsUéflMf t  KiaialcMBl»  dPiiiw  «Mière  ^Im  ftoérak^  «m 
éqMlÎM  définiiaMt  J  €•  iMctioii  im  n  viriaUei  X|,  «*,»  •••9  «r^» 
flt  116 11  petiMiètras  ii|9  Cgy  «««f  41^ 

Si  ou  attribue  i  ces  peramètres  As  takars  coMteates,  om  défait  de 
réquetion  (18) 

^*^  57,'*'''$I'=^        (i  =x  i.  S. .-.,  H), 

it 

m  iMi  poee  3 —  =5  pi*  L*élimiMtiM  de  m^  «^,  •*.,  ««  ealre  lee 

(n  -f  t>  éqiMtioiie  (1?)  et  (13)  eonduit,  e»  fôi^Mt,  i  Me  eevle 
rdetion 

(14>  F  («,  »p  Jt,, ...,  0^  A,  p., ...»  J».)  =  0. 

Legrange  désigne  eneeee  aoM  le  num  d'mltfgprele  e^mplH^  de 
râqiiatioa  (14)  rifiiégimle  dêflnie  |iar  r^MtÎM  (iS).  Nms  alloM 
montier  que,  oomuie  daM  le  cas  de  deas  Tarialdee  iadëpendaBlM» 
la  connaiwance  d'uM  intégrale  complète  pemiet  de  trouver  testée 
let  autm  intégralet • 

Puisque  TiSquation  (14)  est  le  nSmlUt  de  réIiminatiM  de  •.,  «^ 
•*.,  «.entre  les  équIiuM  (lS)et(i3),  intégrer  Féquation  (14)  revient 
à  farouver  toutes  les  fonctions  s»  «i,  a^,  -.^  n.  des  variablee  X|«  «g» 
...,  «.  qui  satisfMt  ans  éqMtiem  (IS)  et  (13).  Ces  foncUoM  satisferont 
évideroinent  à  Péquation  obtenue  en  différentiant  Tcquation  (19);  el» 
en  tenant  coinpte  des  relations  (13)»  on  en  conclut  qu*elles  satiefoni 
à  Téquation 

n  est  bien  dair,  d'ailleurs  qM  le  aystènse  des  équatieu  (IS)  et  (13) 


OUF.  iT.  «->  AmâTiom  M  nmit  .aoiiAnigoB. 

âfuvikot  ««  qfstèiiia  dos  équatioM  (iS>  H  (iS);  M  mi 
tUÊÊÊiûé  à  lnNiiw  dos  fiwwliBm  Sf  0|f  Cg»  •••$  ^  flrtfafldnBl  sut 
éqwtkms  (IS)  €A  05).  Qii  peyt  MlisfUTO  à  «•  tfqttittoM  d« 


i^  En  fiwiat  €4  as  C^,  m^  as  CK  •••»  ^  *ss  C^.  (ki 
Pinf^rsfa  empiète  d'oA  Pon  Mt  fifa. 
9  Ea  choismut  s»  «n  «g,  •••t  «n  d»  bpMi  qnt  r<M  «H  aiondliH 

«A  diaiMBl  «19  «,9  •••,  ««  mtn  cei  h  -^  1  éqmtioos^Mi  tnmM  «m 
mtégiile  »  qui  ne  ooDtient  rien  twiMtnin  cC  qui  m  éCé  appelée  par 
ImgnÊÊfè  bMgréh  wtmgidièft. 

>8i  rttM  des  quanUtës ^ est  dîfleraite  de  0,  réqwlieft  (15) 

eipriiiM  fii^  eiisle  mm  motee  luia  idatioa  eatre  les  n  ipumlilée 
Mgf  #g9  «««y  #^  SoppoeoiiSy  peur  pfeiMbe  le  cae  géirfnly.  qv  m  y  aii 
k  éqiaiieai  «Bstindee  (k  >  1)  entre  ke  qnaaUMe  m^m„..^mi^k 
eeiilemeiil  ; 

Lm  JMifwtiBllet  4«,,  rf«f, ...,  il«a  HlisCanMl  abis  an  nhliMH 

</;=«»   rf/i=o,   ...»   </;««» 


•C  é  «UwJA  MMltaMirf;  dooe,  la  NbliM  (IG)  doit  Hm 

^MBH  de  cdk»<i  «C  «■  doit  pomair  tnmv  A  CmImm  Xy  )^  *Mt  ]t« 

tab  fM  roa  ait  WèNfifiwiiMMt 


s;^'*^?^  *••*'•  55;* 

j-_X,jjJL  +  ^.  +  >, 


Lm  4fMlMM  (O),  (M)  al  (H)  Mi  M  Miihra  4i  »  >  ft  4- i;  I Y 

Xt,  \9  »*»  >a  wtwftfairt  à cMë^mliMii  JËnéOÊàmHidm^^  m^  .^ m^ 
Xt«  X^  M«f  ).»  Mil»  CM  ëqoalMMM,  €•  am  dM»  wm  ffriatfMi  ^ 
douicni  une  islégnle  s  dëpeiidattl  dt  ft  Ihactioat  «rbilnmi.  CmC 
rinf^ynsle  générmU  da  I^ifnafB. 

Eeemplcs.  -*  !•  GonsidëroM  k  CmwUob 
Cette  CmicImni  ialislUI  i  réqnalioa  du  praoûer  eidra 

qui  eeiréiiaaUiNi  de  CShucMill  Kénéralieto,  el  elle  eu  umI  une  iuiétieto 
eooiplèle.  On  poum  donc  en  déduire  louice  lee  eutiue  inUlgiulei  dn 
la  même  équation 
S*  Toute  équation  de  la  Ibnne 

admet  pour  iatëgimle  eoauplète 

eji  k  déaigne  une  eonetante  liée  aua  eonalanlee  nrUlrairaa  «gt  n^» 
•••I  «».i  par  la  rdatien 


RtiuniQinL  -*  Vaprie  ee  qui  prieède,  neua  «efna  que»  d  k  ^  i» 
en  a  une  intégrale  fénéraie  dêpendinl  dTtee  teeUen  atUtniin  dn 
(n  -—  1)  variablea;  peur  kz^%  Tintigrale  dépand  de  dans 
ariiitraim  de  (n  —  9)  variaUee,  etc..  D  eendde  donc»  an 
abord,  qu*on  ail  ainvi  (n  —  1)  calégoriee  dietinctee  Jiniégialcn 
gènéndea.  Noue  montrerona  plue  loin  qu'en  réalité  il  n*y  a 
diflSSraiee  eieentielle  entra  cea  diversea  inlégralea.  Noua  ferMia 
auMÎ  plue  tari  que  rintégrale  que  Lagrange  a  nommée  tingwKèrm 
aatiafoit  aux  équationa  que  noua  avoua  priiea  plua  haut  pour  définition 
dea  întégralea  singuliérea  d  14). 

43.  Noua  avona  aupposé,  dana  ce  qui  préo&de,  que  l'élimination 
^  «1»  ^t»  •••>  ••  ^li*  1^  équationa  (iS)  et  (13)  ne  eonduiaait  qu*à 


•  ■ 

iHif  Miib  rtblian  mire  e,  «i, ...,  «^  p,,  .••,  p..  Las  raiflonnementa 

f «i  précèdail  ae  sunt  valables  qna  ai  eetle  coodilkni  csl  aatisfiûle* 

B  ssl  done  «ffle,  étant  dmmce  qm  jalégrale  qui  d^ead  de  n  para-  ^ 

■wUaa,  de  aavair  raoMiiaitre  si  c*ast  une  léritable  isl^rale  comjitAé. 

Soit 

■M  ioUgnle  coateMiit  »  panmélns;  Iw  reUtiou  (13)  frandnat 
abnhfiiniM 

i*  SofipasaBa  que  la  dMerminant  fooclioniiel 

j_     \dx,    dx,         ^y^ 

seil  4i{||i»viil  d^  0;  OD  iNMirra  lésoQdre  les  équatiaiia  (13^  par  lapp^ 
à  «19  «,«  ...^  «M  ei  ett  porUiit  ees  valeurs  àona  Péqiiatiaii  (iS*)  oa 
ama  «ne  équatiM  et  «ne  seirfe  qui  eaïUieiidrv  ejc/rfid^ 

y  Svppaaaiis i  =1^  0;  tous  les  anineors  du  premier  ordre  de  I  aa 
pavroBt  pas  être  nuls  à  ta  f^U,  ear  sans  cda  on  paurrait  déduira 
dea  lahlinni  (ly  )  éemà  rahliona  an  moine  entre  ar0.«tSi^Pi«*«tjp^^^  ^' 
Sappeeens»  pur  esemptoy  que  le  mineur 

\d«/ ^^^       *djeu-i/ 

ëqualioBa 


Pt  ^  SI**    "  *••»    JV-i 


•Mf  a(i«»i  alf  on  portant  osa  sah 


Oa  «MtdMi  «M  nhliM 

'(■!»•%»  •••#  •^^  Pt»  Pw»  •••»  J*«)  **  ®» 


M      UBçoNi  m  u»  Uiakiwan  aux  •toiito»  fsâmnut.. 

yl  —  amtieaJim  pt  x.  VaillMun,  fl  flundUm  ^Va  portul  kt  lalMim 
et  «g»  «,,  ••«,  «.«i  4aw  réqmtiM  (iV)  n^  m  émfnimb  fM, 

U  but  «km  que  le  dAemiMwl 

latt  dUKreal  de  0. 
Exe«i*LC.  —  GiMMkléfDiu  la  tMwtfiMi 


Le*  éqoatkpa  (iS*)  «wt  «Ion 


Il  ailaiaé  de  vétîfier  que,  daiie  ce  cm,  Imm  les  flÛMMS  du 

ordre  de  I  sont  mile.  D'aUleun,  bn  voit  iinmAilielenwt  que  i  eeUrfait 

aiuc  deux  iqMlioae  du  preeûer  ordre 

pl^pl^i,     fk  =  l* 

44.  CooeidénNie  en  particulier  lee  dqttalioM  de  la  iMme 

*  (;e||  9^p  •••»  9^  Pu  pgf  ...y  jij  ^  0, 

qui  M  eoiOieMieiit  pae  e •  SI  oa  oeniialt  aae  inUfrale  dJpoftdaaf 
de  (n  --  i)  eoûBlaiilee  arbitruraoi  oft  aura  eaeora  «ne  hrtégnde  e^ 
ajoiitaat  à  eelle<i  «m  eesalaiile  arUlnûre  quefeonque.  te  ipra  alen 
une  intégrale  de  la  ferme 

a  ss  ^  (»!,  x^  •••9  Xf^  4|,  «g,  •••y  ^-i)  -♦•  M^ 

Poor  qve  ee  toit  uoe  intéfrrale  com|ilèle|  on  voit  de  MiilOi  fêftéê  M 
qui  prteède,  qu'il  faut  et  qu'il  eufllt  que  Tun  dea  dUennimmla 

fottetkmaeh  de  (n  -*  i)  dee  quantitéa  ?-  *  par  rapport  à  «|,  fl^» 


our.  IV.  —  Aquatioxs  me  forme  qviuooxws*  M 

...y  «..H  mi  diffëroil  de  0,  par  exemple  qne  Tua  ait 

à*  â*  \ 


(È* 


Cm  BOiifi  permet  de  camplHer  ce  fue  mnis  avoiui  4ît  d  iA)  MV 
raiiiliee  employé  poor  faire  disparaître  la  fenctieii  ineomiw 
lae  dfttaiioB  a«x  dérifëee  partîrilea  da  premier  ardre. 
Cfaml  denafa  mw  éfoatioa  do  premier  ordre 


(M)  F  (Sy  ^^  x^f  •••9  ^«9  Pif  jig«  •••)  j%i  =s  0, 


à  n  variables»  oonleMiil la  tboctisii  iaoomme  s»  mme  9mm  m  (|i8) 
^  k  lesherclie  dTmie  inléfnde  donnée  par  Féqnetien. 

i  riBlIpalioD  dé  réqualiofi 


•f  *i»  *ff  •••#  *•>  *"  jfv  *  **  dV  ^"  ***'  *""  iîv  I  ^ 

^     ^s  <nr/ 


à(ti  4-  i)  vériaUeSy  ^  ne  esnlieiil  plus  la  llMiction  inconnue  V,  ei 
^ue  ce  proeèdé  pouvait  laiseer  échapper  les  inlégralee  singuUferss. 
Nous  allotts  montrer  que,  si  on  connaît  une  int^nle  compMe  de 
réfuatiott  {Ï8)^  on  en  déduira  une  inlégrrie  eemplèie  de  réfua- 
tien  (iS).  b  oM,  eoU 

^  (*»  ••>  •••!  **■»  •tf  ••>  •••#  ^  "♦•  •<■♦• 

une  inUgnde  complète  de  (19),  et  suppoeons»  d'après  ce  qui  pricéds» 
fue  Tes  ail 

\djc^   êx^         é*J  ^ 


je  dis  «ne  ▼  s  0  dsflnem  une  inUiiile  complète  de  réfualion  (It). 
Cesl  Uen,  en  oM»  UM  intèfnle  de  (18)  dépendant  de  n  paraaiètrm 


100    îMçnm  WR  un  tnoàsmm  aux  Mbiiv<M  vâinmeLUi. 

ém  èqÊÊlàûÊê  (18)€arin|oiiiilMp  pur  mppprt  à  «n  «n  •••!  •«•  bW 
pM  IdMlifUMMûl  «ni*  MT  ri  M  y  fait  ji|  S  ji^  SI  •••  SB  |i^  ss  0^  Ci 
détamiout  ••  fédutt  M  piteMMl  fiU  «1 4i^^ 

4S.  T«ittt  €•  qui  pticffh  nous  loOAlr^  4oae  qiM  rittlâgiiliM 
d#  TéquatiM  (14j  e»l  nmeiite  ik  ^cherche  d>M  iay(fiil«  conplèto 
da  cette  dqiMtiM.  Supputoo»  r4i|iiitioa  (14)  r&Niliio  par  iupport  i  p« 

(90)  p.  ss  f  (f,  «I,  «„  ...,  OP.,  p„  . .,  f^.i); 

pour  avoir  une  ialé|{rala  eomplèla,  il  aiifllra  ila  |iaMVoir  trauftr  daa 
futtetlona  j^n  p^  ...,  p«.t  da  t,  o^n  r,»  ...p  <r«  «I  da  (m  —  I)  par»- 
mùlraa  «gt  a,,  .««i  «••!  lallaa  qtia  l'équaUaA 

(81)     dt  A  Pi  de»!  •♦•  ji,  d9.  4- ...,  -4-  m.i  djw-i  4-  /dflf, 

aoit  €$mpUl$menî  inîdffrMê.  l/tutittfraliaii  da  oalla  dfnaUaB  lalrâ» 
dttira  una  iioMvaila  coMlanla  arbitrais  «^  ^  m  aura  aiati  *iiiia 
ifiU-Vrala  nunpièti). 

11  y  a  daa  <»a  aimplaa  où  Foa  voit  iumiédialMiiiMt  uaa  aolulkja^ 
ConaUMrooa,  par  axaoïpla»  «aa  équalioai  da  la  Ibnaa 

pOMMM 


f»{Pm»ù»T- 


f^»*m  • 


#1  1^  •••  ëm^% 

Stt  léiohattl  par  rappart  à  jin  jig«  ...|  p«»  aa  aii  tira 

Pi  =  f  I  (*it  «iX      •••»     P.  ==  ♦•  (*.»  ••  «•  •••  «•-•)• 
la  feftfitiiMi 

■  mjft  («1,  «i)  il«,  i«> ...  4>  ffi.!  (a«_i,  «..i)  tf«b-i 


•ff •  (»«  «I 


MM  UM  inUgnile  flomplM*.  CmI  «iati  qu'os  Iroaw  pour  fiiMliMik 

1*1  Fi  ••'  !*•  ™  *i  <^  •••  *• 
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rml^inle  eomplèle 

Sx  =  «,«•  -*. ...  +  «,_,  aj«i  H --= 1.  a^. 

•i  ••  •••  *'•-• 

O^voe  naiiiira  générale,  pow  étendra  k  m^^  Li|p«n|»eC 
Chnriiil  ans  éqnttkHis  i  plus  àê  troh  rariaUes,  B  conrioMira  de 
poser  le  praUème  eonime  H  miit  :  éteni  donnée  ré^naiion  F  s=  0, 
tnwrar  n  —  1  ntras  rahliono  entra  t,  x^f  ...^  m^  ji^  ...,  f^ 
ranlenml  dneme  nne  eonotente  orliitnira,  Idles  ^pe  les  ?alenn 
de  jig,  ••f  Pm  dédttitei  de  cet  n  idationo  randent  réqnalien 

lie  as^g  àm^  -h  •••  -4*9. dm^ 

emmptiUmetU  hUigrakIe.  En  létlité,  eeCle  extenoion  n*a  été  firite 
qm  loQgtempe  apite  Lagrange;  eHe  eonatitne  la  eeoonde  aélliode  de 
laeobif  qui  een  ezpoeée  dane  on  dos  diapitree  ooifant^. 


1*  Tmraor  nne  inlégnie  eoôiplète  des  éqoalions 

!»•  4- <•  —  Sp»  —  S^lf -4-  IcsO, 
»  CPf  •»•  Fîf  •*•  f  «)  •*•  SB»  4-  »•  =  (^      Wf^^y^zs  Spf , 


s»  Travfer  ko  onrbeoo  dont  leo  nenaaleo  appartiennent  an  cobih 
plexa  de  draitoo  temé  par  leo  nerauleo  à  nne  famille  de  onrfiMra 
neHMOOGBHO  nn  oocoBn  noufc* 

S^IVonrar  ko  onrfiMOo  Idko  fne  k  trace  de  k  nnrraok  enr  nn 
pkn  iae  P  eoil  à  nne  diotanee  eoMtante  I  de  k  Iraoeén  pkn  tanfenl 
enr  k  niêaM  pkn  P» 


\ 
\ 


\ 


1(tt    VKOM  wm  UM  teuATwm  au  Hmntm  pammuubs. 


A  * 


CHAPITRE  V 


«éllMét  te  Ctidiy.  CineUitelifMe. 


46«  la  pramWfVf  mélhode  (énénde  dlntégnitioA  dut  dqiaaIioAt 
AUX  dérivtet  parlMkt  du  piv^iniiT  unira  ctt  dm»  à  Pfoff  ^*).  GontH 
dérani  k  quftdioii  comme  um  cm  pMtiodier  d*«ft  prolilimc  pitts 
fPéiiéral»  il  nunèM  la  •olulion  de  ce  souveeu  problème  à  rjatrfuniBeii' 
compl^le  de  plusieum  sf^^met  d*iV|iielioniidilférenUellce  eimylUaéet» 
d*ordre  Su  —  -1,  Sfi  —  3, ...»  3,  1.  IVu  de  temps  aprfte,  m  i819  <«), 
Caiidiy  a  dAnné  ime  mélliede  licauceup  plue  simple  es  afieotranl 
que,  pour  le  proldèetc  aipédal  de  rinlégratioB  des  éqttatkms  au 
dérivées  paiiielles«  il  auffisaii  d'iulégrer  le  premier  système  que  Tmi 
rencontre  dans  le  procédé  de  PralT  Nous  allons  exposer  celle  méthode 
deCaucliy. 

47.  Concilierons  d*abord  Téquation  i  trois  vartablea  • 

ei  proposons-nous  de  trouver  rintégrale  de  celle  équation  qui,  peur 
;e  ss  x^  se  rMuit  i  une  fonction  donnée  de  y 

Reinaniuona,  de  suite»  que  si  nous  inmplacona  «  et  y  par  deux 
nouvelles  variaLios  indépendantes  a  el  (•  intégrer  l'équation  (i) 


i^UlmélÊ9H^  éer  ÊfHiêfe  Akêimlt.  ISII-tSlS. 

<•>  CiilMia  éf  |0  SêtOiê  PkièêmâikiêM.  ^  tasi.  U  UéMilO  iriSriUt  éi  ISIS  S  éls 
isrtsisil  ci  rumplttlé  tftiis  k  iMie  II  Sm  Kierriréi  ^ilM^tr  m  ér  H§Êàfêf 
r.S»-l7t:  IIUI 
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wnfcirt  &  ti«n«r  daq  fondioas  c,  y ,  s,  p,  f  4«  s  et  de  $  féiUaat 
réqMtiM  (1)  «I U  KlàliM 

(S)  dt  ss  p  d»  +  q  âtf. 

Cumàtf,  •ahmt  vw  idée  d^ibapèm,  ca— ecw  b  variable  «  et 
f  far  Maa  MNmlle  vuUile  «  qui  aeim  détenÛBéa  plw 
L'é^miei  (S>  aTtoU  ahn  * 


4s 


<i,  +  j£d««,d.  +  ,(grf.*gd.). 


On  MtdhM  avoir 


55-''*"' s:* 


JfmUmnf  pobqot  les  fendioiis  y,  s,  j»,  f  dt  9  6l  «  ntiflbiil  i 
réqjiiitMi  (i),  dlet  aatisfont  aussi  «m  deoi  éqvalioos  qn'm  en 
dédiil  «I  k  dérivust  par  ni|iporl  à  «  el  par  nppoii  à  »  : 

TÎI  +  zJi  +  p^  +  Q^^a 

#«  |>tl  ^tl  ifll 

n  ft^agil  doue  de  timnior  quatre  fimelioiis  Sft  s»  p«  f  des  «sriables  w 
€ltisalioliusaiilan<iioatioiis(3)et(4).  L'ariillee  de  CSavchy  consiste 
à  dMMrir  la  tiriable  «  de  bçoo  i  eUesir  «n  système  de  qoatie 
dqMliens  a*  ae  fignoBl  que  des  dérifées  partidles  par  rapport  à  la 
irarisMe  «•  Meoe  afone  di^à  deax  ëquatioM  dans  les  sjitèniBi  (3) 
el  {€^  ssifafidssnl  à  cette  conditien;  ponr  en  avoir  d*antfiS| 

delavibtton 


é9  éu      an  es 
Osa  d«nallsM  ^  en  lire 


i 


lUA     lim^Mffg  SM  us  AQMSI0W  êjn  WâtmÈÊM 


*•«  _*«*f  . .  ^f 


^n  êx      es  en     ^  eu  êr 
et,pirniîle, 

au      isêu      éuTm' 

iu     à% 

VmiWÊÊk  kt  valéon  ^  3^  ^  j~  «1***  I*  taeonde  dtt  wlilim  (I); 
il  viMty  M  «ptaMBl  ptr  npfNirt  i  -^t  jï» 

■ 

Choisitioiit  âhm  k  rariable  «»  de  Açm  que  Tm  «il 

et  f«i  Mt  loq|om  poetibl*;  m  cSM,  tur  mat  ioHhet  Mtétf«te 
déiflmiaée»  P  ci  Q  toiil  des  Iboctiont  déterndatef  de«  d  y;  si  oa 
fiouiUèf»  celle  équalioa  eoniM  mie  équaliea  diniealielle  eeliv  y 
dxelsi 

ea  ctC  rmtégnk  féaénley  il  tuIDre  de  définir  k  nouvelk  veriabk  m 

♦  (A  »>==  !!(•«)» 
D  éUat  une  ftmdion  quckonque.  La  veriaUe  u  éUnI  chefarie  eimi» 
comme  -p  ne  penl  êtve  identiquement  nul,  il  kul  BéœtmireuMat 
que  Pon  ail  auani 

^  ix 

En  ^joutant  cet  deux  noufclles  équations  aux  deux  pramièras  dee 
équations  (3)  el  (d),  on  voit  que  les  lonclioas  y^Syjiyfdeaeeldeti 


•  T.  —  MlTaoDB  M  GAwn*  CAïuiBifMimqinBi.      IQB 
d'équations. 

La  lariable  v  m  fignmil  pas  dans  ees  éqpiatioas,  leé  intégralas  y»  Zf 
Ppqmê  fsmwt  dépendre  de  «  qoa  par  rintemiédiaira  dsa  valem 
■■^'''^  if«»  ^  Ftf  ft  eomspoadaBl  à  la  yniear  m^  4ê  9.  hm 
QS^fÊnf^ÊA  sTécrira 


piVGiaciMDi  M  sysieBe  anfiiai  an  aa» 
r«MM  ^  nvanfoép  adaMttoDt  riaUfiib  Mtal» 


'  (K>  y*  <*  p>  f )  a  r  («M  y»  >«  Al  U* 

l«  iriMn  MlklM  Mttafint  à  k  nWiM 

W  '(«^y«*«w7«*9«)«<^ 

les  feacCaM  y»  StP»  f  «érifleiMrt  féqmliM 

'  (•»  y»  ».  P»  f)  as  «. 


Soitalan 


(5^ 


y  s  A  <«*  «t>  y»  «»  JN»  fiX 
p  s  A  («>  •••*  iJ>  * 


,«.<*• 


(■l^Ii^  V^f  <^Pm  ftf  ^rérifiaaf  réfwtioii  (^  Taola 
ialéfnla  da  rétnatian  (1)  iTaMiattdra  an  ranphj^^ 

»w  «ai  fit  iS  >»  *•  fcndfana  wnnnAlH  da  ti,  Aaisi»  da 


ptr  coMèquwly  i  bttl  il  9  Mfift  fM  r4iii  ail 

4»"^  eu 
CMMhj  «lîffiût  i  «fit»  4fMtioa  «B  pnnaat 

»•  =  «.     «•  =  t(««).     f«  =  f*(»)» 

au      ^  en 

INiriOM  éuê  x-  Mtte  valdir  4e  -; — r-  *  0  vient 

àx  à»  au 

àV      ép      èqdv      éqàg 

OT^i*     ^SS     M^h^     ^ftv       «mE»    ^B^B*     ^^^    «IM^      "^^   * 

#«      éu      êuéx      àTàn 

RamphçoM  «oeore,  dut  oBlte  exprMtkm,  à     ^  ê     ^^  '^^'^ 
MprtMiwii  iMet  de  ÇS)  et  notta  aurons 

j*    PL  ai»*"rf«»^   rf«^'  *«J 

EbCii,  puiaqiM  Iw  fooctkMW  y,  s,  p,  9  satMAMt  à  Téf  mlioa 

F  («.»•».  Pi  9)  «  0. 


•  T.  —  HitBOK  M  càocar.  ckmàegtKmnomÊ       ftfl 


•••» 

en         en         an             en 

««.F* 

rMM^ 

• 

ém Phn     '^n» f 

U,  AltJgmÊÊâ  h  iwleDr  4e  U  po«r  «  ss  «^  Or,  fMr  •  ss  a^,  on  a 

Oa  •  dhae»  |NNir  iMia  fakarée^, 
RofâiiQinB.  —  M.  BerlTADd  a  fait  ranarqner  que  le  rahonnemeiit 

-fi" 

pféoMeat  a^ert  esad  que  ti  le  faelair  0     *       A*eel  pae  inflniaieBt 
tnmé»  Or,  pour  qii*il  en  eoil  ainai^  i!  faadiail  qw  f    ^  il«  flU  hâ- 


iaflnimetil  (rand,  ce  qui  ne  peut  arriver,  an  moine  ai  on 
anppœe  x  anfBaaninient  voiein  de  x^,  que  ai  5  eat  infini  pour  lea 
valenra  inilialea,  cTesl^-dire  ei  P«  ss  0.  D*aillenra,  en  nerln  dea 
éqnalieni  (y  /,  en  a  «sr-  ss  'jrl  en  pcnl  donc  lempheor  nnUJifale 

J  ~  4l«  pw  natéiinde  J   g  4y  ^  ralm  flde  ri  Q,  est  «Shrnl 


?#* 


qne  b  raioannrni(inl  pifcrfiiliinl 


M 


vé|BilMMMt«a  difiMit  ^iM  «i  1m  ffalaan  iailialM  Wriflaal  l«  ^mIm 


Mak  ai  oa  Umm  i  k  eiMiatlAiile  x«  el  i  fai  rcmdkm  f  (y)  Idute  leur 
féiièfalilé»  os  toit  qiie  les  wevAm  inlégriles  aniqiiellea  te  sTai^iqu» 
pas  h  méthorte  in^éoédwte  août  cellct  ilool  tout  Ica  éléniieaU  yérfioil 
lea  quatva  ëqualioaa  écrilea  plua  haut»  e*ait4-4m  ka  iolégnlea 
ttfi^iilitfrft* 

ExKMPue.  —  Prenoiia  réqûaiioa  Iraitée  par  Canch? 

la  ayat^ma  dPéfiialiooa  diffimitidlcs  OMfcapoadaiil  est 

d«  ^^  dy 4«  «iji dq 

En  rëduisaai  aii  nioia  dénomiBalaur  pf  ss  xy  at  auppriauMl  ea 
4éiuttiiiialaiir»  0  vient 

dz 
yrfxssf  «lys~sxiiji  =  yilf. 

On  lira  anœeiêifanient  de  oaa  équationa 
piii«,  ea  iaUgnat, 

P.     »•     ««y.  •     *.  ».  ^ 

FiMir  avoir  Fialégfale  i|<ti,  poar  ar  =s  «^  ae  rédatt  i  f  (y),  M«a 

P«««'«w»  »•=*«»  ».=f  («X  *=»'(••).  «*.  pw  mite,  p,  =:  ^ 
L'iaUynle  demcadie  sera  nptittnU»  par  l«a  équationa 

«-f(-)=^/«'--«:)=^\»*--*)» 
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fpà  Ii6iiir€Dt  noott  s'écrire 

[f-,(ii)r  =  (««-«J)(y«-ii»). 

9m  remafqoen  que,  si  on  ngêràt  n  somme  oa  psnmilrs.  viriable, 
la  seconds  éqostisn  est  bt  dérifée  ds  h  piemièrs  psr  npporl  à  es 


48.  En  énonçani  les  résultais  obtenus  en  langage  géométrique, 
Dons  pouToas  dire  que  nous  airons  déterminé  une  suriaoe  intégrale 
passant  par  une  eourbe  plane  donnée,  située  dans  un  plan  parallMe 
an  plan  des  yz«  Nous  avons  va  qu*on  ponrait  se  prqwser,  d*une 
Inçon  plus  générale,  de  déterminer  une  suiCme  intégrale  passant  par 
une  cour^ie  gaucbe  quelconque.  Il  est  mi  que,  par  un  eliangement 
de  ^riaUes,  cette  question  se  ramène  à  la  précédente;  mais  il  suOtt 
lie  modifier  très  peu  le  raisonnement  de  Candiy  pour  traiter  diroele* 
aaant  es  noui-eau  proUème»  En  efet,  il  suit  de  ce  qui  précède 
qu'étant  donnée  une  surfine  intégrale  S,  on  peut  toujours  choisir 
une  fariabie  indépendante  «,  de  teUe  fiiçon  que  y,  s,  p»  f ,  consi- 
dérées cooune  fonctions  de  Jb  et  de  «,  férilient  les  équations  (5)^ 
Ces  Ibnctigps  yt  s,  p,  q  ne  pourront  dépendre  de  m  que  par  Finler- 
niédiaire  des  valeun  initiales  x^  y  g,  s«,  p^  q^.  Candqf  supposait 
qoa  x^  était  pris  constant,  mab  celte  restriction  n*est  évidsnunsnl 


On  sait  d*abo(d,  csmaM  plus  haut,  que  las  salenia  iniliaiss 
la  relatien 


ce  fM  MUi  snppt^aiww  loiyoara.  fWI  alon 

/i  («t  VtSf  ^ff  '•*  y»  ^»  J»*f  f<}  bO, 

Iw  fafria  ^M  émam/l  im  bMgnk»  ém  MjiUmM  (5),  BWWi,o«fe>t 
â  tm  %dtm  mM»lm  T— le  Mégna*  et  Téfuitàm  (1)  mn  àmmm 


MO    upçMii  sm  UBi  équahom  An  Dtaivtn  FAMisun. 

eoBfMableiiMat  ckoniM  d«  «. 

.    Pmv  plus  de  lymélrit  Amm  In  aktih,  iMMM,  «M  M.  IkiboiNi, 

4« 


I  dAiiginrt  HM  miable  Muiliaif*  teit  wmm  tmffomnm  h 
iatliak  é(ai«  i  0,  m  qu'«i  pMl  tmggun  iUm.  Ri  irtinwl  «w 
é^iMlioM,  «a  IWHwera  ■•  ayalèae  d*  b  IbnM 

*  s»  f  I  («.  '••  9m  «•»  J»«»  IW>» 

y  ^  fi  (*»  *•»       •    •    •       f •)> 
J»  =  f»(*.*«.       •••«•). 

fl  =»  f •  Ct  *#t    •  •  •    *•)» 

qui  mn  éfuiniltût  au  sytUmt  (8),  Cm  cinq  firaeti»M  vMMmI  k 
roliUM 

piiiiqat  F  83  G^  «tt  uM  intégnto  du  tyilèiM  eonsiilM;  m  m  tmâ 

d[£         ^x        £^ 

Anhp  fM  lit  étfÊÊÛmê  (9)  dMMAl  «M  inUgimte  à  Vé^mMÊm  (l)i  il 
MilOim  dOQQ  qiM  OM  bnetiottê  vMflinl  fai  nflatlon 

Uae-r ji— .^f«£ssO. 

Or,M« 

#1  "5u7ê~'rfii*i~'^iirfe"*rft53'"^t  #ii' 


Mais  oa  a  attiai 
•If  par  aoBtéqutnl» 


^_rf£^      ^rff      d>£^      ê^ég^ 
et  ~  #11  #1  ""  41  #11  ^îtuêt^  et  ém' 


au».  T.  -»  MtnoM  M  CAVonr.  caMUCTtoiwww.      lli 
Q  «t  —  (Y -1- «:Q;  il  viMt 


#«         du         éu         au  eu 


iaUcnaL 

U  mH  ad,  a  flnH  «t  fl  aallt  qM 
^MlHiw  fw  t*M  ait 

Dhw  ce  a»»  robjceliM  et  M.  Deftanl  m  m  préteDle  plos^  car 

jf  -^  Z  lit  iwte  toiqoan  liiiy  pMrni  qM  Z  iwte  tait  €i  ^M 

■MffawiM.  Mide  poor  qoe  b  ■yrtèma  (9)  apa  égalfilea^ 

il  bal  faa  loas  les  déaoïniaateari  dhi  ejtléaia  (V)  m  seienl  pas 

Mh^  pàor  iee  Taleare  iailialea,  car  deia  k  aeale  iiilégfale  eenril 


«sa«^      yaVt»      «=3i^      ffsfi»     F  =  ftf 

alla  a|CMaM{9)  aa  eenui  phâi  tfaiialeal  aa  a|iliflia{l^ 

rtiBclMiH lalunaal  i  iftiaiiaef  aaa  earflua  JaHjiala 

far  la'ceariia  fawha 


•s*î^(«>t    y^^nM»    ^=f(«)- 

iê  praMro  pe«ri^  f,»r«  lai nton  X (•)» |k («X a (ti); 


F(x(iiyiii(ii>»»(-xi^fJ-tti 

Ut  «iriiiiri  4t  jigtt  Vti  4oMfiiparoi«  brmiltii  usai  iémhfpMm 

an  foi^lMffi  dt  M  m  ii«  0I  If  MurmiMftt  CiMlkNiMl 

éf  iV 

»*iil  ^  aiil  pour  ci  0fMèDt«  4«  val^uri. 

Lm  4«mi  pnrmi&rtM  ik»  équalloos  (ft)  piiMitMit  ilort  élM  HitiMt 
pif  rtppirt  à  I  f(  i  n»  qui  itrifil  éft  fimctluM  Jéfilipp>yii  4i  Ji  il 
de  y,  CëT  li  détirminayl  roneliiiitttl 

uIiTm)  ~  *i  rfif  "■  3FÎ» yi 

•i  ftinÊili  iii  pnMiiinI  piHir  t  a  0,  n  ai  n^.  £i  pirtifil  cm  tiiimm 
ilaiii  TiiiiTiMiM  di  i«  M  iun  pour  t  UM  foncUia  divilofpibi» 
di  «  il  y.  Si  Ci  délirfiiîiiaiii  liA  nid»  rialégfili  M  ciiii  ptti 
d'iiMir  tu  gtinAral»  miii  illi  priMoli  uni  ningiilirild  att  point 

«MTBfpilldMll. 

Oiiii  l#4>4i  pirtlittliif  tmild  par  Caueby,  li  ddtermiwurt  prtcMitti 
ii  liduil  à  Pf  SI  diBc  P,  B*i«t  pii  nul»  oa  ibiient  pour  9  uao 
foodioB  déviloppil>li  dit  tariiblii  »  it  y;  Ci  qui  i^  îdia  ionfinan 

iu  Uiéorèmi  général. 

• 

RcNAiOUB,  —  Li  mélhodi  dt  Cauchy  fournit  aiiiii  uni  iaMgril» 
aonplèioi  car  ou  «iiiJait  à  la  ralaUun 

d?9  dx^  à  y 


du""'*  du  "^'^  lin* 

an  prMUtnl  x^  s  n,  y« a  k^  t^  s  c,  «,  è,  t  dtanl  tioi«  iondanlii; 
p^  it  f «  iottt  IMi  par  li  cinlo  relation 

L'inUgrali  iintt  obtenue  dô|iend  dei  tfoii  eonitanlii  n»  k»  a  il  il  iulAl 
di  prandri  pour  Tuna  d*illii  uni  oon«tante  abiolni  piur  avoir  nnn 
intfgrali  complAte. 


aur.  T.  —  KtnioiiK  os  Çkvcat,  oiiiACTÉRnnQun.      il3 

4Sl  CaraetérfailifaMi.  —  Le«  résultais  .précédents  soni  susocp- 
tiiilss  d*«M  interprétation  géométrique  importante.  Si  dans  ks 
énnatfcms  (B)  nous  regardons  o^  y^  z^  p^f  f  «  comme  eonstanto  et 
I  ebmme  variaUe»  les  trois  premières  équations  représentent  une 
certaine  courbe  qui  se  déplace  en  en^iendrant  la  surface  intégrale 
quand  on  fut  larier  «•  Tonte  courbe  dé  cette  faioille  est  complèln- 
menl  déterminée  quand  on  se  donne  les  râleurs  y^  z^  q^  qui  corres- 
pondent à  une  râleur  donnée  x«  de  x,  p^  se  déduisant  de  ta  rdation 
P  {^99  Vf»  'tf  P«f  9#)  ==  0*  Ces  conri)e(i  dépendent  donc  de  trois  para- 
aaèlrm  aibitrairm;  elles  forment  un  compUxê  de  couri>es,  et  nous 
lOfons  que  toute  surface  inté'^rale  eal  engendrée  par  les  courbes  de  ce 
complexe»  que  nous  appelleroiis  caracWrittignet»  associées  suivant 
une  certaine  loi«  sauf  les  intégrales  singulières  que  nous  arons  laissées 
decété.  ^ 

Apprions  Hémeni  rensemUe  d*un  point  (x,  y,  s)  et  d'un  ptan  de 
coefficients  angulaires  (p,  q)  passant  par  ce  point.  De  tout  élément 
dont  les  coordonnées  vériCent  ta  relation  F  s=  0,  part  une  courbe 
candéristique,  en  général  bien  déterminée,  tangente  à  cet  élément. 
Ifatay  d'après  les  dernières  des  fbrmules  (9),  nous  voyons  que  lee 
faleurs  de  p  cl  de  q  sont  elles-mêmes  délerminées  complètement  tout 
le  long  de  cette  caractéristique.  On  est  donc  conduit  à  llmporlante 
proposition  que  TOici  :  Si  deux  êurfaees  intégraUê  mmî  tefiyenfes, 
cVs^4-4lins  omI  «li  Mmeni  commun,  Me$  êotU  tanyenles  font  le 
Imy  de  Im  CÊNrmeUritUque  iamê  de  cH  étémêni.     ■ 

Llntégnde  coniplète  obtenue  en  faisant  x^  =  n,  y^  ss  l,  s  «  ss  e 
nTest  culin  diose,  on  le  toit»  que  ta  lieu  des  caradèristiquss  issues  du 
point  (Xy  (9  c).  On  .reconnaît  facilement  que  les  tangentes  an  diverses 
camcléristiques  issues  d'un  point  If  fbrment»  en  général»  un  cône 
mpaX  eon  eonunel  en  ce  point;  ce  point  M  aéra  donc  un  point 
sfaignlier  pour  ta  surfbce  engendrée  par  cm  caradèristiquss. 


SU.  La  mUliede  de  Gandiy  s*élend  au  cas  d'un  nombre  queleonqun 
de  variaUes.  Il  est  commode»  pour  simplifier  reipoeilion»  d'étendre 

à  CM  équations  ta  aoltan  de  caradéristiqne.  Noms 
ta  milbede  anivta  par  IL  Daifeoun  Q).  Gonsidérsns 


tuvii. 


iM    UDVOM  «m  m  Aquaimm»  aos  ■CMftn  PAnnua. 

l'éqMlipB 

(il)  F(t,«„«^,...,«MPitJ>b»-*J**)B<>* 

que  noM  écriwa  MvtMl  pivi  bri>»e«>rt 

et  Mil 

•  »B  ♦  (*„  a^ ...,  aO 

aue  JnMgrale  qwloaimie  je  ertte  éi|u«UeB.  Neni  eynlhrMM  MmmU 
ëe  f  intégnle  l'eaMmUe  d'HB  t)e(éine  de  wlevit  «t>  *S>  •*•*  *•  '^ 
de»  v«l«ttn  cerwefondiale»  »*,  |«},  p{i  ...»  jiS,  e»  feeaat} 
plus  haut. 


• 


SufipoiMM  qia*«Ni  flMia  varier  kt  élèa«U  à  partir  da  certaiMt 
vataira  iailialaa  1^9  âBf  »  i^l»  lia  faeoB  à  aaliaCÛTO  to^|o^ 
dîlléranliallaa  («) 

—  _-p. p--**'* 

I  ddaignaal  ttoa  tariabla  auxiliaira  dont  la  vakur  iaitiala  aani  nulla. 
U  asi  clair  que  caa  équationa  détermineal  oampIMaaMnt  ea  qa*a« 
paal  appaiar  un  aystèma  de  eouribea  ailuëea  sur  la  aurfaea  iMfnhf 
u  1*0B  auppoBe  eonnua  a  en  fondion  de  x^^  x^,  ••«!  m^  C*aai  à  citln 
suite  simplameni  infinie  d'iléments  que  nous  donnerons  le  nom  d^ 
ewraeUriêliquê.  Nous  aliéna  montrer  que,  aana  eannatlie  Petpra^ 
sion  de  s,  on  peut  joindre  aux  équationa  prioédenlaa  d'entena  équn* 
tions  différentielles  qui  permettent  de  définir  eomplèlement  In 
variation  des  variablea  s,  x.-,  p^,  le  long  d^nne  caraeléristique. 

Partons  d*un  élément  de  Tinlégrale  s  »  X|,  p^i  et  attribuona  kns 
variables  des  aecroissementa  définie  par  lea  formulée  préoédentee  et 

t>)  Ce  prorèlé  «I  fcieiiii^iM  •■  tûmà  à  eelui  ée  Ctiiclf .  €«r  U  rtt Icil  à  pivaért  pMr 
nrUbks  iiMlépvadaiiIct  jr,  «I  ■  ~  1  ««Ucs  «aiiaMct  «i,  ^^  %«.i«  rtiiliiri  et  laUtlmie  ^ae 

tùn  ail  1^'  «  ^;  l«  CAksU  ttilt  ûêm  le  telle  ptonuat  sm  r«a  aen  MMito  1^ 


caâr.  V.  —  ifinMMNE  db  caogrt.  ctmÀCttxmnvam.     Itf 

fifMlioa  4»  k  mutUm  kMgnU.-Ou  um  «bIk 

ImicUmm 

4c  ssy,  4lc,  H-  ...  4-  J^  é»^ 

4f,szf^é»t  •*>.:. 't'P^  ég„ 


ABIevs^  r«iMlioa  (11)  «•  déÉril,  w  Jittwnliaat  pw  nv^Mt 

Xf-^ftZ-*-  P,ft,  +  ...  +  P,AisO. 

RsaiplaçaM  P^t  ».,  P.  par  \mn  rakun  -^t  •••»  -~  >  3  viaat 
(Xf  •»- A^  «le  •«- J»<i  4«i -I- ...  •»- Jito  4aW  S  (^ 

Cad  Mos  pRMW  ^M  Iw  élétate  d'une  iaWgral*  «ttiaCMrt,  loal  k 
loaf  dTnM  cuadéritliqM,  m  «jalène  d*^q<uitMiis  diffiireiitieliea 

„ft  )  P.  P.  ""p.P, -«-... -h  P.P. 

\  Xt+PiZ  X.-I-P.Z 

Cm  ifmtmM  m  d^endait  pat  4e  la  fcnctioB  *  et,  par  anite,  «a 
peat  détenniaar  laa  élémeate  auccearift  te  laof  d'oM  aaradéristiqna 
aaas  coaaallra  riaUgnl*.  La  caïadériatiqaa  laane  dTwi  ëlteeal 
Manajaicf,  fi^  j!*  «al  doae  biea  déterminée  On  «a  eandot  qna 

%Êiit$  caii9  dii  aaitf  aiNidi  aiir  Iéi  MN'vcfrfrliléÉiia  imM  4a  aaÉ 


les  dénaaainalaufa  dea  éanatiana  (lA  reatant  flnia  et  m  iont 
paa  taw  Mb  poor  laa  fakora  iniliakiy  ea  qoe  aew 
linni  da  «a  dfnalwna 


an    LcçoM  raà  um  AouàTMNct  aux  vtuftm  pjMtivum. 

initiaki»  »u  moîus  «aIto  Mdatue»  lîmitet. 

Piiiftqge  chaque  inlëgnile  ert  im  Im  im  caraciléri<tHpw,  3  «il 
ehir  ^iie  toute  inlégnlo  Mca  ffcpnSamlée  par  Isa  fcnaidaa  (i3)t  aà 
TtHi  pre'ud  iMur  £*»  apf ,  pi  des  fanctioiia  da  »  —  1  lariablat  iadépen- 
daiitea,  cboiaîea  de  telle  laçoo  que  cas  iMMliou  a»  x^,  p^  vériAenI  Ica 
robliona 

lia  — ji|  ilaTi  ~  •••«-*  fw  '^W  ™  0* 
Conuna 


I 


atl  une  iolégiale  du  ayalèaae  (11)»  0  aufllra  que  Fan  ait 

pour  que  la  praauAre  dquatiau  aoii  férifièa.  D'aulie  part»  aA  â  aaaai 

dî"*"»  dt  +--^**-5f 

Suppaaoaa  que  «*,  «f  »  fi  aoieol  daa  faudiaM  de  y  variaUaa  «,,  «^t 
•••,  «^  ai  désiguona  par  la  lettre  I  les  dilli&raatieliea  carwapeadaul 
à  daa  aecroiasemeikU  lu^^ .«.,  du«  de  ceâ  variaUea.  Pmom 

U  a  2»  >Pi  )«,  —  ...-]».  )^ 
4U  ss  4  ««  ~  p,  4  («,  —  ...  .^  J^  4  la^ 

—  llpi  8jt|  —  •••  —  llj^  S'a» 

k  lettre  d  dëaignaat  les  diSèrentiellea  quand  I  aaul  tarie.  DUIIeuir% 
OQ  aura 

0  ss  S  da  -«  Pi  3  dx^  -^  •••  *—  p«  3  dx^ 
—  Jpi  djt|  ^-  •••  ^-  îpn  '^ 

el|  comme  oo  peut  interverllr  Isa  epéralioaa  il  et  t» 

_»_ 

t 

4U  =  y  IP|  Ip,  +  (X,  +  p,2)  8«J  4(. 


f^tutfm  SfMnft  ^ériSitai  réqmiMNi  (11),  oa  am 
ftrsiilet 

IViar  que  a  foit  nal»  Q  ftiil  et  il  suffit  que  D,  toit  Md,  «'«tl^à-dirs 
fvsrooail 

ïi? — PÎ  ïx;  — ...  —  jtf  îrf  ss  0. 

Ea  réfOBié,  pour  «toir  «se  infinie,  il  Irai  et  il  solBl  que  les 
nkttft  inilialtit  toieal  des  Ibnctions  de  (n  —  1)  tariablet  indépea- 
daatev  «g,  u^  •••»  «i»«i  ntiifaisftiil  aux  ralataoM 

Ed  puticBlier,  d  m  feot  «voir  riatignb  4ê  CSuMhj  qai»  pear 
Xg  ss  «tf  M  fédttil  i  uoe  Ibnclimi  donate  •  (a^  a^  •••»  a^  oa 
peam  pteadie  «oaune  variablei  iadépendtate  a},  aj,  .»*g  aS  «t» 
•Iot»  k  dianitMii  des  lahtioat  <14)  doaaoa  ki  coaditioBe 


La  tabor  da  p\  aeim  doaaéa  par  la  preauèia  daa  teamlea  (14)»  at 
cette  valear  sera  déiml^nmhte  si  P{  est  diflSraat  de  0.  Les  dqva* 
lioas  (13)  dsaaeraat  alers  pour  s,  «g,  •••,  a;,  des  faaeliaas  défdop 
paMes  de  f,  aj,  •••,  aS*  Le  déleraiiaaat  CMKtieaaei 

D  (a^t  agf  «««t  s\^ 

aa  iddoit  aa  débat  à  PSf  qai  a*est  pas  aal  par  liypolhlee  Qa  peanm 
liiar  C»  a}»  .«n  ^  M  faaciiea  de  li^»  •«•#  ^  «^  *  psrtaat 
rssprsssina  ds  s»  ea  lail  fae  a  eeia  aae 
da  90  m^f  •••f  ^ 

laaabeaidr  trois  nrishlsBbksohiUsa  pideédorte  est 
Ma  de  riijadra  à  lealas  ks  aasslfaaa  aae  Fea  paat  ea 


• 


lit    VÊgf/m  tim  LBi  tttànwi  aux 

iiie«M  lohitiM,  0  mm  tuX  wimmûn  de  k  ■wilw  k  flM  ftaénl» 
les  éqMtioM  {ify  Les  m  «l-  1  faMtioM  1^9  9%  ^^  ocf  dlpwiihaf 

disliMlet  «itra  «es  foMlioMt  cl  i^  taticn  BéeentmaiMt  daM 
TiuM  de  eet  relitioMy  d*aprte  la  eeeende  dM  éqMlMM  (14).  Ceodij 
•  prit  les  eoiTantas  : 

«;mO.     H" s •  («^  .... «f). 

Pi^6Mii*<^A  im  ^l1^m^^f  oMleoMM  ft  ei  MpMeonMes  ideelMS  wêê 
nppori  à  »•,  xj,  ..^  «f .  „ 


léio  lee  coefBcîaBlt  de  ds^^  ..«t  4«S»  m  eHÎMt  n  —  ft  ^  1  ralatieM 

rr*-  —1*1  T^  —  •••  —  J<4-i  =  0, 


dxî       '^»  d;tf^,      ••• 


C     Mft, 


qui,  joialee  i  la  niatÎM  F  (t*,  of ,  f  tX  p^nMÉtiopl  d*tfipriiMr 
Vif  ••••  ri  ^  kfDOiùm  de  à  —  a  d'Mlre  «Uee.  Onitûà^fm  loulee  ke 
vakiin  witkke  s*eipiimmt  an  (Mclka  »  — »  i  varialika. 

Lee  rekUoM  (14)  4taal  ealiehilee,  ke  fanctknt  t»  x;i»  ji*  da 
Il  variaUee  reprkentdea  par  lee  fbrmake  (IS)  férifiani  lea  éfMikM 

F(f,  *o  p«)  =  0»      da  **P|  d«t  ~ ...  —  |>b  d«^ssO* 

Ellae  doBnenl  donc  nna  intégrate  de  l*éqiialioo  propoaée.  Toutekk,  k 
mèthade  donne  lieu  aux  reoarqnee  fuiiantea  : 

1*  Il  pourrait  arrirer  qM  ke  fonetioM  f,  f o  f^  qoi  aoBtknnMt  ke 
n  fariablee  indt^pendantee,  ee  rMiueent  à  dee  CbmImm  d*aa  neoiiidra 
Bomlire  de  nuriables.  0  cet  factk  de  voir  dans  quek  cm  eelle  ciiMM 
lanoe  ee  présentera.  Lee  rekIioM  élabliM  entre  ke  valeurs  initialM 
^>  ^t  Pl  déterminent  une  mnltiplieité  à  (h  — ^  i)  dinieneiMS 
eoaapofde  d'èlémente.  De  chaque  élénent  de  cette  multiplidlé  part 
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CBVBmuqiiOy  CI  rmKinDW  oo  on  MUMUi8fmM|im  lOfnM  praoi* 
natêgnle.  Il  €sl  chir  que  cet  cniaible  IbriM,  €o  gteéni, 
■rahiplieilé  à  n  iim&ukm»f  sauf  dam  le  cm  partieiilier  oA  la 
Iliplieilé  daa  taleva  fadlialea  aérait  ada-anèiiie  compoiéa  de 


•_••. 


Sp  Ce  eaa  eteeptiottaél  deaiii,  filiniiBatioD  de  lyHg,  ..^  «u^i  «nlra 
Ice  nhiiaQa  (13) 

caBdniniy  a»  géûéialf  i  «m  aeele  rektian 

f  =  ♦  (»^,  0^, ...,  a^ 

et  la  fiMMiioB  #  aenéfidemmeat  une  ieUgrale.  Il  n'a»  amut  ploa  de 
ai  dai  éfiialiaiia  (13)  en  poaTaH  dédeira  pliaaaeiira  rahlioBa 
laa  variablea  a»  aeii.  CSepeadaut»  |iar  ime  exteiiaion  do  wuoi 

ânC^Syrala,  due  à  M.  Sophea  Lie»  noua  m  rqettarou  paa  eaa  aaletiana. 

DCnae  maBière  génèraley'Beiia  ddaigneroiia  aaoa  le  naaa  d'tnU^raia 

•aÉl  ayrtèane  dPélémeeta  fériflant  laa  rdatiofta 

et  dfpmdaat  de  n  aarlaMaa  jadépandanlea, 

tef^Badieaa  ^m  Un  aer  celle  dédaitlaû  «aeiéBa  de  rialé* 


\ 
^ 


51#  On  aaliabit  au  éqoatioiia  (14)  en  praïaal  paor  «f ,  li*  dea 
ieai  laa  falaun  Inilialea  étant  liéaa  par  la  eeiile  nhlion 

L*ifllégfile  etsai  eUeirae,  qai  est  fiMuée  par  renaamble  dea  eandé- 
iinwa  d'un  point,  dépend  da  i»  4- 1  conatanlea  arbitreirea. 
ea  attribne  à  rnne  d'dlea  nne  vrienr  déCenninée,  en  anm  nne 
inUffaleeMplèlede  réqnation  (11).  Ce  aan  d'aillenra  nne  iMaUe 
MWfrnia  enqplèle,  car  ai  lea  âémanto  de  caHe  inlifrale  térilaiant 
nne  antm  dfpatfen  fne  réfnetion  (11), 

F|(«f«bft)«Ot 
en  deunit  aaoiri  pnlaqne  ponr  I  nn  ^  Cy  a^n  p||  ea  tédMaant  impacu* 


490    VÊÇOtm  SOE  us  «qoaviom  im  ineiivtMi  m 


RmAiooi  L  —  n  poufTi  irrlftr,  dapi  cnteias  ciSt  ^m 
l^nle  M  Mil  pas  um  ialégnk  pwpwmf  I  dite»  aiaM 
intégrala  au  mus  phu  laige  de  M.  Lie.  SQfipoeoiit  que  F(«|,  ji^  eoil 
homegèiie  ptr  rapport  aux  fariablee  ji^  rt  ne  fealbme  peé  s;  d^ 
cas,  des  équatîoDs  qui  reprësentent  PenssBible  des  csnelérislifaes 
issues  d*im  point  (i^,  «tt  ••••  *S)  ^  poom  déduira  an  sseina  éenx 
relations  entre  les  variables  s,  «g»  •.m^«  Dee  dqnsf  ions  digtenIkBsa 
des  caraetéristîqnes  en  tire  d'aboid,  puisque 

j»iP.  •^  ... -4- JI.P,  =  iiF  (»|,  jp^  =:  0, 

s  ss  «^.  Vun  autrs  cMé,  ces  équations  ne  changent  pas  quand  en 
diange  p»  en  Xjib»  ^  désignant  une  constante  qudeonqne.  On  peni 
donc»  sans  lestreindre  la  généFslitéy  supposer  la  rsleur  initiale  dep^ 
égale  à  l'unité  par  eaemple»  p\  ss  i.  Alors  «|,  ...y  x^  dans  Isa 
formules  (13)»  dépendront  de  f  et  des  n  —  1  variables  pS,  •••,  pS  qni 
sont  liéee  par  la  relation  F«  =:  0.  Ces  n  fonctions  ne  lunfennenl 
donc  que  n  —  i  fariaUee  indépendantes,  et  Ftf imination  de  eea 
variables  conduira  au  moins  à  une  relation  entre  a^i,  x^, ...»  9^.  Il 
en  sera  encore  de  même  si  la  fonction  F,  tout  en  contenant  S|  était 
boinogène  par  rapport  à  Pi»  ...9  p».  En  elbt»  si  le  lieu  des  caradé- 
rîstiques  issues  d'un  point  .(s^,9{, ...,  xi)  était  représenté  par  une 
seule  relation  entre  s,  Xg,  ...9  x«,  cette  relation  serait  néceesairanent 
s  =  s*,  et  on  aurait  pour  tous  les  éléments  de  cette  intégrale  p* =0, 
équations  qui  ne  résultent  pss  de  la  relation  F  (s,  x^  p^  is  0. 

RmiAiiQOB  II.  —  On  pourra  toiqoure  obtenir  une  inSnili  d*inM» 
grsies  complètes  par  la  méthode  de  Gauchy;  on  dierehera  pour  cela 
une  int^[nde  se  réduisant,  pour  x^  ss  «{,  i  une  fonction  donnée  à 
l'avance 

contenant  n  paramMrcs  variables  «g,  «g, 


.••I 


52.  La  métlmde  de  Cauchy  nous  a  conduit  à  une  notion  nouvetln^ 
celle  des  csKroctertsfigiies.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  notion  peut. 


dhoM  saDiln  Irti  ntorrile^  te  déduire  'd«  |imédé  cnpiajé  par 
Lagnaf»  fow  «Mevir  Pinlégnle  gënérile  •«  oHiyen  d*«M  iol^nle 

IVaaoBi  dUMid  «se  équalm  à  tmi  vtriabkt.  Mom  iinmis  w  que 
ri¥(«, y»f»«»k)ss0e8laM  ialégnle  eonfUte,  m  tblkBl  «m 
MiiMMi  niié|fto  €S  dInniBaiil  •  nire  kt  dfualioM 

•i  M  •  poté  k  ss  f  (aV  Cm  derv  Aquatimsi  (IB)  raprtaBlait 
combe  dépaodaiit  d'en  ptnmètre  •»  duol  le  lien  eet  le  tnrbee  i 
gnle.  Lee  dfeelieae  de  celte  courbe  eonl  de  k  ftnoe 

*«^*b         ^ 

•y  b,  e  etatil  deo  pmflaèlrae  etbilrairee.  Lee  cômbee  (Itf) 
wi  CÊmflêXÊf  el  noe»  ^ofoiie  que  Ice  eaifeeee  lalégfeleo  eeal  dee 
eagendito  por  lee  courbée  de  ce  comphu,  eeoociéee  euhunt 
loL  Goneidérone  une  de  cet  courbée  correepeuduit 
Ydeuie  ^  b^  e^  dee  penunèliuey  loutee  lee  eurfiMoe 
ebiesuee  eu  uiofeo  de  fimctiom  f^  tdlei  que 

courbe»  cv  lee  veleuri  de  p  el  f  »  qui,  peur  uu  peiul  f  uoi* 
i^UM  eurftce  inlégrelei  eont  ddnnéee  pur  lee  dfuedeue 


f 

•  ■*  •  («^  «w  — •  <W  «I»  «b*  «^  «^ 


\ 


A^iolvoM  lit  4aMAiMi 

fujl  iMl  flompitiUity  pminni  ^M  t»  «in  ji^  fMInl  b  rililii» 
f  (*f  ^ét  l^)  «s  Of  pv  rapporl  &  «p  «Bt  •••»  n.;  M  M  Ui« 

Pnom  M  Mira 

81  Mot  porloiit  dtiii  €tt  tipraitioM  Itt  vdMri  4t.«|,  «g»  ••«,  «^n 
MUi  ••  déduironji  pour  t^»  k^,  ...i  k«  dit  val^ttn  bito  dUtariiiéti 

Lw  S»  équalioiit 

qutikl  M  y  rtfanlt  «i  tl  è^  coiit  d«  oMitUuiItt  aiattt  4it  ftltuit 
iMermittéft.  Par  UmI  ^UimnI  i*,  af ,  ptt  vériltal  It  idalkNi  F«  b  0, 

UDMtt  MiMfc  dt  CÊM  BÉuItlnlicilét»  âL  MDt  iiHilAk  iinnndt  bét  Itt  ^uii&iMA 

AfiptloBt  MrMMWttffiiM  ki  AttlUplidUt  qui  iImmbI  iFttam 
défliiiat.  Pour  démonlrer  quo  loolt  turfiiot  intiSgnilo  «tl  mm  Util  éê 
anddrbllquot,  il  tufOi  Avidommont  do  proutor  quo  loulo  turlboi 
inldgralo  qui  ptaao  par  un  4IAmoiil  eonliont  la  mulliplieild  oaraaM* 
riatiquo  issuo  do  cet  éléinenl.  PMr  coloi  raprtuoiit  lo  prœèdé  M 
Lairnmgo  pour  déduira  do  rinlégralo  eomplftto  f  s=  #  uno  aoufollo 
ialAgralo.  Soioal 



loa  relaltoua  qui  lioiil  Op  Og, ...»  «.,  quo  noua  auppaatrona  rdaoluoo 


■  ■ 


OUF.  ▼•  ~  irtmoK  DB  ckvemt.  càBAcrimmoin».      i^-* 

fû  Ml  «n  Mlit&dte»  peot  sTéerm 

llMifli|pm  «19  — t  «I  par  bon  faleun  tirée*  dit  ismiiiet  (18)  «t 
4|iIqm  a  iiv9  lai  aocOksMBli  dat  diSfrailiailaa  «aii^tf  «««f  vn^}  il 


iîL j^  il^ t  an,     ^^^^ 

w  { Jïjir.  **35;7. •*î5;7.  •'♦•"•^ 

^    —*     *"•   —       ^k    ^      •     fc     «.A. 

LlaUgnle  thwthie  •'oMeiit  tm  âiodout  «,,  m^  ^.^  m^  Mti* 
riqMlkB  s  —  «  s  0  a  le*  équition  (18)  el  (1^  «è 


.\ 


Laa  lalaMB  cofiaipoBdantoa  da  p„  Pat  •••t  1^  mi^miI  rourniat  par  laa 

Oa  fMt  4ira  weow  f«e  Foa  «btitiidn  tovlM  ht  rriaKoM  q«i  Beat 
l«  Wncats  de  «M»  inUfiale  ea  Aimioaiit  «g,  «^  •••»•»  taire  lee 
HyMIieae  (t»)  el  (M)  et  he  «qartioae 

Oreaila  dKmhwrtian  part  aa  faira  coaMna  il  avit:  dea  (ii-4*l)  éq[M* 
ÛÊÊmfpt/^ 9m tira d*àbard  la ralaliatt  FssO»  puis «c^s 9,(^9 ^fOt. 
atpvaaila  Ka<^(Xt«bjV>-  D»  aarta  ya  naUgnila  canaidéréa 

par  laa  éf«atiaw  (18)  al  (19),  aè  an  auppaaa  «latK 

fMatiaM  f^  at  4iit  joiiite  <k  1«  reMiaa  F  asOe  Laa 

fii^at  (18)  —  dfpiâdaiit  yé  daa  («ti  ~  <)  CsactiaM  r«t 


M*f  fif  1^  •••!  4b(  |Mr  MMii|iital»  tl  Mm  «ml  vérUUit  |iir  Imi  mnw 
tlMAte  4*tt«  éUinîtiil  s%«fiPft  •)!••  Mmil  Meoit  «i^riOdii  pair 
Unm  lii  éldwfti  tdt  qM  !••  faadioif  fi  •!  4b  €o«Mrv«nl  k  mèiM 
ftlauff  c^étt-ànUr»  ptr  tout  Im  éMmtatt  d«  b  auilti|»lkité 

f-^  ^-tf.  ^tt.  (i:i;^-:> 

Eft  Ntiiméi  tiyf  lit  ioUfrilM  •isftttUèrM  dt  Ligmago  amiiiMUii 
lé  nifoaiitiiiMl  M  t'âppliqiM  plttii  toute  Im  inlégnilM  ê'dMmumi 
M  tMoeiaiil  Miivaat  um  etrtoiot  M  les  milUplidtAi  eiiieUritttiiitit 
M  qui  «ut  tftprimdt  ptr  \m  ftUtiont  (M)  •!  (lO), 

Fter  moolnir  TUmUM  4«t  diui  diOallioM  im  ainiclérfailk|iiM, 
MUS  alloM  MaUir  Im  «qualioM  dUMmntiellM  im  mulUpUdlét  prt» 
«MmIm.  PviiqM  I  «8  #  eti  UM  teUgnito  conplèto  dû  réfiiiliM 
F  B  0^  M  ami,  qiiab  qua  ioiaat  «i»  «i, 


(-ÎD 


•»*!•-•' 


dJUEkanUattl  par  lapport  i  op^,  al  par  rapport  à  «n  11  viaat 


«??*Tp.  -•♦ 


Êeriiaûa  ba  Aquatioat  da  la  Bnultipikitf  aoiia  la  knm  dqoiialaato  4 
la  fomia  (17) 

(<  s  1,  S, ...,  n), 
(Ass9|3|  •••|ii)i 

ail  al  1^  Maal  daa  aoutantoa  afUUairtt*  Naua  dlaliagiMiMa  dan 

m  * 
m  • 

i*  La  délermiiiaiil  fonelionnel 


D  (a^, ...»  aO 


GBAP.  T.  —  MtnMMME  PB  CâMn •  CâRACrlMRIQIfM.        iS 


Du»  tt  CMt  on  ponim  aiaUra  Im  équalioiit 
k  forie  éfumJcnte 


(I  s  1, 8» ...,  n\ 

mt  i«lrod«tfpat  «M  variable  itudliaiTO  1»  e,,  e^y  .-t  ^  iWgiiMit  it, 
MBfdks  «MMtantfli.  Lei  dernièret  équitioûi  donaewwt  ggy  a^»  >w»  g;^ 
CB  fandioB  de  ty  et  i€t  premiéree  donnennU  entoile  i,  ^0  ••••F^  Om 


et  '^lisf.àXiàs^  4î* 

y  â'^  dx^_     ià^ 

à* 


•■■■ 


^  furm  leieur  lirte 


ém  flodBeients  des  taanmkm  th  +  ^^u 


te 


41   ^  tZ 

I,  fri  «l  «fliinnl  de  0,  B  Cnt  4m  fw  fM  ■» 

rf«       IZ      ^ 

4^ dt 

P,  ~     «Z* 

ép,_     ^    J»»    Pâ. 
41         ^4ai,4«^il 


MHS  rrtroafOM  Wm  Im  équalMis  (iSty. 

S*  SuppotcMÎt  1  s  0.  Kout  iHifOQS  qiM»  dM«  c»  oMt  iMikidUlii^ 
BiaanU  mioeiirt  du  prtmitr  oitirt  m  ptutiot  Mvt  eiiU.  SupfiitMHi 
pur  ciample, 

La  eondilioi  I  a  Oexprioie  qa*il  y  a  um  ralalMi  mÊln  laa  fMuiiiléa 
•---*>•••• -r— >  car  on  peut  aittti  rtarirt 


Sott 


Mtte  niatka.  Si  m  |  lamphoa  Im  qiuntitéi  j-»  (hsl^Sk  «.,«)» 

par  lauft  valevft — l|k  j— »  oa  tD  «Mcliil  ^pM  j- al,  par  aailat  ioataa 

laa  oiiaiililét  -«•  aasl  ^xM^^t^nt—  W  louff  d*Biia  airitialirilé    liM 
épatioM  d«  te  caracUfittiqiM  pemwit  d«M  s'AeriM 

#1,  «^, ...,  e«  ëlaal  das  eo&atantaa  liéaa  par  la  lalalioa  ^  (e^t  a^  -ta^ 
=:  0.  Laa  II  —  1  dqiutiona 

~  =  c,.      ....     ^— -s^., 

pannallMil  d*aipriinar  jr^»  ...f  ob^^i  an  feodiatt  da  «^  al  an 
aosuita  x,  p^,  •••,  p^  *u  "M^yao  dea  pramièrea  relaliaM. 
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N0iift  atfOBty  d*«ill€ii»9  qie,  dans  ee  cm»  F  ae  dépend  ptt  dt  Xf 
fïmMt^Sie  qqe  l'on  a  Z  s=  0.  Lw  rehtiani  (90)  prauMal  dast  k 
pivaaimple 

<"^     {.-.      -^  (< = 4,  j; ....  »). 

Laa  dataièiia  dqvationa  (S)  aoai  dea  dqvatkina  Iwwaafiaaa  ^ 
lioëairpi-aa  djc^  dont  le  défermiiianl  I  aal  nid,  aaaia  dont  «a  oiiaaiir 
dapraniarorilnaaldillErentdaO;  par  autet  eaa  éqyaiiaaa  adaaal» 
tant  u  ayalèaM  da  aalvtioiia  et  laa  iaeomniaa  ne  aanl  délaramiëaa 
fft  aa  fcalaf  de  proporiioaoalilé  ptta>  Laa  darnièwa  i^aaiiaiia  ÇKf) 
BMalfaal  qaa  laa  qaaatiléa  P«  fmaaal  auaai  aa  ayaibèaM  da  aahdiaaa; 


par  «Il  h  valoir  «oain«M  da  cm  rapports.  Oa  •  alora 

I- 


-«-2 


#*♦ 


P»tf<s:  — X,4I, 


caapte  te  pnmiirH  wltiam  (907-  QMirt  à  4«,  «■  • 


ég  ss  ji,  il«^  ■«• ...  •«•  ji^  tfa^ 


Darit  >  là  «w  laa  BalliiiUelUi  définiaB  «■  teakr  Kaa 
KfîBaa  Aiaaiiaaa  dîAMaliallaa  oaa  laa 

daa  Su  «-•  1  caaalaalaa  «b  K>  ^^  b(aa 


mt,  i»/»  fMm  fiM  Fm  ait  T(f,xt9p2)  s  0.  Ce  kmU  doM  Man 

FéflfWltMNI 

'  ('f  •••  ••••  ^^#  ••»  ••»  •••»  ^  **  ®» 

1  ss  #  (»|^  •••^  ar^  «p  •••,  «ij 

la  falaur  de  m  obtaniia  a»  létolfaal  aatta  équaliaB.  Lm  caïaaléria» 
liquca  auriNit  p<Hir  équatiaaai  mnw  l'avoua  va. 


Vanlre  pait,  att  a 


( 


£a  poftaal  aaa  valeurs  de  rr-  »  t—  dana  leaéfQalieaa  pi^kédMilaa, 
att  en  eendiit  fua,  ai 

V  (If  9|9  •••»  X^  tfif  •••y  ^h)  ss  U 

ê9i  «me  ifiMiyriala  eomjrfâia,  las  dfMaliona 

83.  Naoa  avona  m  (g  50)  que  ai  an  aanoalt  ka  aatadlriaHfMi^ 
oa  peut  en  dédaira  rinUgrale  (énérale  de  réqoalian  (il);  m  fai 
piéeMe  noua  aMmtre  que,  réeiptêquemêntf  ai  an  aannall  nna 
inlégrale  eomplète,  on  a  iminédialement  lea  cameldriatiqinea.  UlnM* 
fratian  d'une  équation  aux  dérîTéea  parliellea  du  premier  evira  an 
h  détenutnalion  des  carsdéristiquea  de  celle  ëqualian  aont  danedeun 
praUèmea  absolunnenl  équivalenla. 

Gonnaiasant  une  inlégrala  oomplèla  d*una  équation  du  fianiier 


»AP.  ▼.  —  MtnODB  DE  CàVGHT.  GâRACTÉlimnQUn.        Itt 

OTdn,  Ml  peut  m  proposer  4e  déterminer  «ne  intigrde  eiHetyee»!  à 
4ee  coaJitieae  faûtiales  deoiiéee,  Eb  peenni  per  F ialennéiBairo  4ee 

par  eaeiBplet  cenBilteant  bm  iBlégnde  eooiplMe 


f  as  ^  («19  •••!  ^  «19  •••9  i^J, 
iBtégfBleeeiédaiMaty  poaraB|S:a^9  à  bbb  fnKlioB 

V      ^^^^ftB  V      ^^^^Év  fli^H^      ^^HBV  ^^^V^B^W  ^^^^v^HH  Vi^^V      ^^^M^^^^^BBe^B^P       B^^BS        ^^pBB      ^^^^B^B^^^^BHB^P 

iff,  «f ,  pf)  wni  reprtwH»  par  lu  égclio»  . 


1^»  i|i  itaat  MflinûfaiéM  pv  las  véiiliiMi 

Bfoir  FiBMgnde  deB^aJée»  H  fiiBdfB  ItoBiBr  le  Ubb  èm 
iUWM Mrlilin wi  lorHiBe  FëMaMBl  iBÎtiâl  ettieCûl  •«^  rolatioBe 


yfliaÛMliM  de  pi,  .m,  f?,  >„  .^t  K  MlM  hi  tfMtioM  prtoéd— to» 


.-*     /«*      £&-x**.    i&-i*!.    /««*A-.*\ 


t 


BBtfB  leefBdlee  1  eafllra  d*éliaiiBer  b,,  ..^  m^  »%  •••,  «î  et  X.  te 
es  déMi  k  rl|k  pfiliqae  eBtfBBte  0)  : 


s  sa  #  (j^  •«•9  1^  «19  •••9  ^Jt 


«.«^»> 


130 ..  uocoM  «m  u»  tQUATioM  àjn  »teivte»  Mcrmui. 

vwiM€$,  #11  étémi»erm  m^^ ..,,  «^  «S,  ••.,  x2«  X  «nlnv  iêê  i^n  ^  1) 
éqiêoiiomê 

,.♦,  /;^#,,    5ï;-^57;   àTt-éi:'  \k^%3,^..my 

RexAiiouK.  —  U  aVit  pat  aéoitMira,  pour  ûiMfrcr  réfoftlioii  (11), 
d*aTOftr  rial^grale  géaétab  du  sjcIèaM  (tl);  fl  tuffit  db  oNiiialtff^ 
lut  iniéipnie*  àt  m  sjHànM  doAl  les  vaieort  UùUakt  vériAml  la 
relalkm  F  (s^,  «f ,  |iC)  =  a  Si  ua  a  ïaMz^  oonpIHMieiil  le  é^ 
lèm«  (IS),  oa  aara  inlés^  par  là  wnèmm  Féquatioa  F  :s  «^  oA  a^ 
désigaa  une  ooailaola  quelconque.  itèeiproq^ÊeèAemi,  toit 

«  SS  ^  (X|t  i5gf  •••!  X^f  #|f  An*   .««y  01^9  a^l 

uae  ialëf raie  eoeoplôle  de  réqualkNi 

F  («»  «0  I»»)  =  «•• 
Les  caradérisliques  seront  repréeenlées  par  Ica  relaUous 

0  =  1,  i, ....  a),  (^  =  9»  3, ...»  n). 

Cet  Aquattons  doaaenl  ua  ayetème  d*mlAgFalee  du  ayelAna  (It) 
dépeadaul  de  Su  parauèlrat  arbitraires,  et  an  voit  aîsëment  ^uVni 
peut  dispaser  de  ces  3fi  coastanles  de  bcoa  que  r,  «<•  A  ptaauant 
des  valeurs  quelconques  données  à  ramaee;  elles  reprtsenteni  dane 
l'inlëyrale  générmU  du  système  (iS).  D'ailleurs»  l'im^iratian  du 
système  (1&)  équivaut  à  celle  de  Téqualioa  linéaire  du  premier  crdra 

(33)  0..P.  +  ... +P.P^$?+'|"{P. J^-(X.+p,Z> JJ}=,0; 

donc  rinlégntion  de  l'ëqualion.  F  =  a^  et  celle  de  réqualkm 
linéaire  (*23)  sont  deux  problèmes  équivalents. 


cmàP.  n.  -*  Urmmm  ks  KMinfom.(4t  t)*'t1^»fl*  ^ 


CHAPITRE  YI 

DéBailkii  des  eiqprtiaioiis  (f.  f)  et  f^,  f].  PMBièrt 

mélkodê  i«  Jacohi. 


6*.  Iléwafmitni(SB3)q«*<te«(dMB<«l*^<»<iM 

(t)  F  (*■»  'ft  •••!  ^^  Af  Ft»  •••»  P»)  ^  •#• 

^  ••  eMiieal  pas  s,  noiégfition  de  eeCte  étpMtion  •• 

cdfe  d«  ftjsièait  d'éqatlkHw  dUBrtaliellis  

d»i  ^^  —  d^i  ^  ai 

P4         il"^  ""  *>!  -^  -  +  P.^' 

n  wllra  iFimUgne  !•  ft]ftlàiiM 

^  ■•  eomtkai  |mw  1  tl  eo  aaim  ensiiili  1  para»*  quadratare. 
Llmiinitlaii  de  «  denifar  t][iliiê  eti  éguifalMite  t  rinMifmtioa  dt 
rifinlMi  da  ptenier  eidra 

a  rt  ^ y  (  àf  àf      ii  et)  _  'fl  P (»,  ») 


t^W  flK^H^^^fal^M  /A.  a\     flBS  W^^^    ■Mtt^^nif^tf^MS   M^IMA^A  ^ft^A    tf^J^I 


' 


IhiVifffa  mbI  atttBOfli  MMS  Ift  MM  &  mÊÊMÊÊÛÊ^ÊÊ  âm  f^l^^   Ai 
ttlta  BOlitioB»  PéoviikMi  wtéÊêàÊÊÊM  nÊÊt  iTéariiiÉ' 

«t.  à  WM  q«adnliiM  ptK  TutflgnUioo  dea  «qualiMM  (i)  «l  (10  «mi^ 
deux  yrabléaM  équinl—to. 

Hmm  fawM  coMiallw  JMitiBitew  wl  qmlmiw  mm  ém  fWf  riJKi 
<Im  etpKMWM  (<j),  f ).  On  a 

«  Mnfaul  UM  oo«<H«to.  Stil 

t  =sK,(s,  9,  t.  — j^l.  ^)»     f  =  '•(«»  >.T»  •••>%  1^ 

«I  «,  9,  Y,  ....«X  <*iînMMt  4m  fcadioM  qMleoafiMi  4m  miUIm 
«I»  «■»  •••»  *•  Fil  F»  •••»  P«î  •■  ••'* 

le  nombre  des  IniMt  do  iseoad  nicndwe  éteal  dfil  u  mmhIm  dis 
eomMnâMOM  d«t  Mtict  t,  ^,  y»  — 1 1^  'mi  à  d6iuL  Lt  prapriilé  h 
pltts  importante  de  ees  p«i«nllièeet  «cIlAtuifaMto  :  f.  f» ^^^''^ ^^^ 
/bncf tetit  gtiflcoiif ii«i,  #»  a  klaii(i]ii#mml  (*) 

Eo  effeti  diaqut  Urme  du  immiar  mambet  mC  lt  prodiil  d*iiao 
dérivée  du  teoond  ordre  par  deux  dèrivéee  du  premier  imirc;  il  euflU 
donc  de  prouver  que  oe  premier  membre  ae  eonlieftl  aucauo  dértféo 
du  second  ordre.  Nous  allons  mooirer,  par  oxemple»  ^*il  un  eoolieiit 
pas  de  dérivées  du  aeoond  ordre  de  f.  Les  termes  contenant  ém 
dérivées  du  Mognd  ordrt  de  f  pnoriennent  loua  de 


^ 
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^  peal  «Mon  aTéerire 

(♦.  (f  »  r))  -  (f  »  (♦.  n). 

alois 


f«itq«e  cet  denz  expnsttOM  sont  lioteiras  ppr  rapport  «n  diriféoo 
ée /;  ropraooioa  précédente  o*écril 

T(X(0)-X(Y(n), 


fidt  coaune  mqo  le  ot?ou  d  liX  M  coalioMi  peo  de 
oMifeeo  eooDQoeo  de  /• 

Oa  déduit  de  cette  identité  rimporteete  piopieMon  ontenale» 
COBMM  eone  le  Bom  de  tliéorftoie  de  Foitooa  : 

Si  m  H  ^  rnni  éewx  iMiégraUB  de  VéqUÊMm^ 

(■,  D  «Il  «M  imUgrmlt  4»  te  mtm9  éqmatim, 
LMaàm 

(CF,«),rt  +  ((a.»,r)  +  ((fcF),.)=0 
détient,  priiqaê  (P,  «)  as  0,  (F,  9)  =s  0, 

((«.»,f)=o. 

^ptt  œmeoiie  n  prapoomon* 

n  eenblenity  d'eprèo  cdo^  qu'il  oefllrait  de  cosnattre  deux  inté* 
gndeo  de  réqnolioa  (SX  ^tie  la  Ibnetion  F,  pour  pomroir  echever 
rintégnitiotty  pei^pie  de  dons  intégrales  en  en  déduit  une  troiaifeme; 
en  combinant  celle  nooveOe  intégrale  atee  «ne  dea  denx  pnanièrea» 
en  en  9mnii  «ne  qnalriènie»  et  ainai  de  anile.  Maie  il  peot  anrifer 
qne  (a»  f)  ee  lédatae  à  nne  conatanle  en  à  nne  iMiclion  dea  inl^pralea 
d^  cMoMaa.  De  aorte  fne,  dana  la  pratique,  le  théoièmet  aana  dire' 
en  défcntj  n^n  paa  lanle  Fimpartanee  qnH  penlTaieir  éTapiéa  aon 
talUfiMirffn  dana  «n  nstn  chapitre  anr  PappOealien  de  ec 


pw  npfart  II»  «arialilM  jib 

♦  «=  «tl»»  +  «•!»•  ••■  -  ■*■  ••^•» 
f  «  *il»i  ■••  *il^  ■♦■  •••  •♦:  Kl^» 

«t  fAMIt 

..,_       ^    àf      .    êf  .    êf 

L^Mpmsk»  (4»  f)  le  réduit»  qyaad  oa  y  iwipliot  ji|  ptr  -pt  i 

X(VV))-Y(X(/)). 

SiMa  (^f)aO|  te  «ysifrim  dit  fkua  éqviUMUi  X(^«s4|^T(/) 
a  0  «•!  jMolliM.  8oil  /  UM  inM(r»to  4d  réqufttioU  X  </)  ss  0, 
f  44»if4aBt  MM  fciM^toi  âtê  nmAm  variaUM  «i^  »g,  •••!  i««,  (Ni  Mrt 

^r  iMil*  ^  ttl  f  Mut  dkras  inUgnlc*  ^  TéqMlMi 

il  (f ,  f)  Mi  »<Mii  INM  inUt|nl«  i»  flcIU  Aquaiion.  ValIlMn 

AMM  rtlMttvoot  «M  proprMlé  «ooniM  dei  tyilkMt  jnolilim  (|  30). 
B5.  CaniiidémM  maintf  naut  une  èqualîM  oontonast  i 

Noui  avoM  T«  qua  rintc^Krilioa  da  cHto  équalioB  aa 
rinUfratiaa  4a  rdi|uatioii  tin^air» 

PoMUi  |iour  abrigw  réeriturt, 


piieédnle  pourra  s*éerm 


M9  «fce  «ae  nolaiioii  anikigue  à  celle  des  parrathèiet  pnécédenles, 
(♦)  rF,^J  =  0, 

M  foml  d*«M  mtmèrp  géoérale 


««« 


Lm  «preuînM  [,  |  jouissait  de  praiprMIét  anaiofiMs  1  otUa*  des 
pâfettliièses  (,);  nais  la  ptopriélé  fondamentale  ne  a*élend  pas  eam 
cfochels.  Si  U,  ▼»  W  sont  trois  liNietioas  qndeonqnes  de  s,  x»  pi» 

RO,  n  W)  +  [[V.  Wl  U]  +  [[W,  UJ,  V] 

n*esl  |«s  nnBe.  On  dénontre  d'abord,  eomme  pour  les  parenthèses, 
que  asile  ssoune  ne  contiettl  anenne  dérivée  dn  second  ordre.  Or^ 


Lh  mé»  tiKmm  fu  ne  contieadrMt  pM  de  déritéoe  da  aemnd 
([U,  f)y  w]  prafiëndrait  de 


«■  Ait  b  «MBOM  des  trob  éspneslow  aiialofnwe«  oa  liMveqa'cile 

f 

cTcit  tatt  OB*  fcactiM  liaieire  des  cndMlt  (W,  T],  [U«  W],  (V,  t}). 


MMM^iMaMMii^aMMM^BMl«BaiaMMMMH^aMiMBMM»« 


tnLswSis. 


iM    uçom  wn  ut  twATiom  aoi  «tenrin 

St.  PvMdéM  léllÉi^t  éè  JaMbL  -i»  Ki  CMiptiaal  Iti  Ira- 
mm  drRamUlM  iur  la  méeaaiqyt  à  la  aélhadla  et  PIUT»  Jauoki  a 
él4  coadttil  à  usa  nétlioda  d'ialëcralian  Uaallqaa  au  frad  à  aiHa 
da  GiaeliT»  qui  Mail  laaaMMa  da  Jaaobl  à  aKIa  fpai|«a  («).  Nava 
aipaaaiMa  aalla  mélhada  afea  la  sadUkatiatt  da  Mayar  (*)•  Sappa- 
aaaa  avae  Jaeabi  qa^aa  ail  fail  diaparalUa  la  raneUM  laaaaaiia»  aail 

(5)       ;n      V  *••  "••  *■•  y«  '  ***•  sjj  * 


aaa  dqaatioa  aaa  ddrivéaa  partiallai  da  piamiar  aidia  aalia  la 
lian  inoaaniia  V  al  Ica  (n  -i- 1)  aariablas  iadépaadaalaa  1»  «i,  •••!  «^ 

dV 

rtftalua  par  rappoii  à  la  dériféa  -~*« 

Foaooa  ?—  ss  jni,  aaaa  paarraM  alafa  derlia  rëqaattan  (S)  aaaa 

(V)  ^♦H(l.*i,jiO-0. 

Llalégr jliaa  da  Féqualioa  (5)  aa  nuaèaa  à  aella  da  ayaltaa  d*4f  «a» 
liaat  différaaUallet  ardiaaira 

EaaaM,Mlt 

•  (f*  •!»  •••»  ••»  *!#  •»  •••»  ^  ♦  ^♦l 

«M  bilégnto  eomplèto  4«  féqwliM  (B^  Mit  f m  Tm  ail 


B  (•»-.<)*•' 


B.  fi»-lt1).  Vat  traéndlM  InuKtiM  4«  r«  wéaiéf  a  4to  f«Miéi  tes  It  iMM 
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lUifiik  gteAnk  dn  qrtttet  (8)  aem  dMUiét  ptr  les  fcr^ 


#è  hi  détigutol  des  amslanles  «rbitnûres.  Ea  effet»  les  Su  fondioiit 
*if  •••f  ^  J^if  •••!  J^i  ^  ^  définies  per  les  rriations  (7),  inériAenl 
ht  éfwtioH  (B);  c^est  «a  ces  ptiiiciilier  de  le  propositioB  plis 
tfaénle  dtoenMe  eu  dtepilre  prëoédeni  (|  88).  D*bo  aotre  cAté, 
e«  peai  disposer  dêi  Sii  eoosleates  «iip  è|  de  bçoB  que»  po«r  t  as  (^9 
jE^  ji^  praaaeat  des  falems  doniiéss  i  rafinee  «f ,  pi.  BMpmqmÊ 
menl,  je  die  fw  ei  oa  m  inlégri  le  ejstéme  (8),  en  eton  «m  ialégraie 
f—pIMa  de  réfueiion  (B)  per  one  eenle  qoedritwre»  Ém  eflét»  eeit 

MgL  (  ^  *S5  fi  ft  •!»  *•!  •••»  •S»  *i>  *t»  •••#  ^y»     (i  as  1  S.  •••  «Y» 

%  Fi  *^fi  (^  ••»  ••§  •••f  •»  *•»  '•»  •••!  ^é)! 

nrtlgnla  fénénle  da  ejsUaie  (B)»  oA  a,,  a^  •••,  a^  dAsigneat  les 
eslaan  iaitieles  de  pgf  p^  •••y  p^  et  Ogy  h^^  •••y  e^  ceilee  de  9|y  a^f 
•••t  iVt  fvead  ea  lût  C  88 1;.  Dee  n  preiaiéfas  4q[aetieae  ^oa  poaria 

Ihw  ^f  ^»  •••>  >.t  «tf  h  détemiaeat  S^ll^^:^ 

Il  {9^f  •••t  ej 

pear  f  ss  1^  et  ea  porfeni  ees  iralears  deas  les  n  dsraièfes  oa 

les  qoeatiiés  pt  axpriméss  ea  fenelioa  de  t,  a;i  et  a^  Doae» 

dee  vsriaUee  if  a^  ji^  a^  h^  *peana  s^eipnaMr  eeil 

dee  firieMes  îf  m^  h^f  seit  aa  aM|ea  dee  leneMes 

^  >b  ^  O*  IiMfiiMMis  ^Vmi  preane  d*ebord  pear  TsrieMee 

ly  iVi  et  t|»  Pesoas 

h  hnrifn 


li  tnvtfl  cai  plw  laïC»  e^  SM  Ss  ^  1 


t  uonu  ^  iM;  t.  un»  ».  MS; 

fi«  tlrtt,  t  TOI,  ikSai»sk» 


M  Mwa  «M  iftlégnd*  conpM»  <•  réq««U«i  if).  Nma  èW- 
g»iWPi  fw  la  Icttf»  d  niM  dUHranMle  rtItUvt  à  «•  accfoitanncBt 
41  dt  h  amie  wriablt  t»  par  ft  «aa  diflérMitMlt  idalha  à  dca  ataciM- 
•êflMttta  hOif  8èj  dH  teulâs  variabltt  ai,  è^  M  far  A  la  dilBtaNilMlla 
totale,  de  telle  «ofta  que  Ton  a 

A  s  rf >  t,       A  V  ss  d  V  -f  a  V,      AX|  s  dx,  h  tx«. 

Caloiloaa  AV  :• 

dV  s:  l)  de, 

OTaHIaurt 


.  > 


Bamnlafaoa  7—  ci  -r—  par  leurs  valeurs  Urèea  des  dquatiaBa  (8);  il 
siaot 


.u=2h«7?*2^»* 


al  att  iMMiquaul  que 


OuadoM 


al,  parauila. 


jT'io  ><i-y  htik  -ff  «.«v 


dH 
au,  eu  léduisani  et  ramplaçani  ~-  dt  par  ds^^ 

dph 


ftà» 


AV  =2  (ft  A«b  +  *»  Aa.)  ~  H  A», 


*•! 
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Celle  reiatioa  ente  ht  difléieDlMIct  tolalet  subtitte  qMll«t  qot 
•oient  lee  imieMee  Indépendenlee;  en  deH  Ame  amry  en  eoppeeenl 
V  eipcMiée  en  mejen  de  Si  x^  t^f 

Celte  «wclieB  V  Yérîlie  doue  l'ëqualief  (5);  d'anieim,  povlssl^, 
die  deil  ee  iddeire  à  m^x^  -4-  •••  -l-  «.«.,  el  le  détenninul  I  ee 
lédeil  i  r««ilé.  Per  coneéqueel»  V  -h  «.^-t  Mt  «w  failé(file  eeai* 
plèle.  ^ 

LlBlégnition  de  réqnetion  (5)  ee  renène  doue  à  eeile  du  ejelème 


^aP|      à  H       à  Pi  àU 

■  I  II  s:2       I  »       »!■'■  ss  «i^        » 

dl       épi       ai  dX| 

TeiHe  tatégrele  ♦  de  ee  ejettne  doH  fëriSer  réqvelieii  liiiéeîre 

Ott  enn  dee  inlégiilee  indépendealee  de  I  de  eelle  équelien»-  dene  le 
eee  où  Hue  dépend  pee  de  f,  en dieicbani les inlëgnlee de Tëqulion 

(H,*)  =  0. 

CTeelce  ^  ee  pideenie  dene  lee  proUèmee  de  mécânifne  leceqne  le 
fcnctieii  dee  inreee  ne  dépend  pee  dn  lempe. 

Pjpenone  le  eee  fénérel;  Hmeifi  $mÈ  deux  iiUégroteê  de  Véqurn- 
fie»  (9%  (e,  A  eef  eneem  «me  iniégrah.  Le  propoeilion  e  éij^  élé 
éleMs  breine cet  9  ne  eenliennent  pes  <•  Si  c  et  3  eontiennent  r, 

nne  nenvrile  varieUe  ansiliafan  T  euireependent  à  I 

kf,sH4*T. 
((H^»))^0;, 


dfe  d'écrit 

•I M  iMril  à  NfuMiMi  (f)  d  ♦  M  «p«ad  |M  «•  T.  Omh,  ri  •  «r  9 
•MA  4m  Ml^nl«  d*  MfMliin  ^  «I  aan 

((H.,.))  =  a,      ((H.,»)=0, 
•t,  psrmile, 

((Hm((^»)))»0; 
or 

•1  Ml  •  k  rehti—  ^ aH  fallait  dimamtnr 


8»fpiaoM  4M  im  étfÊMÛaùn  (fi)  «^rfeal  1m  ^yi 
#aa  pMblène  d«  néetnique,  oà  I  reprétentolt!  temps;  si  ss 
P  s=  GoMt  ssHt  édOOL  inlégFsles  pi^iiiUnas  ds  es  syirtèass^ 
sise  (««  ^)  sera  aussi  ime  inlégnile  et,  psr  coB^éqiiesl,  e 
mie  uleur  eonstsals  pendaal  louis  la  dluitte  du  isuisaisut  C 
ssus  esila  fbma  qus  Poisson  0)  a  obtenu  son  iMsrtiuê. 

RniAUom.  —  Nous  ipenoas  et  osoutrer  que  de. toute  iuléfrale 
complète  de  Féquatiou  (5)  ou  déduit  riut^grsle  générale  du  sye- 
time  (0),  et  réciproquement  lorsqu'on  eonnalt  Pinlégrale  ginèraln 
du  rjslème  (6)  on  s,  par  une  seule  quadrature,  une  intégrale  compIMn 
de  l'équation  (5).  Mais  Tintigrale  complète  que  Ton  obtient  ainsi 
n*est  paa  une  intégrale  quelconque,  c*esl  Kniégrale  complète  qui^ 
pour  I  ss  f,y  se  réduit  à  a,  x,  +  «g  ^  "^  •••  «.  x«|.  U  est  aiaè  de 
renfler  que  lorsqu'on  connaît  dt^â  une  intégrale  compléta  quelconque 

4  Of  *t9  ^t  ••*t  *••  ^it  ^>  **-»  O  ^  l'équation  (5),  la  quadralum 
préocdcaile  a'effeotue  immédiatement.  En  effets  l'intégrale 
du  aysième  (8)  sera  donnée  par  les  équations 

~  =  J»H        ^7  =  **»  (»  =  1,  «,  ...,  h). 

ih  ImrwÊà  éê  fictif  jP«lyiN*Mf«r,  «S*  MMtr. 
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♦i  **  ♦  (^  'ff  ^  •••#  ^*  *if  ^  •••#  Of 


il  ibn  rhlignln  ciMraUt  mi  doBotepar  h  litwhi 


ff«nil  poar  «ariâblM  iodépaniulei  f,  i^  d^  Os 


=g%^-^f-4b. 


▼  = 


Qi  M  cosdut  (I)  ^*«laiil  dsBftée  «ne  iaUgniê  CMplèlt  q^t 
CMfw  ^  de  réqpete  Çl^  rinlignle  ^  pew  la i;^  ee  léddl 
à«^^  •«-  •••  4- «^ «Uf  * p0>' 


1^  1^  ee  dédeinat 


se—  ^-^'      <'-«.».•-.•* 


«■iMaB 


Ifi^flltt 


iia      tMÇOM  Wa  LO  lQU4TiaN8  AOX  HtalVÉQ  PAimBiJEft. 


CHAPITRE  Yll 


HMhêdt  dt  JmoU  §1  laitr. 


8T.  Lai  ■ét^pdei  prfeédanlM,  «mfoelle  d^  LftgfWft  •!  pMrpI, 
wikiwit  riatégnlkm  d*UM  ëquitioii  aux  dérivém  jpirtWlat  dia 
pfemitr  oïdft  à  l*ial4graiioii  cpmplèle  d'ua  tjiièwn  dPëqiitUoù 
difltreiilMlIct  ordinairst.  On  doit  à  Jaeobi  unt  aoir»  mMhoàê  daat 
bhqoelltt  on  A  à  eherdier  tncoessiveoMnl  une  mule  intégnia  de 
pluskNira  «yslèmet  oaaApleU.  Jaoobi  était  an  ponaestton  dat  principaa 
cjuanliab  de  calia  nouvelle  mMiode  déa  4836  (*).  Il  Fa  enseignée 
pendant  longtempa  à  rUoivamlé  de  KinnigtbaiY,  niaia  ee  n*eal 
qu'après  sa  mort  qu'elle  a  été  publiée  par  lea  ioin^  de  Clebadt, 
en  1802  {%  Dana  cet  intervalle,  la  plupart  dee  thèorèmea  de  Jaoobi 
avaient  été  retrouvée  par  diOéfenta  géomètre,  Liouville  (^,  Bour  (*)» 
Oonkin  (^),  etc..  En  particulier,  Bour  à  montré  que  la  méthode  de 
Jaoobi  s'étendait  sans  difliculié  aux  sjstêmca  d*équationa  simultanées. 
Néanmoins,  on  a  conservé  à  cette  méthode  le  nom  de  métliode  de 
Jaoobi.  Enfin,  les  travaux  plus  récents  de  M.  Mayer  aur  les  systèoMS 
d'équations  linéaires  ont  permis  de  diminuer  beaucoup  le  nombre 
d'intégrations  exigé  par  l'emploi  de  celle  méthode. 


(t)  Voir  «M  Mtrf  âm  IS  Mrcoibrt  IflOS,  adrcsée  à  V.  It  pnÊmÊtmt  I»kt.  iccrélaira  Se  la 
clttM  tf«s  StiicMcn  nalliéinaUqat*  de  Vkcêàémlê  éb  a«riiA.  Jmhm/  4e  Crtêk,  U  XVn,  r-  as- 
Sl;  Cfêêmmeilé  N  ^rcr.  t.  IV,  p,  41  ;  JûWêi  M  UêtuêUe.  t.  III,  f  série.  ^  44. 

(^  lambl»  Ktê  Meikûéiu  #f «iiMMi  é$f^twtiêif9  pûfUmlei  prmi  miiÊù  iMm 
99rttMimm  ^uewtatM^iu  pt&pmUê  i»te$nMii  {iêtwêi  êê  Cnik»  t  UU  ^  4-ISIK 

Voir  aiuii  Vêrietiut§fm  êktr  OfMaiiJt  ;  pessia. 

B  Gtan  4«  GollèiEC  et  rraiet  «•  IS8S. 

(^  aMr.Surfiar^frtf^fl  en  ifutiam  Hiêrtêtkttn  pÊrtidlf  é»  fnmia  H  ém 
méfê  {SêurmÊl  éi  VEnU  f9i$Htki^que,  30*  etUar). 

(«I  SonkiR,  HiUm»fkie9i  Trattêtiiêmi,  ISSk 
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88.  Nous  comineBoepom  par  géoénliaer  la  définitioii  dk  riatifrtlt 
oomplèle  éé  Li^nuige.  Contidèraiifl  hm  équatm 

(1>        V  (r»  »,,  ff|,  ...t  a^  «i»  «if  —f  ^-#4-0  =  •»         (!»>•*>• 

déSoisaaal  «M  fboctiM  s  des  ftfiablcaae^,  «^, ...,  ««  elle  (fi-^^ 
pafMBèliw  ariMlnim  An  A^y  •••»  ^— >#^i«  Si  bous  comidéfWMf  4um 
«lit  é^pulkm^  kt  puamétfMecMiiiM  teeoDsUnto^rttBiMlM 
famnUrat  eoln  réfuttîM  (1)  «I  let  éqoalioaa 


•É  an  t  P^^  Pî  ^^  jT*  '  doDMfiy  4k  féfkétÊlp  p  rasliosi  «nliiiflln 

SCUlCflMBI  CBIfV  S^  ^|f  ^^99  ***f  ^st  J^i9  J^tt  ***9  J^A 

IF,  (»♦  «I,  •••«  0^  Pi«  ...f  Pu)  ^  0» 
'#(*»  *tf  •••»  ^  Pi»  •••»  P«)  ^  ®f 

al  aoiia  déaigorrona  ancora,  eomma  préeédemineiily  la  fooelkm  a 
défiaia  par  la  relation  (1)  aoiia  le  nom  d'int^rala  têmplHê  d« 
aiafèflae  ii*cqtiatmis  au  dërivéea  paftiellea  dmolUnéaa  (3).  Nova 
aDona  voir  que,  dans  ce  caa  eneara,  la  eoonaiaaanee  d*iiiia  infégrala 
oomplèle  da  ayslème  Ç3)  permet  de  Iroofer  tonlaa  lea  antrea  isiégraiaa. 
Ea  flIBeIt  lea  èqoaliona  (3)  prareminl  de  Fèlimiiiatlatt  da  «^  %,  ••*, 
•m^p^i  eatfo  lea  équaliona  (I)  et  (9),  la  racherdie  d'nno  iaûgmla 
aaaaamae  ravienl  à  la  radieroha  d'ui  ajalèoM  da  ftmaliana  a»  «!«  %, 
A.,  «b*#4.i  àt  ««t  x^f  ••.»  «•  vérifiant  lea  dqnallaM  (i)  et  <^  On 
pe«l  évidemoMni  ramplaoBr  le  afatèaM  (I)  al  (9)  par  la  aylima  dea 
éqnall^  (i)  et  (4), 


*▼  .         dV  ^  #▼ 


eeilo  denûare  4qiialioa  4Unl  oMeave  en  diMraitiaal  ti^Mm  (1) 
al  ett  tonani  eaaapla  dea  dqnalioaia  (^  On  peni  aattaMra  ant 
dfBÉtfoM  (i)  al  (4)  da  diferaaa  aattSirai  : 
l*£Bpvwanl 


Eto 


i44     UpOM  flPH  UB  iQlUTIDIIt  km  MMflBI  M 

9*  Em  pfouiiit  pour  s,  «i»  — ^  ^-#<9i  te  fcactioM  ■■tiiilifaiiH 
aiuëqiMlioM 

▼  ««. 


«^      •••» 


^^_^      --     #^. 


»♦! 


VMmiWÊlàtm  âê  «p  ••«,  ««.^^i  Mtm  cet  ^MithM  tmmk  «M 
iniégnile  foi  m  eoftlknt  rte  dPariNtnîra  il  qm  Mot  appdlavMM 

»  Si  r«M  dflt  qvwlilés  ^  mI  dUBraate  db  0,  fl  iiiitifi  w 

moins  «m  rafelioa  taira  «g,  «g, ...»  «^^,4.1*  SopfOiOM  f«*il  y  ait' 
k  relaliMt  4irtiaciai  Mtn  «g, ...,  fl».,^»!  ^  ik  aeiileaMnl 

M  dtfim  poufoir  lnMivwr  Jk  bdean  X,,  X^  •••,  >«•  tilt  que  P«a  ait 
idenliquemeiil 

ày  ^  ày    ^  ^  .^         ^  ^: 

j-  rfa,  +  ...  +  -j- 4iv.^4*i  aX|  df^  -¥  ...-♦•  1*  dAt 

c*€st-à<dif« 


™  .^.„....„„.^. 

Ea  éHmiiiaat  «g, ...,  «s.^^i,  >|« ...,  >*  entra  aêt  reblioM,  Péfw» 
lias  (1)  el  Ica  rdalioM  f^  s  0, ...,  /^  s  0»  aa  anra  aaa  iat^grila  4« 
ajilèiiia  (3)  dépendaiil  da  ft  foncUoaaartiilfairaaqiiaMMis 
VimiéfràU  fféméfmh. 


B8.  Rëdproqiiaiimt,  élaal  donné  nn  afilkflM  d'dfoationa 
dArÎTëas  parlialka  aimnllanëeti  tal  qna  (^  il  n*axbta  pas 
fanant  dot  intéffralaB  oonununai  à  aaa  ^T^tîftnti  Mono  allana 
dans  qnallat  conditions  il  an  ast  ainsi,  et  aonunont  an  panm  laa 
ablanir.  Nous  sappooefonsi  avao  Jaoohi,  qna  las  éqnationa   nn 


IT"" 


M  iàom  sr  maibu  IIB 

UÊM  là  ÊûntttÊÊk  iaùÊBMÊàt  MU 

(  '•  (*•§  ••••  *^  Fit  •••»  FJ  ^  ^ 

w  ;    • 

l  '^C^it  •••#  ^  Fit  —9  JO  =*  • 


iiilîacUi  «I  •%<ifcrii|«eHi€iit  «mpaUblct.  Li  pniMftwo  de  rialigm- 
tan  pMl  êlra  poii  eiMi  :  DêtaraiiMr  m  «-*  |t  feMMUeM  #|f  «««f  ^««fi 
ee  âBjif  «««f  fli^  ji|«  •••y  j^  twes  fM  tas  leltHfe  v§  j^f  —^  f^  unes  wi 


f i  <<^  +  A  «'«^  +  —  +  #W  «ÏOW 


yFt  <«••♦•••••♦•  F* '*# 


«  jatppddm.we  Mnmlle  coDtlaate  aribiliaiTO  et 
U%nle  CHBplèle  te  tjtléiM  (B). 


—  M  te  401»  tffiMKeiit  FasO^  HseO  eut  «me 
ini^mlt  CMMiMiM^  citte  iniéfréU  9éHfiê  ti^mMmii 


(r,H)««, 


fa  dM»  MfpoMM  «Tàkohi  qot  p,,  1^  •••tIS 


•«■ 


llttltiplioM  aiMt  If MliM  ftf  ^-*  cl  i|Jo«loM  toèUt  Im  éfiiilwM 
«luilofpiM;  0  vîmI 

IVrmutons  H  e(  F  el  r«mait|iioiM  qu^,  dans  la  «omnc  4oiiH«,  m  pMl 
permuter  Its  indicée  i  el  ft  j  Mue  eureae  de  nième 

j5f  «'f*  ^*i    fli  6î  ''i^  ^z»*  <>•*• 

Pu*  Mil»i  •■  rtlniiietwnt  iiMrmbre  k  niMibr»,  il  vÎMl 

fff  ra  *P*  «^A  va»*      ^W 


3'  l'it'I'i»  •••!  p.  muI  lee  dérivéee  iNiriielies  d'une 
de  a?|,  .t.i  «m  ou  A  ' 

quele  fue  leieot  <  ei  k  et,  par  eoiiféquenli 

(H,F)«0. 

Noue  voyeoe  doue  que  teule  intdgrale  du  eielème  (IQ 
iniégfule  de  lo«lee  lee  dqualioae  lellee  que 

que  Vm  peut  former  en  eembinaDi  deux  à  deui  eee  dquatieue  (fS^ 
Ou  pourra  doue  a^ieiodre  au  eytUme  propoeé  eellee  de  eee  équatioM 
qui  forment  avec  ellee  un  eyetème  d*équiliene  dietinelee  et,  en 
continuant  de  la  aorte,  en  arrivera  néoe^^airemenl  eoit  à  un  eyeléme 
d*âqua(Ione  dietinelee  en  nombre  tupërieur  à  »  qui,  par  tuile, 
n*odmot  pae  d'inlégralee,  eoit  à  un  9()^Uine  de  m  dqu^tione  (m  ^  ii)^ 
tel  que  toutee  lee  équalione 

eoient  idenliquemenl  tériOéee,  ou  eoient  dee  eenedqueneee  algébrl* 
quee  des  préeédenlee. 


aup.  m.  —  MtnoDK  ob  iaûdu  b  iutsii.  ilST 

Qb  peut  iMJMin  t^amogcr  de  fiiçoQ  i  comUf er  rimpoêtiliililé  du 
praUème^  on  à  éliv  immeiié  à  vn  système  tel  que  tootes  les  psien* 
fkèsss  (Fcy  Fy)  soient  identMiiisaMDl  nulles.  Ea  eflM,  snppessns  qu'on 
ail  nn  systèmo  de  t»  équations;  létohNins  ess  éqnations  par  nqppsrl 
i  1^  des  quantités  p^^  p^,  •-,  p^  ce  qui  doit  toiqom  élin  pessibis, 
csr  sans  oda  rélinlnation  de  p,,  ..«yF*  eondoifnlt  i  nne  lelaiien 
enlie  les  fnriables  indépendantes  X|t  «^t  •••#  c^st  le  systèmo  pinpssé 
ssnit  dvidenuBenl  inoompatibie.  Soit 

Pl  —  fi  {Pfk^tf  •••f  F«f  «ir  «^f  ^  ^  Of 

F|i~ /MJ^-*-»»  •••»  F«»  *it  •••»  •i^  =  ® 
le  système  ainei  obtenu;  fermons  Iss  païunlhèsss 

(P*  — AtP^  — /^)  =  0; 

les  premiers'  membrm  de  ess  équations  ne  esntiennent  aucune  des 
quantités  p,«  p^  ...,  p^;  elles  ne  peuvent  done  pss  èUu  dss  eonsé' 
quonoes  des  prtoédentes  et  rouroiiuent  de  nout elles  équations  d  Iss 
parsttlbèses  ne  sont  pas  idsittffiiemeiil  nuUss.  En  résolvant  ko 
noQvulfee  équstions  par  rapport  à  csrtaiaes  des  qusntités  p^^^tt 
•^9  p.  et  en  oontinuant  de  la  sorte,  nous  arriverons  Analement, 
si  lu  système  proposé  n*cst  pas  ineompatiUe,  à  un  système  de  m 
dqualbms  du  prsmisr  ordre 

tel  que  toutes  les  perenlbèsee  (F««  F^  soient  idenlif  uemenl  nuVet • 
Ua  tel  système  a  étéappsié  par  M.  Lie  sytième  en  énuolnlien.  Nous 
diroBs  aussi  souvent,  pour  abréger,  que  les  fenctisns  Fg,  .mi^  F« 
aool  un  involotion. 
Lu  rsdwrchs  dss  int^jales  esnununss  d'Un  systèase  dTéquatione 

ramène  dono  à  la  ncherche  des'  inCiCnulse 
dfun  systènw  en  invelulisn* 

•Ou  On  Irsufu  imarfdisismsnl  eee  iniiSgralee 


tmmfnfmmmjm 

hwM: 

am 

» 

r.aot  ^ 

r.«o. 

<iii  tfilèmê  m  ktmkMm  id  fw  U  éitêfmtmamt 

D(r„....FJ 


R 


(Fit  •••» 


mmltpÊêiimilqmmmàmMLSimféê&iÊtlmm 

Yg  es  M^p      •••9      F (,  SI  flim 
.^^•r  rm^m%  m  pp  jpi«  •••!  p^ 

R  ^  ti  (••t  ••••  <^t  ^it  •••f  ^iX  (*  ^  *»  ^  ••••  ■X 

fit  PëUurê  de  ji|,  •••9  ]i«  «inii  rtlraiM  rm^iiU  emptmÊhm 

M0lie$9UUU»  «MMif. 

fl,  <*Aprèt  w  etieid  ftdl  ^m  Im^  (Ibriiiiite  ^  l«i 

•••I 1^  MMI  déWUtS  MlVMtl  wHAmT  MS  fWMOM 


Im  «  nIalioM  4*  eHto  «pte  •&  llaiiM  f 
ntaM  faltur;  «lies  ptnwot  •'écrira 


jsf  ''Pi  Â  ^i»»  V**  "  **J  "  •• 


81  «I  fnad  pour  îmomium  i«*  qiuurtilte 


!•  détonaluBt  de*  eoeflkwnU  «»t  pnicMéiiMat  k  détamlMai  R.  G» 
éHamiaaal  n'étant  pu  nul  quand  on  h  rappoM  wprinié  m  BHfift 
dt«|, ...,  ge^  }>i»  •••»?«  Q  •>  MA  éfidtaiBMal  dt  «ébm  <|Mui  «t 


J>«  SB  ♦§  («|f  •••»  ^  «If  •••f  4iX 

MvÎMt  àmtimpl*  chMfMMal  dtiufaUH» 


s  •  (ip^  •••, m^m^f  ••*>  1^4.0 ~jir%  **%  ^  *••  -*- F»'«0  -^  «»4-i 


Fg  ss  tf|y      •••,      r«  :s  ^; 
«t  taM  rtBohi  pMr  «n  •jiHaw  «a  ia^ttlk»  de 


■I  bûcdM  ^  pfêcédêote»  €tt  ftUritaw  à  Cgf  «««f  c^  d6S 
•■  a  «  M  iiiMffife  iwwiat  ém  éfiiatioBi 

'i  =  «i»     — f     '•  =  «••  (m<:ii), 

^■i  CMrtMBi  Moora  II  «*  Mi  ^  1  oomlmlM  ifDilfiiratf  a^i^if  a^^gy 
«•«y  au^if  cfatt  iwM  —  iaK|falt  doiplètedcofrtèiiw.  IfiilIgMa, 
iMlÉbte  iaU|[rato  «Muplèlt^  or  le  ijiHiain  irfc|eriioM 


estt#9  F|is«|»  Fg^tfg»  •••«  Fg|8s^ig  F»<^i:B^^ai  ^^  F^ss^ 
el 9  Ml  cWp  fpe  Pen  m  pivi  éiifluMf  iiM^tt  ««^  ^ibi  ^^i  Mtve  Mi 


de  kMl  tfilènÉ  dt  la  fmM 

F|  ^  *t»      •••§     »•  **  ^ 
ks  coMlMitt  «I,  «g,  ...t  m^  4Uni  Uta  ptr  les  nliiiMt 

♦•  («i.  %t -f  «W)  =  <^ 
♦iF(«it  «if  -f  O  =  «• 


avoir  «M  ialégnda  eooiplèle  4a  sjBiiflM  prafMé  pir 
tara.  Catta  WBMiyia  a^appliquerat  as  particoliart 
F|  m  àéfmi  igm  àts^âip^^F^éèm^^  j»,»  ala...»  F«4a «^  ai  ji^i 


IlavaMM  an  eaa  (énéfal.  Naiia  piwvoiia  atadwa  da  aa  fai 
ffiioède  qua  la  lachareha  iTom  ialégimla  camplèla  dn  tuliaii  as 
miaittlka 

F|  ^  ^10      Fg  S5  #19      •••,      F|^  5s  ^19         (in  ^  m)^ 

ait  lamaaéa  à  la  Marniaaliaa  da  n  <»  m  IbncHaita  F.^i,  li..*  F^' 
fbnaaal  aiae  laa  premièfai  «a  aiatèoM  an  involuUan  al  tallaa  f na  In 


P  (Fj FQ 

I>(Pâ»—tFii) 

M  loit  pas  identiquamaal  nnL 

La  tMicUon  F«4.t9  par  atanpla,  àoU  fériSar  laa  m  i|nyiai 
Unéaiiaa 

(F.9«)s0,      .•.,     (F^«)sO» 

oaa  m  dqnationa  fermant  un  apttlme  aaniplit  En  abt.  an 
lidanUté 

((F^tF,),*)  ^  ((F>,»),F.) -h  ((♦,FO,Fj)«0. 
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(r^*)=:X.w, 

lldcntilé  prteédeale  demal 

X,(X,(*))-Xp(X.(#))  =  0, 

€•  qui  démooire  bien  là  piV^posilkm.  8ap|Niwiis  «km  ^*aii  ait 
délemmé  mne  inlégrtb  F^^.!  de  ce  tystènie  eomplet,  qui-  toit 
distÎDcle  de  F|t  •••»  F»,  eonridèrte  eomme  Ibiielioii  de  p,,  •.«>  ji.;  oo 
diefdieni  eneuite  «ne  intégnle  du  système  eomplel  de  m  +  1  éqM- 


qui  soit  distincte  de  F^  •••«  F^^.!,  en  tant  qne  fonction  des  p,  et  on 
continnsfm  de  k  sorte.  Enfin^  qnand  on  «m  franvë  nne  inté^ile  dn 
neniier  s jstèfne 

en  aura  nne  ini^rale  eomplMe  par  nne  qoediatore.  En  appliquant 
la  méthode  de  Mayeri  la  rechereiM  d*nne  intégnle  do  premier 
système  complet  exigera  une  opération  d*ordre  Sn  —  Sm,  car  nous 
nTOtts  on  système  complet  de  m  équations  à  Sn  Tariables  indépen» 
dantes  dont  nous  connaissons  m  intëgmles  F^  ...^  F.*  Nous  annms 
ensuite  à  fSUre  successivement  des  opérations  d'ordre  9n  —  Sm  —  S, 
Sn  — Sm^-d»  •••%.Af  S  et  enfin  une  quadrature.  En  particulier, 
pour  intégier  une  seide  équation,  il  flindra  faire  suooessifement  dee 
opémtions  d*ordre  Sn  — »  S,  Sn  —  4^  .«•,  4,  S»  tandis  que  là  méthode 
de  Candiy  exifs  que  Ton  fasse  dès  epéraUsne  d'ordre  Sn  -»  S, 
Sft— 3,  Sn  —  4^  .^9  3»  S,  1.  Dans  la  méthode  de  Gancfay,  chaque 
intfgmh  nenselk  penmet  dTahafaser  d'une  unité  Perdre  du  systènse 
dBqualisns  diilIfuntisDss;  avec  la  méthode  de  laoobi  et  llayer, 
chaque  inligffute  nonieye  psnnet  ifsbaisssr  de  âêrn^  unités  Peidre 
en  snMmt  dTéunalions  dilBiuniisihs  ds«l  en  n  A 


tiiplilif  ks  flilffrit  UÊteéàewÊM  ptir  diMraMs  ârtifiost»  Pitr  acnpIiL 


(A)  .  F  (*|f  9j|t  •••§  9^  Pg»  •••9  ]l^  fit  —^  fn)  ^  1^ 

fl^  ^f  •••f  f^  VMI|[BMn  #M  wMliOttB  vtt  JPg^  â^|f  »««g  fl^  J^gy  •••y  J^^ 

toute  ialigrftte  ém  wjMnm 

IB)         I  ^*  '^  ***  *"*  *"  **  ^ 

(  Il  ^  F  (aB||   .«.y  j^  Fgy  •••y  P^y  «gf  •••!  ^J  ^  1^ 


ô&  «g,  ••,,  m^  MOI  des  eonsluittf  qstlcMiqpit»  Mlisbil 
à  l'ëqualiM  (A).  Si  ce  tftlèiM  (B)mI  en  iofthiUM,  0  «dMetlm  mm 
ifttëgrale  conpiète  âvee  n  —  in  rooatontet  arkitnim  «I  €BUt  inlé» 
gnil«»  dépendaDl  €«  oyiro  de  «|,  ••*,  «u,  ttni  ium  ialégiite  ewplHi 
deréqualfaHi  propotto.  Pourvue  te  •ytlèa*(B)toil  «a  ifitetha,  il 
faal  d  U  siifBl  que  Tmi  ail 

C«l  €•  qui  arrifiniy  ptr  aitinptey  si  fgy  •••»  fuy  H  m  nACMmoU 
qM  des  eouplat  àt  variahkt  difltrMte  (a^  p^  C«al  à  ce  praeédé 
qM  M.  loMciiaMtekf  (t)  a  doimé  te  nom  d0  t^MnM^it  ifet  fNn^Jo^ 
PlTMomy  par  axainpla,  réquatioa 

al  noua  avoua  iia  ajalèna  an  IntoIttlioB.  Iteua  pannitta  aférar  aaoa 
ea  0 jalèoM  aonima  avee  k  prfwièfa  ëqualkm.  Poaooa  paur  aak 


our.  tilt  «-»  Miiiwift  ac  jaoom  sr  katbiu  i83 


0—  fiJmiWB  fceite  dkmae  me  mtégnlft  cenpllto 


6SL  Les  pmgnplMt  préoédeote  cooUeimeBl  FeiporitfM  dt  -h    - 
■êdbode  ée  Jâeobi  «oui  m  fbrme  géaënb.  Noos  allMi  MbilaMÉt 


*■*  ffiillli  a|f  n^f  «««f  llji  |l  f9tÊtÊ§9Ê9$'mÊÊÊtÊÊtÊÊÊ  mê  l^f  Hjn 
•Mf  fl^  p|f  |l|f  «Mj  Ji^  #1  frilét  f IM  b  iMiflIliMHlf 

aaft  dUpimil  lit  0/ «i  4NI  (irt  tfM  tff««liMM 

■ 

^if  f^  «««f  j^  #11  /imcffitfii  MB  MtlTBB  vttriMiii^ 
Btit#ii  tt  MinifaiMMiif 

(Pi  — ♦»»  — 10  =  0- 

On  p— niit  JMnlw  €>  fdwiltot  et  at  qai  prtcèJi;  mm  éImb  «i 
«M  4toMMlnliM  dhwte.  I^s  âacliMt  f|«  «..y  4|n 
à  niHtfw  BU  SB  «a,  «■  «i  Uid\,  m 


^ *h_Hh-^ 


« 


(I  =  ll  •♦- if  I* -••  *t —f  »>, 

^  B  «it  4f UmI  «M  cette  friaiMMi  Ml  MOQii  tfécte 

I  ss  ly  S»  •••»  1^ 

ÉflrivMM  les  itbIioM  aulogoM  poar  H^  foraioM 


àpi  àXi       éXi  ipi 


ftr  rtppori  i  i,  il  viMl 
^  St  ffl  ^A  ^Pa 


Li  détanuaaiit  toacUoenri 


D(Fif  — fl¥) 


ttaat  diférant  de  bIio,  m  en  coaclut,  eommm  ftat  kul»  qiîi  IW 
doilavoir 

Gélt  poeA,  contUMfODt  le  lysièuie  en  infoluUcMi 

<D     Fi  — *!  =  <>»      Fi-*t  =  0,      ...,      ]^~^rs(^ 

«^  ttf  ^t»  •••»  4li»  «UftigmAl  dcft  fenelioM  de  fm^u  ••••  Pti»  ^>  %i 
..^ «i^  Diaprée U inélliode s^nénle» M  dieitbera  d*abord«M  iM4> 

grale  du  iyitAne 


ou»,  «n.  — >  intraoM  db  mcom  n  MAvn.  iB5 

iÊÊk    J 


CTnift  wi  ntlèst  jsoobiM  0A  l€i  wtflIriiMli  89  cobUmmbI  ms 
a4fl%Mal  ki  éfntiooi 

il  b  aiilêMt  (8)  pwajf  la  fcnaa 

(i  a  1,  S, ...»  m). 
n  M  «MliMt  ^  las  S»  —  •»  fufaUv 

•%t  •••f  ^B»      J^^»  •••!  J'Ir 

adjoiadniM  réfMliott /g  «  «I  an  qr*^lat  (7)  «I»  «a  b 


►»^^  •m-i  (ffci-f  II  —f  fm  «if  —f  ^  •iX 
le  nfiHiBi 

•*  «tf  «>^  «^«^  «^ ''"ifMBt  et  qpM  deriniMAt  f gt  4b»  ««^  4w 

M  7  wplai»  jib4>i  f»  ab4^«  Ca  t|illiM  mm  IplaBwol  m 

iiMMiiflSf  vi^prts  la  NiuM  pfécécwil|  al  an  a  va  4  dianhair  aMaite 


(a  — ^7)^^      •-»      (fWM— ■(m.IiAbO^ 


«IlilfMrMaii 

il»  par  »M  fwidntiiri»  on  ram  «m  bil4fnle  en  tyiitMa 
<éfnJaal  d«  n  ~  ••  -t*  1  wttaBJM  aribUiaiin» 
ÎAUgnIe  OMnplèto  il*  «•  i]iltaM» 

£b  Mifant  la  inareha  qpé  bow  tanoat  iTiAdîfMr,  an 
iêmmU  ém  ayalèaMa  jacabiam  fMhiila  an  plna  palil 
mriaMff  patriMai 

EmPLC  —  GMMUiiwa  la  ayaltea 

Ibnnaaa  (Pg,  F,)  : 

Cm  '•)  «  — FA  +  FA  ■»■  Fb«^  —  Fi«i  =  « 

CaMa  nBuialla  flqiialiaa  ail  ^^^^^^•^^  imémM, 
4a  aaa  Inia  4f«aliana  aal  équitalant  aa  aiiivant  : 

Ganaidiffana  an  narticnliar  la  atalèiiia  mia  Pan  aklianft  i 
aigna  (---)  daaa  k  darnièra  éqiialioB,  0  i*écril 

,,-^«p.    ,.-^=0t    F.-SS=«^ 

F*  *•  IH 

CTaal  nn  a|alèaie  an  iavalulîoO)  il  tai  aiaè  éb  a*an  ai 


—  JBlégwle  <■  ■yilè^t  liaériw  JMitii 


Affi^MM  h  ailM*  de  JmoU  i  ee  qtièat  d  31^  U  pnailra  «I 
h  dtnrilw  l|Mliia  itaiiHwl  fiaUtnÊê  Wiiili  /»f^t,m  k 


— — -.  ^. 


iaUlprii  s  SB  c;  par  airito»  M  • 

A=«V    Fi»5*    J^"*^    ^•î' 

«  tri  émm  rhKinJ»  «wf  llli 


F.-Ot     ^ 

F.««, 

• 

iwi^niB  il  >i 

ieiiM«r.4.i,r.4^»u.,F.te 

••»  ^  A»  •••tFU  * 

L9G0M  OTH  Ui  Èt/OêSnÊtn  âU  WtÊintMM 

M  IttVitaliM  il  lillci  fw  !•  JilwiMit 

l»*(^.A K) 

tottéUMrartdtiim.  X.  lh|w(0»Moiilf«fMMlto 
liM  A*éUk  pu  nétÊÊUkm.  Il  i*appiito  pour  «lU  mt  lit 
•ttivafttits 
i«  CofiticMfDM  |ft  ^iiiUiM 

iMuuuii  lia  tiilèni  ta  ImoIiiUmi,  «l  tiHii  ^m 

Ott  fittrm  lit  létoMdrt  |Mr  itppirt  à  ji^»  ••••  p^  il  lit  WiHii 
litoM 

Pt  ■*  ♦♦•     ••••   "  l¥  ■■  ♦•»• 

Ml  II  UM  ImmIIm  <•  «M  ^«  taU*  f  M  ro«  «Il 


•I  #  M  fM  dkvitot  Mlto  IStMliM  qvMd  on  f  iMifiMt  |i^  ...*  ji|k 
mp«elIv«BMl  par  ^it  >-»  4^»  j«  ^  q«'Mi  «m» 


(|»i  -  ♦«  ♦)  »  0.       («  «■  i.  «. ....  rt. 

M  qui  ■*4mII 


>«a^i^»»a- 


IfHl^^aiJI. 


M    -    » 


CÊàt.  ^m.  — >  MtnMMt  M  «âfion  sr  m 
à»,      ^^àpt       à», 

INmIM^  par  hypothéiti  on  a 

«■  es  condal  «Taboni  que  fon  a  d  M) 

(ft-4bft  — ♦i)  =  0, 
«I,  par  auita,  on  auia  a^Mi 

3^'(|P^-«H«)«0,  (a »  1. î, ...,  laX 

«lasll^ 

t^  Siippoaoii4  qo*oft  ail  Uottfé  daa  iMelioiia  Fm4;ii  .m,  F«  lallaa 
^w ri  oa  lea  joinl  au  teeUaDa  F^^  •••»  F^i»  attrait  «a  tptiafta  am 
tetaloUaa 


F|  as  «19      .M»      F|^  ^  1^      Fa^i  as  ^^it      •••y      F,  ss  a^ 

al  aappoaona  q/f^m  lia  |wiîw>  riaaalra  aa  aystioM  par  lappart  k 
P$9  fb»  -^i Fa-  liapnaw, jpav  ter  laa  idéaa,  q«*ao  pwim  aiaawira 
laa  II  énalioM  - 

fv  fifpart  à  ji,t  j^  ..^  ly 

F.— ^«<^     -»    J¥ -♦!»«•» 


Jhfk^lf  ••»!  J^y  UM  4WWMIVS  9^pH0OttS  pSMVMH  MM 

nifMl  à  «Il  «u  ««n  "U*  0«  •(  «M  tbt,  «  fwta  db  M  fat  prioM% 


li§  ImmUmS  ^k  MIMmI  pif  iMlfaWBl  à  Ml  ffiléflM  jMthÎM  féillB 

firrippirlà^i  •••,  -p*;  iMM  tMl  dbM  dhthelM»  mmMkim 
€tmmê  toadioii  dt  •|i<^.it  ••••  «•  (I  97)-  Oa  m  CMidiil  ^*4l«iit 

rfWifMlM,  M  peut  Um^un.  théiiif  «m  êgUèmê  êê  wmrimklm 

Gila  poii|  untfiMM  fM  I'm  httt  k  dMBfMMSl  d«  varitbk« 
•iiivMil.  IVmmwh  pour  MUvdlM  variablM  UriépMdbaltt  m^^  •••,  «^ 

etraii«  ptr  «jk^tf  •••>  «M  ^  poor  MUftlk  ImmUmi 

•*=»•  —  PP4-I  •^♦i  —  •••  —  F*^ 

lit*  a  4s  «»p|i^,él«^<|.i  ^  •«.  —  j^  tfâ^ 


f«*liiiidfi 

jiS»  ••*»  pCWgMBl  ht  Jéfiféat  de  s^  pur  npporl  à  «S»  •-,  «C*  I 
letytltaM 

F|  S3  tfn         •••p         Va  8S  ^ 

ful  iMi  M  IttvoliitiM»  ctr  M  avit  MMlifueniMt 

«I,  de  plut,  poum  èlie  rieelu  per  rapport  i  pô  fi^  ^.^  p«.  Qm  iMira 


CaUF.  fll.  —  MfniODB  DB  UOOH  ET  HâTBIl.  IM 

IVMfer  OM  laMgnk  eomplèle  du  •jsIèiM  ¥[  =  ««,  •••,  F«  .- 
^fl^  0t  b  liminfiinMtioo  mtene  dooacni  mie inKfnle  eomplèle 
da  qfilèiiie  propoeé.  Uedk  lenarqttêry  f  aîUeim»  qu'en  appliquant 
ht  aiélliode  de  Jacolii  eomme  aovs  TateM  eapoiée  d  68)»  ce  caa  ne 
as  pféeenleni  pas* 

Ia  iiêaM  fiiaenneaMnl  pfoiive  qoe^  ai  en  a  an  syilfaie  en  infoliH 
lion  da  91  dqvaliona  diaiijieles  (yi  <  n),  en  peut  tm^oora,  par  la 
Innatematian  préeédenle»  le  ramener  à  un  ayalénM  en  involution 
da  in  éqnatîona  poufaal  être  létoluea  par  rapport  à  |ik  dea  qnaniiléa  p. 

64.  Gonaidérona  nne  aenle  éqnatian  ans  dériféoa  partieileo  dn 


F.  =  «„ 

•e  eonlenant  pea  la  fbnctkm  ineennne  a.  Nm»  atone  Tn  qn'à  nne 
qnaJratnra  prèi  aon  inUgntioB  eat  éqnifalenle  à  eélle  de  rëqnaiian 


à  %n  tariaUea.  Ifantiv  part,  aona  aafona  anari,  d'apria  ee  qni 
pvêeUei  qna  ai  ¥^  ¥^  ••»,  F,  aont  dea  fbnetiana  dirtindea  lellea 
fnarenail 

na  a  nne  intégrale  complèie  de  F^sîsc,  et,  par  anite»  TinUgnie 
gdnérale  de  (F^,  ^)ssO  par  nne  qnadnîinra; 
le  tbèoitae  anirant  : 


lUontm.  —  Si  en  connnll,  enlre  Finf^^mle  Fg,  (n  —  1)  hUâ-^ 
tnà»  dMm€U$  F,»  F^^  „>,  F^  de  f dqnniiati  (F,»  ♦)  asO  antfcfnitnnl 

mÊÊM  eÊÊÊdiÈtMÊÊ 

«•»  mmrm  fkdéfrtd»  giméfal*  de  cttU  tfgwtMm  pmf  «au  «Mit 


\ 


Cn  thêorèaM  parte  aontent  le  nom  de  fMirinie  «ta  JUemrilte  (*). 


«r  MmMp,  fi»  mn^  t  it,  fk  «fi. 


KB    îMCom  Mft 


65.  U  mêthùià  àê  JmdW  M  UMjmr  n'ëteal,  mm 

Il  tQfU  dft  ramplMcr  l«i  pamiUiéM  |Nur  les  iipwiioat  (U.V]  4él-. 
otét  plut  haut  ÊUoI  dooné  «■  sjslèaie  d^éqpntm» 

MtM  f 9  «Il  «..|  ac«,  |»|,  ••.«  ]Im  te  pnblAaM  <•  naUgnilioa  piwrm 
Mne  poié  âiDtt.:  TroMvcr  m  «^  m  -»»  1  «utret  fcûctiot  il«4.it  ••••  H., 
>1^4.i»  tdlM  qu«  to  nJaun  àt  f»  P|, ...,  p«  dddtiite  te  »  -f>  1 
équations 

vérifient  las  ralatiMW 


.  • 


Si  eli3cuBe  «las  fooctions  H«^tt  •••,  H.»  I^^i  osoUant  «ne 
arbilrairsy  on  a«im  «m  inlAgnia  cooqilèta. 

TiitontiiR.  —  Si  «ma  fttuHm^  s  acIii/Ul  «iw  tels  i|iinliacn 


Suppaasm  dTakaid  qoa  Sf]i|9  •••!  fi^ 
éê  «|«  ...1  «s  «érifiani  ses  daiu  éq nations.  0»  anna 


4s<      4  s 


•■««•pOMBt 


x,'"*»,'*''*^»* 


4P    ^p/4s      \    ;?rap^a^    A 

4H 
Mulliplions  par  -r—  et  «ominoaa  par  rapport  à  i^  piiia  pamnlana  H 


aiàP.  m.  — »  «traoDi  db  iaoom  n  lumu  lO 


^^^P  ^»     WBMB^^R  ^^^^^W   ^^^^V   SBIWB^W^^^V    "  ^W  ^^  ^BIBVW  W  ^R^SMW^^F  ^^H^^BBP^^^^  ^PHB  « ^pWH^^pHHBB^B v 


^_     ^/àTên     ànêT\/ét         \    ■ 

« 

S  S  dérigM  «M  iaUgmte  «MamiiM  «u  équalioM  HsO^  FasO 

P,FlsO. 
Ott  povim  doM  a^f^ndiv  ai  tjttèine  (0)  toute  kt  éfvatioBt 

^  ••  toat  fÊM  ém  coMjéqiieDCit  algibriqiiet  ëas  pramièrest  ai 
vaaoaBBcaeer  laa  apèralioBi  mn  m  aoufeaa  afatàma.  Mah  oo  peut 
tof^{ovn  eandnira  laa  caleab  à&  61900  i  airifor  aail  i  «•  aiatèmo 
iaeovipaliblOy  aoit  à  on  ajittflM  aa  inioliilioii,  crail-44ira  à  «a 
ifatima  poor  laquai  loua  laa  anoicbala  aonl  Mafifigiiotiiofil  mla. 
niaahaMt  aft  aflû,  laa  m  éqpiatioDa  (B)  par  rappaii  à  0  al  (m  -*  1) 
ifcifiaa»  aa  qpi  doit  Mva  paaaUa^  aar,  aaaa  oda,  Ai  ayalèaM 


■i  s  ai  aea  déjrhéaa.  Sofaal 


■'••^■••î  ♦»  tit  ••n  ♦■— I  ■•  dipaûiaal  foo  iê  j^  •••f 

^Bh|^  ^^a^  ^oaa  ^^B^  A^^P  SVl^v^^^B^^p 


(M){ 


4fÉMNl  «I  ttpHkmm  (P)*  il  il  mI  «M  de  «lir  ^m 


164    taçoM  nm  ut».  touAiioMt  aus  atenia  »AMntua. 


tF»  —  ♦«  A  —  W 

•I 

t« — ♦ — «i  (K  —  ♦«) — «" — *»-•  <*•-•  —  ♦•-•)»  ^  —  iil 

M  CMlîaiiMiil  «IMIM  dit  ^pauUiAi  s,  Hi,  .^y fu^i*  L«  éfnatioM 
qM  Pao  obtÎMii  ea  4fafai«l  ces  cradMts  à  0  ••  pt^ritul  dtae  ètm 
^am.  ùuûÊêtnÊÊÈt&Ê  iÊtÊ  BiéctfdtfBlÎBft  fliiA  il  âllfli  ftûAt  idrnlin  — iiat 
vériSéM.  En  «mliaiUMit  dU  la  aoite»  oo  amvini  4om  mîI  à  «a 
•ytttma  iaisompitiMff»  mît  à  tm  lyitème  —  lamitiliBn. 

ThAdiièiib.  —  SMi 

im  •ysttiM  tn  Invahajan  dd  (tm- 1)  étpimti&mê,  tel  fii#  It  iéUr* 
minani  /bncliotinW 

«#  mU  poê  fwl;  lit  «Atourt  âê  s,  p^  ...,  p^  ib4$ê  é$  om  éfiMilJ#M 
Mli^onl  «119  rtlaCimt 

5^=Fi,     5^  =  55*  (I,  »  «  1. 1, ....  II). 

Eh  cIM,  Im  «fuatioM  (10)  dMkaMBi  id,  poiaqM  pi.,  Hf]  s  0^ 


M  oa  eii«0Ml«t,  par  ua  nbonnemeiU  toot  ptreil  à  edoi  qvi  •  à^ 
été  «nplofé  (1 40),  que  Fm  a 

ii---0     'iî»_tS.*-o 

la  nbw  de  t  tiré.  <b  cm  équatigu  Mt  donc  «m  ial<tr>l.  éi 
•jatèOM  qn'dlM  ftnMnt  Eo  partkulMr,  s  «cm  um  iaUgnU  te 


CHAP.  TIt.  —  atmOM  ME  lAOMI  R  «AT».  105 

H|=:«p        ...»       H.S5V»  (flKll4-l) 

filé  do  pnêoédent  D^aillairiy  eomoM  s  contieiit  les  (n  —  m  4-  i) 
floBslaaIat  «rlMlnim  «.4*19  •••f  «•♦!#  ^'«t  «m  iaUgrals  eo«plète 


V 


Fmt  millier  I0  wpUm»  en  involution 

ott  «il  imÊC  niDciië  à  dètanniner  (n  —  m  <f>  i)  feadioM  ^^4.19  —9 
Bn4.i  qvi  fimneat  «««e  ce  «yttèiM  «n  tpltet  m  iavolalioa.  Bmt 
cela,  coMdénMit  le  sjstàme  d'ëqnationi  linéiiwi 

Ob  a,  comme  mus  Tafoes  wu  (|  8S)» 

BLH;,  M,»]  ^  [jp^n  H,]  +  [[♦,  II,],  H»] 


..-• 


ndeutité  prfeédenle  denent,  puisfue  [H|,  HJ  ss  0» 

Geei  mmi  pimife  que  les  éqnalioiis  liaéeirm  [II|,  #]  as  0  fbrmeot 
mn  eysiftme  eemplff.  IVnir  titnner  une  inlégralè  de  ce  tjelème  de 
«I  éqnalioiie  à  9fi  4- 1  TariaUes,  dent  en  eomiall  m  intégralesy  es 
«wm.à  cfledaer  mm  opéimtioB  d^erdre  9»  — *  Sm  4- 1.  Soil  HL^i 
«ne  inUgrale  de  ce  sjalème;  en  diefdwrm  esamte  m*ie  ioMinle  da 


^  aiMi  de  edie.  On  aara  afui  à  flrifii  eMeemiiemeal  dee 


lfi-»t»4-if     Su  —  Sm -<»  i,     •••,     t^S^i* 


OB  noMMll  MuilM  qM  lift  Irais  4i«atiQM 

fMmfal  iB  tystéaM  m  faifohitiM,  0»  «mi  4om  wm  iaUgnls 
cttopIMs  da  sislème  proposé  t  r='«^  ^  "^  S  y  ^  ^  pswni  fM 
les  csBsUntot  «1,  «g,  a,  vériOeût  bs  déiii  nItlkMM 

F  («If  «•#•!)  =  •»      F|(«g,«^«Ja5a. 

Iki  faste,  la  Ikéoris  fésttéCriqM  4s  ss  syslèns  sst  tels  Mis  à  fcifs; 
on  s  uM.ialégnls  ds  clisciiiis  dss  dsui  éfiialioas  sa  pcwsAt  Iss 
plans  tangsnts  i  dsuK  sorbces  Sp  Z,  rsspsetiterosttt  To«l  pIsA 
tongsnt  sommuB  à  ess  dsux  sarbess  donasm  doM  «as  latégnls 
eosaplèls  da  syttèiiis  proposé.  Llntégnls  généimls  ss  coolMftd  id  «tso 
rinUgrsIs  complets  si  il  y  s  une  intégrais  singulière,  In  dèvsisppsbis 
cmsnscrils  sui  dsui  surbess  S|  si  2,* 

RraiRQUB.  —  Conms  dans  Is  cas  piécëdsnt»  on  psunrail  monlrsr 
qu'il  n'ssi  pas  nécsssaîre  de  pouvoir  résoudra  les  équaliona 

H|  s=  «Il      ...,     Ha^i  =s>  n«^i| 

par  lappart  à  f ,  ji|,  ji„  •••,  p,«  Il  suflll  qus  ess  ii  <•-  4  fbnclisns 
soieni  distinctes.  On  rsmarqus  d*abord  qus  si  en  a  un  syatème  en 
involution  de  n  -»-  1  équations  dislinctesi  Tune  su  moins  ds  ess 
équations  conliendim s;  aulremenl,  on  aurait  un  syslèms  eooiplsl  de 
n  équations  i  Sn  variaUss  admettani  n  -4-  1  inlégralss  distindés. 
Tirant  s  ds  Tuns  ds  ces  équations  si  portani  dana  Iss  autvss,  on  sera 
conduit  à  un  système  en  involution  F|  =:  0, ...,  F.  ss  0^  ne  ouol^ 
nant  pas  x  ;  is  raisonnemenl  s'achève  comme  au  1 63. 

6JB.  Supposons  qn*on  veuille  intégrsr  une  ssnis  équation 

H|  =  «|. 
L'intégration  de  cslle  équation  rsvieni  4  cslls  ds  réquation  linéaiie  ' 

[U..  ♦]  ss  0. 
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1«7 


Or,  é  noM  poafoiis  iMermiiier  f»  inUgmki  'ditliaetot  H^  •••^  m^.^ 
<•  €ill0  éfulkm,  telles  que  Unis  les  croehiU 

nieDi  ■«!%  mut  Tenons  de  reir  qne  Tintignile  fânénle  s'obliendnr 
pnr  des  epènlions  tJg^Mqmê$.  CSeei  fearnil  nne  généfliseiion  dn 
fhéoftaM  de  Lionfille. 

TMÈOÊÈmtu  -^  Si  on  emmmii  n  ifiUEfrato  ditCtiiefit  Hg,  ••mU»4.|9 
d^fiirefilet  de  H,,  de  r^fiMltei  KiMMre 

•n  «nm  VmUgréU  généra  de  cède  ^^r^colien  jnn^  dèe  sf^rsl jene 


ALCiMUQUEB. 

67.  Sît  en  ap^iqoenl  la  méUiede  intMdente  i  un  eyslème  en 
in^elnUen  de  m  éqnelioney  on  eei  arrivé  i  m  sfsttma  en  invelnlion 


H|  :s  #19      •••9      H^  :s 

•  _        

lél «» te déterarfaart foBcUoaiiel ^?^*  "•*°!^—  go»  m»  idhrti- 

^■■■irnf  ■■!.  m  1în«  iln  rhnrrhnr  te  ilrraifrn  fnTlin»  H.>tt  •■?•■( 
flM  M  ni|Mliiiiw  pMT  nppon  4  ^u  «••^  ji^  et  tes 
rendent  réqpietion 

dz  an  j»|  d«|  <f>  •••  4*  j»s  deo^ 


tntigfilile.  Ene8et,deeéi|intie9tHfts0^ll^w<|^ 
nn  eabnl  tovt  pareU  em  peêeédente»  h  nbtien 

Éens  dennnnty  pnieqna  [Hit  H^  ne  0^ 


s-g' 


(i»ftarl,  1^.^11). 


(Hi  rm—itt  i0«i  ctitt  hnm  k  t<al»lîtitiMi  iimftlirt<  et  k 
MiétiMrft  4e  Ltfrtagt  d  GhsryiL 


ltaBMAB0ilB.  —  Si  M  «nm**  If^  mMmâêàtJmoM  M  May», 
fli  tosM  ftataJe,  à  WM  Af iMliM  Fg  ss  0|  Ml  oblîMl  iMNi 
itiM  itttéirtto  conplèlê  db  réqoatiM  propoite,  nait'iuM  ialégndt 

quakonqu».'!!  tamble  «ioae  que  celle  mAlMde  eit  neiae  diiede  fM 
celle  de  Geiidiji  mate  it  eel  fMk  de  leter  k  dîIBedlé.  E»  eM^ 
louto  équalîea  du  premier  ordre,  oa  peut  ialrodiiire  «ae  eoMlesIe 
arbilTJire  etne  compliquer  l^ialégralioa.  Si  par  exempk  réqualioA 
coBlienl  s,  il  B*y  aura  qu'à  diauger  t  ea  a  -4-  «;  ei'réqoatiea  pM 
contieDt  paa  t,  on  dMBfera  zenz  -^  ax^  ce  qui  rer iait  à  rempkeer 
fit^Pi'*'  ^•^  même,  ei  oa  a  un  ajalème  ea  iavolalioa  tel  que 

»  —  ♦  —  (Pi  —  ♦•)  *i  —  •••  -  (j^-i  —  4b-0«— I  «Op 
Pi  —  +1  —  0»      •••!     J^-i  -r  ^.1  =s  0, 

oA  f,  f|, ...,  4b-i  eoni  dea  fonaioaa  de  ji.,  •••t  F»  «|>  •••»  «t  ea 
etiangeanl  s  en  t  -i-  a  4-  a^x^  «^  ...  -•-  a^^t  m^^u  ^^  een  coaduii 
à  un  nouveau  ayalème  en  involulion  conlenani  n  conalanlea  ariii* 
Irairea 

•••••  —  ♦  — «I  (J»t —  ♦»)  —  "•— «l—i  (^-1  —  ♦.-i)  «s  •» 
Pi  •••  «1  —  ♦«  =  0.       .".      J»«li+«._i  — ♦.-lasO. 


Cette  icmarfiw  mhm  «en  Irte  utile  dan»  k  aaile. 


Appliquer  k  méUiode  de  Jtnhi  MU  ëquetioM  mivulet  : 


(iMannMt.) 
(iHKauwnKf .) 
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<AviML) 

»'^f(Pt*Pv"fPÙi 

«j»f  +  «kPÎ  +  «irt  =*  J»iJ».i»»î 

#î  +  f5  -••  J»î  =  «î  +  «»«•  +  «î  +. *!«•  +  «ta^  +  ••*» 
#1  +  <  f8  +  ft«i«i  +  J»«*i«t  =  0; 

^R  ••■  «bA  ••- (!»•  —  J^)  (A  ••- *^)  (F»  +  <0 = *  î 
^tKK-**  <^<%«b("iFi  •«•  ^Fb  ■•>  ««FJ«<^«bAF« 


ilO    uçom  nu  u»  1qo4Tiom  ak  wâMniMM  r^ 


CHAPITRE  VIII 


m»  Oa  Ml  à  M.  Ll»(«)  «M  munU*  nMMdU  #liiifi>ilMi  ^ 
M  nllMk*  iê  k  ftpM  Ik  pim  Mtanll*  «««  M<lh<<w  |iriaiii«U>, 
tet  «n*  «(  M  ^Mtlyw  Mrl«  te  qralktM.  M.  Lit  •  Hé  coadvil  à 
«•M*  léllMé»  1^  te  lUorte  (gtoénh  4m  cuMUrteUqvw.  Nom 
•IteM  àuame,  éêm  m  «teipUM,  «m  dteMNMlniltea«  dhM  4  IU|w(^), 
Al  IhéoiéiiM  tadtoMntel  di  Lte. 

CoBsidérau  ua  tyiitéaM  m  iaid«tli«i  ■•  CMteawt  fM  te  Mette» 
taeoaiHM  V 


^  «  P.  ^«.,  «^  .... .«  j^^ jjj» 

(*)        i  33r,  =  '•  \*»»  "^  ••••  ^»  àl^, 53j' 

dV      _  /                       rfV      '    rfVV 
j- =F.^*„  «i *«  jj-^ jjj. 


(te  iulteie  étant  •■  iawlattea,  m  •  ideiilH|MM«it,  «a  ra^ptefMl 
#▼ 

(j^  —  P«  ji«  —  PO  as  <^         (I,  ft  a  i,  t, ...»  m). 
Fmv  taMfnr  m  tipUm$  par  te  ■HhoJa  4a  làwM  al  Mafar,  ft 
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ptr  éherdiar  «m  iatëgrale,  iwiHpeniiMH  éè 


<» 


bMfïMM  fÉ'M  appliqat  i  «  sjiièiM  b  nëOnd*  db.  Mqw  d  30); 


«i'=«î  +  *.     «»  =  «•  +  «»•»     •••»     ««ssaS  +  lf^ 

tf  y,, .~,  fs  dbrigMiit  1»  Bosfdlet  TariiMw,  et  oa^em  nsMaé  à 
«M  ial^nb  du  BOttvem  qrcUoM  jaoaliiek 

•i  H|»  H,t  .••»  HL désffiiaa ee que  deviaoeot  Fg»  Fg,  — «V. perle 
dMiigemeiil  de  veriaUet  préoMent,  el  eè  oa  a  poeé 

9  ss  H|  -I-  y^Hg  •#•  •••  •♦•  ifaHM* 

Môw  eMeoe  qpe  peur  «noir  me  iaKgrde  dn  ejitèiiie  (S^  <l  •>tt^ 
#cfmr  né  ialé|vele  de  là  pieoiiAra  èqintieB  de  ee  Bftlé^ 

le  wàmt  chMigeieiil  de  mnUei  dam  ke  éfMlioiie  (1^ 


»       ar**  ?£-«■--  ^-^ 


•I M  foillMmidifllMMiit  f M  It  gutéit  JarobiM  (9)  j«M  h 
Wkte»  ptr  nqppoct  au  tfilèaM  (4)|  ^m  It  tjiliiM  (f)  par  rapport  au 
•ftléM  (i).  11  aull  da  là  fua,  aoit  qaa  l'as  vaniUa  lâugiw  la  tytttiM 
aa  laaaliitiaa  (4),  aoil  qua  Toa  iraailla  laUpar  réqnatfaa  «ftiqua 

la  praa»ièfa  apéralioa  i  aflTcftuar  aica  la  nèaM  Um  laa  dJaus  east 
oa  aura  à  diarcbar  ana  ial^rala  die  Tëqualioa  liaéaira 

qui  ait  la  pramièft  de«  équaiionê  (3).  Mais  Tanalugia  aatra  laa  daui 
problèmai  no  l'arréla  pas  là.  Noui  allaiia  mantrar  aa  aSrt  qaa,  •<  an 
a  inUfgré  rrfftfafjaa  4  n  <—  m  -«- 1  i«aHaUea 

an  an  dMiiim  <maitf<NaiaNant  iina  inUgnUê  «MijrfMa  Al  apa» 
làtMt  (4). 

D'iiaa  fliçon  plua  précita,  natia  allana  aiantiar  qua  finUfiala  da 
aalla  éqoataaa,  qoi,  poar  t  ss  0,  ta  léduil  à 

vérifia  laa  aatrta  ëqualions  (4).  ImaitiiuMis  qtt*oo  appliqua  la  patmléra 
aiëllioda  da  Jaeobî  à  réqualion 

aa  iat^grara  la  irstèma  d^équatioas  diffiiranMIaa 

Bail 

^g*        4  *â  ^^^  ?*  V»  l^tt  ••'»  y»»  ••-••«»  —f  ••!  •^♦It  •••#  •■)» 

f    Pi  ^*  ♦i  (^  Vif  •••!  y«»  ••♦If  •Vf  •m  ^'¥1%  •••f  O 

l'ialégrala  générale  de  tm  tyalèmê,  au  ab4.1t  •••!  ^f  K^*  ***»^ 
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dWgMQt  les  vakoff  inittalet  de  Pm^u  •••» P.*  ^^i$  ••f  «U  FM^ 
t  ss  0;  r«ipm8MMi 

Mn  natécrtle  de  TéquatioB  37  —  ^9  qnit  pour  f  as  0^  ae  lédvil 

à  «b^-i  ^4>t  +  •••  H-  «•  ««»  si  M  Feipriiiie  au  mojea  des  Yviabice 
indépeadantes  i^x^Oi,  Peur  plua  de  darlé,  dës^iMma  par  W  ea  ^paa 
daneol  la  iMielieû  T  quand  ea  j  remplaoe  h^^u  .-9  h^  par  leuri 
valeim  tirte  doa  fermulcs  {V^  Nens  alloiis  mentfur  que  eatte 
fNMHeu  W  aatkbil  aux  équiÀieua  (4).  Ou  a,  puisque  ▼  ee  déduil 
de  W  eo  y  lemplaçant  x»^i,  ...^  oTi»  par  les  valeurs  (^ 

Vlaillevu,  ▼  élaul  UM  imelien  de  ty  Vf»  «b  et  1^ 


£¥ 
'» 


et,  «■  taHoil  coflvple  des  équatiens  Çi)» 

«r  f  sO^  %  ae  réduil  i  i^  eu  eu  eonduique 


W  et!  «M  iaUgnle  de  it  pranUra  te  4qMlioM  (4Q^ 


*«w""^' 


£W 


.«• 


,*" 


Vum  mMm  «Mé,  ftkifm  U  nfiliaii  (4)  til  o  toijlutha»  m  a 

♦ 

«6  qui  •*teù 

•apoMurt 

£■  iwpitcaat  a^  <t  m  f»r  Iw  eKprniî<«i  (>)»  fi  loat  bi  «liytlw 
ée»  ^fiMiioM  ^X  il  viMt 

^y<  ~-  <>t  "^^^,  (  ^«,  lit  '*'  4»jMlf  )      rft 
•I M  •  la  fdalioa  qu'il  bliait  démontrer 

4»W 


^-jrî5'"=<'*-«' 


Hqm  pMHMt  doM  imtkmr  la  piopoMlkNi  géaénie  mMMto  : 
Tliioatifc  ~  L'inl^^raMoii  d'im  tylttiM  m  invilifliM  dit 

étwM  #f Maliin  Miilgtie  é  m  —  m  h-  1  Mria4lit  iml^wiilafite. 

« 

RcHAftOUB.  -— •  Dan*  la  dénontlfatiM  da  lliioitaia  précédant» 
at  noas  •omaïas  lenris  qaa  des  relatioaa 

.  Mais  Dont  a*avaiia  |mi  aliliaé  les  auUes  équaliaaa 

qid  aiprimeal  qua  la  aiilènia  (4)  asi  m  iavolalica.  Crtia  aûaeli 
paui  samUer  puadoiala»  oftais  U  ait  facOa  de  voir  qaa  ht  dernikaa 
labliont  tonl  des  oooaëquaaMt  des  premières.  Ea  e&l»  da  ridantité 

+  (a  -  «  H»,  (ft  -  5,  p.- 1  HO)  «0, 


M  eondal  qoe  b  parMtbtee  (]»|  —  IH^,  ji^—  IH^  eit  «m  ial^nile 
4e  réquitioii  lioMre 

or,  loos  kt  termes  de  celte  perenllièee  eontienneol  t  ea  bcteur. 
Celte  intégrale  doil  donc  e'âiiniiler  pov  I  ssO  el,  d*eprès  le  iMorème 
rtaêral  de  Ceuehy,  rëqnattoo  Kaéeire  précédente  n'admel  |iee  d'autre 
inlégnk  que  fsa  0  qvi  eoil  nulle  pour  I  =s  0.  Il  fiinl  done  que  b 
paienthèee  eoil  iikntiqueaieni  nulle. 

68.  Le  théorème  fbodementâl  de  Lie  pennel  de  compléter  sur  un 
point  esicntiel  le  méUiode  de  Jeeebi  el  Maji^r.  Suppoeons,  en  eKrft 
que  dane  rappBeolion  de  celte  méthode  on  errhe  à  un  eysième  en 
ÎQfoIttlion  tel  que  le  système  (l),  pour  lequd  on  sedie  inlégrer 
complètement  te  sjsième  jecobien  correspondant  (S).  L'ihf^^mfien 
fin  Sfsiènie  (i)  est  o/ert  ramenée  à  une  fuadraiurê.  En  eflef,  ei 
en  connaît  rinlégnde  générate  du  eystèroe  (S),  on  aura  aussi  Pinte» 
grate  générate  du  sjrsième  (3)  et,  en  particulier,  de  te  ptimièra 
équation  de  ce  systeme,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  deè  dquatione 
difEteentidles 

(5)  iîf^^ti.,    ^«fî. 

^r  dt         apft      dî      dxt, 


Or,  nous  venons  de  voir  que,  si  en  CMinalt  rfailégrde  générate  de 
€0  qstème,  en  en  déduit  par  une  quadratura  une  inlégrate  fumplfte 
du  sfsième  (4)  et,  pair  suite,  du  eysiènm  (1). 

On  voit  donc  que,  dans  TappUcation  de  te  méthode  de  Jacohi  et 
Ifayer,  on  peute*arrêler  toutes  les  Cris  que  Pon  errive  à  un  qfsième 
jacohien  que  Pen  eail  intégrer  complètenient  Cette  méthode  comprend 
àtetem  hmèthode  de  Canchj  et  celte  de  JacolnMBme  cee  particulier 
Llnl^ralistt  étant  fwmmsnciflo  par  te  n»MhiMte  de  JacsU»  en  peut 
sranràler  quand  en  vent  et  ramener  te  ejstème  en  invotulisn 
à  unn  éqmrtion  uuiqM  en  meiun  du  Ihéerhne  Cmdamenlal  de  Lie. 


TH.  Teiei  maintenant  te  nouvdte  méthode  d'intégration  qiw  II.  Lte 
a  déduite  de  een  théorème.  Le  OfetèiM  en  famlnlion  prspeeè  étant 
rmaant  à  une  équaHsn  unique  iiiVuriahhelndépendènteB  ' 

(1)  p^^ftm^ 


(j».-Af)  =  «. 

Sait  fi  flatte  iatlfrale;  te  «yilèaM  «n  iavalulMa 

peut,  ^aprte  m  q«i  prMite,  Mn  ruMné  i  ww  é|Mltea  uifW 

(9)  rt»-r»«o- 

•  * 

Ue  toute  inlégnle  eompiète  de  cette  iiouveDe  équation,  ou  Mal,  em 

effet,  dUuire  par  des  opêfatioQs  algébriques  une  intéfrale  eemplAto 

du  sptèiue  (8)  et,  par  suite,  de  Téquation  (7)*  On  Ghefthera  eoauite 

une  iatégiale  f  g  de  Tèquatiim  lioeaira 

.  •  •  • 

et  on  ramteefa  le  système  en  involulioa 

i  une  équation  unique  à  n  -^  S  variablea 

et  ainsi  de  suite.  Après  fi  ~  1  opérations  de  00  fénin,  on  osm 
ramené  à  une  équation 

à  une  lariaUe  indépendante  seulement  De  KnMfendo  générale  4o 
estte  équation  différe^tielte  ordinaire,  on  dédniim 
tant  de  proche  en  proebe,  une  iotégrak  eempltle  de 
équations  intermédiaires  et,  par  suite,  de  Téquation  (7). 

Cbaque  intégrale  nouvelle  diminuant  le  nombre  des  fariableo 
indépendantes  d'une  unité,  l'ordre  de  l'équation  linéaire  eorrespon» 
dante  sera  diminué  de  deui  unités.  On  voit  facilement,  d'après  cela, 
que  la  métbode  de  Lie  eiige  le  mémo  nombre  d'opérations  que  la 
méthode  de  Jacobi  et  Mayer.  L'application  de  cette  méthode  donne 
encore  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

l**  On  voit  immédiatement  qu'à  chaque  instant  de  repération  em 
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foam  abtndoiiiMr  la  aéthode  de  Lie  «I  astiquer  cdie  de  Caudij  si 
die  est  plus  atanlafeiise.  Car,  si  on  a  obleav  une  iatéfiale  eomplète 
de  réquBliett  j/f  •—  f^  =:  0,  ou  eu  déduira  enoofe,  en  remootani 
de  prêche  en  proche,  une  inlëgrale  eomplète  de  chacune  des  di|ttations 


S*  Si  ea  a  déterasiné  s  inl^rales  distinctes  ^|, ...,  ^^  de  rdfuaUen 

en  peum  diminuer  de  s  unités  le  nombre  des  variables  indépendantee 
peunu  q[ue  ces  intégrales  Y<rilient  les  relations 

En  eUety  le  thêor&mo  fondamental  de  Lie  peut  Hn  généralisé  comme 
Il  suit  :  Êimnî  donné  un  système  en  in  vofuf ton  de  m  équùtion9  à 
n  vmrimbUê  indépendmnUê 

ai  en  eeunnlf  s  inldj^rulei  Fa  4.  If  ••»  F.  4.  •  du  système  eompltl 

(F.,»)  =  0,      ...,     (F^*)  =  0, 

fûrmmnî  moee  F,, ...,  F.  un  êytîème  ife  m  -^  s  faneHmu  di9iineîe$ 
et  tsffes  gue  Fen  ail 

(F.4.*  r.4.») =0,       ({,  ft  s  i ,  s, ...,  s), 

Viniégmitom  dm  système  prapp9é  ee  ramène  d  Fénf /yratien  #iuf e 
digiMfîeit  imjgiie  dm— »m  —  s-#-l  earJoUss  {mid^MnAinfes  (t). 
Fmr  avoir  une  intégrale  eomplète  du  système  proposé,  il  suffit 
uft  eibt  d'avoir  une  intégrale  eompièla  du  système  en  involutîon 

Ff  sm  «1,    •••9    F.  s:  ^,    Fm4>i  =*  ^♦u    •••>    FI»*»  ^  ^4«f . 

ôi  em  équations  peuvent  être  résolues  par  lappoK  à  (m  4-  s)  des 
msrisUes  j%(  la  propomtioa  esl  éUUie  (f  OB);Vil  n'en  est  pas  ainsi, 
UB  a  vu  nu  dianitra  précédent  m'en  pouvait  lomoun  les  résoudre 
fariuppscC  i  |i  des  variableB  ji  et  s  — 1&  dm  variables  or 

F#if     —f     Piyv    "  ^9     •••#     ^tê^fL^ 

mmi^mmÊm^mÊammmmma^m^mmm^mmmmmmmu^^Êmamm^^m^mm^mÊmi^Êammmmmimmm^mmÊÊmimmm^^m^ÊmÊmmmmi^mmmmitÊmÊÊim 
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les  nMibrM  «i  «1  (^  élul  iilbraits.  P»  iim  trtmhmatia»  ^ 
maflùjM  (1 83),  mi  rmfcMfa  et  ces  m  prMdeiit. 

71»  Nous  iMliqMfOM»  tu  termioanl,  «m  airti*  millMds  q«9 
Pmi  poumil  aiiiv^  pûor  établir  k  iMorèoM  faiduMAUl  dt  Lie» 

n  

«!•  ralladiâBl  âiix  IktertiBM  rtoémut  4d  Ciiidlf  •  Rmkûmm  \t 
tr8tèroe(l) 


•I  tuppotoDS  q«i  Wt  aaooaJs  meaibraB  db  ces  éqsstioM 
boloDorpbes  m  voisinafs  eu  foiùl  s%  9}»  ...,  jr2,  J^^-it  •••!  fS* 
Soil,  d'autrs  part»  ^  (x«^b,  ora^-t»  — t  ^  tUM  fonclMMi  qudoooque 
«les  fariables  «^^.it  aEu^t»  -m  *«  MosMrphei  daas  le  voisiMge  de 
poÎAl  ;ci^i9  :aÎ4.H  •••!  ^  ^  kl'«  quefen  ait 

Cheieboas  s'il  existe  ue  inléi^rale  V  des  équatioiis  (i)»  Iwdsaefphe 
Stt  ssisiiiafs  du  poinl  x?»  «t»  •••»  ««t  else  réduisaol  i  #(4^4.19  •••««^ 
pour  X|  s  «f ,  ât^  s  9S9  ••.,  s;.  SB  ^  S'il  existe  vue  telle  întigrale» 
ott  esooalt  1^  valeurs  Initiales  de  toutes  Iss  dérifAes  partielles 
de  V  o4  M  ifiue  aucune  des  variables. «^  «g,  •••«  *••  VatHeurSi  en 
diflSrentiant  les  dqualiens  (1),  en  pourra  exprisier  toutes  les  entres 
dérivées  partielies  en  fenetion  des  prêcëdenles.  Mais,  id,  il  y  aiira 
plusieurs  manières  de  ealculer  une  mCme  dérivée;  ainsit  en  pourra 

calculer  de  deux  fixons  dillêrenles  -r — r —  en  partant  des  deux 

équations  ^s=:F|ei  j—  ss  F,.  En  écrivant  que  les  denx  expressions 

d*V 

ainsi  obtenues  pour  ^ — ^ —  sont  éfsles,  on  trouve  la  condition 

qui  est  vérifiée  puisque  le  système  (1)  est  en  infolulion.  On  voit  alors 
aisément  que,  si  le  système  est  en  involution,  00  n'obtiendra,  psr 
les  dérivations,  qu'une  seule  valeur  bien  déterminée  pour  cbacune 
de<  dérivées.  Si  donc  il  existe  une  intégrale  V  satisfiisant  aux 
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il  «  eikte  «M  Molt  «I  las  eMffideatt  de  mh 
dèflopp— al  MiiNit  hiM  déttrmfaiée  fitr  let  ApatioM  (1)  jointes 
•saditioBS  iaitisles.  KimtMom  qoe  le  dAisleppemeal  sissi 
ssit  csaveigeot;  mm  poonme  iMMsr  k  proposiUoa  sui* 


TatoatMS.  — ^Uml  dùnni  «n  sifilèiiie  en  tiiMliilieii  4e  m  éfmh 
fieM 

#>  les  fonerteM  Fg,  ...y  F^  eeiil  AetemerjriUe  dmn$  b  eeMmife  ibe 
Mifrs  «$9  —9  âtft  fS^^it  •••?  pit  A  eviele  «me  iiiMjgrmle  île  ce 
efsttfM^  ibeleiiiei|i*e  dmm  le  d^mmine  dm  paimi  xff  .••*  «S,  et  ee 
nWntoiifytir  gf^  s=  «*,  .•.,  x^  =s  sj^,  à  «ne  /eweWett  «rUlfmre 


♦  (^4-lf  •••!  ^O» 


ji^^iy  «««f  j^  QmÊÊÇf^/Êsn  les  werfeees 


Lft  wftfM  4e  M  <éwlopp<BMnt  te  MmosbcnR  MM  4oal* 
■JiiMfl  f»  te»  lèUioto  <te  M—  <>  Kbwitomy.  U  ttiwÉwi  ww 
^Taill—w  MdbK  phM  loin  par  d'aaliw  eonaMénlioa*. 

Qàk  port,  Mmh  du»  te  ifilteaa  (1)  te  cfcw^nwt  et  twrhhte» 


•^  8  F,  4- y.  P.  •«• .~ -f- y.  Fm 

«  npsêe  M  qii  piMeMi  se  QslHse  Mssel  VM  ioléffiM  qVf  pow  I  ss  ^ 
M  vMnl  à  #  (e^  4.  H  «M »  ^  Or  k  fwiiw  éqMlîM  es  es  syslioM 

à  eslte  esattkii.  nur 


(10) 


il 


s  P«  -1-  y»  P,  ^  —  -f-  jlU  P^ 


qui,  pour  i  ss  Ùf  m  wéâM  i  ium  fondM  dtt  acuicf.  friiMtt 
«^^1,  ...»  jr.9  vérifie  aoati  lit  ««Iim  4qaâtioM  /«  ■filton  (>). 
Cm!  la  fëMimliialMNi  de  la  prapatitîoii  élablît  paiir  las  aynèmea 

jacobiaiia  (I  aO). 

Pour  avoir  l'iatéf  rata  eooaîdrréo  pu  Mayer,  il  auflM  da  prandra 
1  iatécrala  da  réqualion  (10)  qai,  poor  I  s  Ô,  aa  rMwl  i 


fi 


C.X 
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CHAPITRE  IX 

Étmiê  fléoiftélrifie  des  éqsattsM  à  Irais  tarisklss. 
Csirbss  iatéfnles.  Sdvtions  shigsUèns  (>). 

72.  Rcpraioiis  sne  équation  mz  dérivées  fMirlfallM  du  premier 
ordre  entre  «ne  fonction  z  et  deni  teriaUee  indëpoodantet  x  tl  y 

F(«fir,«fj»,f)  =  0. 

Une  telle  équation  exprime  nne  relation  entre  un  point  d*vne  aerbee 
et  le  plan  tangent  en  ee  point,  ou»  ee  qni  revient  en  niénM,  entra  on 
peint  d*nne  snrfaoe  et  la  nomnie  en  ee  point.  Soient  x,  y,  %  les 
coordonnées  d'en  point  H  d'une  ourihoe  intéfinle;  leo  éqnationt  de 
la  normale  sn  et  point  aont 

X  — g T-*y_Z~r 

ett  pnr  anilOi  on  voit  ininiédialeBBent  qne  lea  nonnalea  à  lonlaa  les 
avrfneae  intégralefl  qui  paaaent  au  point  H  enfondrant  un  odne  (N) 
Ofunt  ponr  équation 

Lea  pbna  lantsnla  snz  anrfceea  intéKrales.qui  paraît  en  un  point  M 
enveloppent  par  oonaéqneot  un  céne(T)  qui  cet  le  ctoe  onppMnien- 


A  ht  ummw  é<  te  caapitw  ait  wtfvH  a>a»ft  iwiirniintrt  aa  llntlia  i^n, 

'  ffca*lilvtff«alr.  Oa  ptvvm  cnnvftrf  avjirf  va  laiatfftal  Uémlia  4i  W*  U^» 

ÊMm  wê  ITtfrf-CMpWv,  nir  AtmUufB  mf  Mr  Thm^ 

jW&ikemÊlkeàt  il— iia>  t  ▼.  >l  m>,  il  i%afiiei  ctiètiv 


I 


N 


uçom  mm  us  ioirAffioM  àm 
à  «M  <gti<rtim  mÊM  éM^im  fmrtUOm  im  pnmi$e  êréfê,  fêm 

w'^O^B^B^^^  w^^^ÊWt^^  ^P^vV^^PvW  ^^WPy^  VW^  ^^^^^P^w  ^^^  w  ^^^^^^^^^M   •^^   ^^^Pw^^^P^P^^P  ^P^^P© 

M  IrMiPif  Mr  «m  c4m  (N)  ttlol^  A  m  ppfot^  m»  «t  fii<  fpvitnl  pm 
iiiAfM,  l#  pipfi  tcnyml  4itt  tttidtor>  «m  i*i#  (T)  MiffWpiMlpAv 
Al  ctfM  (N).  Ep  puticplkri  ai  te  «tet  (N)  m  tomfOÊtài  (TttP  titlAPM 
dp  pliPtf  te  etep  (T)  m  rAdpiralt  à  pp  aytlèpie  de  iiroil«t  pI  Tii^iuiUop 
F  as  0  ••  dëoonpoitnit  pp  pipatepn  dqiialteût  liaiNùrit. 

Dt  PiAmp»  contidèropt  toutts  tes  turAMCp  iptésntei  taP|CPtes  i 
up  pteP  dopnd  P 

«  —  p*  •*•  Ay  +  Tî 
au  poipt  df  contact,  op  dcYn  avoir 

par  auite,  \f%  coordoaoAta  du  poipl  do  copted  ndrMtefOPt  tea  doyt 
dqualiona 


fpl  dAflpiaaopt  ppo  oopAo  (C)  ailudo  dapo  te  php  dopil.  DapOi  d 
Vên  cotiaMirt  Ita  rarfacM  MéfralH  Ipiipapira  A  pu  flUm  P,  lao 
poinU  4ê  oPNlPce  aaiil  tUuH  apr  pm  cirtpfctP  oopHa  (G)  ite  pa 
plpii. 

A  cbpquo  polpl  do  Tcapoco  convapond  alnat  pp  cApo  (T)  pyopft  oop 
aopiroel  on  co  poiPl  ol,  i  chaqpo  pUn,  ppo  OMirbo  (G)  aitpéo  dona  co 
plan.  D^ailteura,  on  peut  éteblir  entra  tea  copitco  al  ko  cApoa  ppo 
liaifop  gAomilrkiuo  indépendante  do  lopto  iptëgrate.  Il  aat  cteirp  op 
effet,  que  la  «mrbo  (C)  nilude  dana  up  plap  P  oat  te  lieu  doa  polpto  M 
de  ce  pten  pour  teiquela  te  cteo  (T)  oat  tangent  pp^p  P«  De  méPMt 
te  cAne  (T)  relatif  A  un  point  II  eel  Ponveloppo  deo  pteno  P  popr 
leaquola  la  courbe  (C)  paaae  au  point  M.  On  pourra  dopo  ddduira  tea 
courbée  (C)  dee  cAnoa  (T)  et  inveraemont. 

Lea  doui  propriétéa  précëdeotea  ao  tranafonpont  I'ppp  dapa  Paptrp 
fuand  OP  aoumet  lea  aurfacea  intjgralee  A  nno  tranafonnatten  par 
poiairaa  vAciproquee.  Prenonoi  par  oioaaplo»  te  pramiArai  d*aprèp 
laquelle  toutee  lea  nurfaeaa  paaaant  en  M  doivent  toucher  pp  cApo  (T); 
aux  aurfacea  poMant  on  M  eorraapondent  dee  aurbeea  tanfontca  A  up 
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pha  P,  01 9m  cdM  (I)  voe  eertaine  eouribe  d«  plan  P.  On  voit»  par 
et— ApKùl»  que,  li  des  MurCMet  niblbot  i  «m  mèiM  éqntkm  a«x 
dfriito  parUelk»  êm  premier  ordre,  il  en  eera  de  néme  de  leort 

per  pelairei  fddproq«ee.  Ceci  eipliqve  le  soeoèe  de  k 
de  L^geadre  qui  eoaeitle  i  pmdre  pevr  aoOTèUii 


dmsspdx  ^  qd^  '^^dp  -i*  féq--^  dx^ 
du  s  9  dp -^^dq; 

m 

per  eoile,  ei  en  pread  ji  el  f  peor  ?ariablee  iadépeadapiee,  il  irieal 

Lee  fbfforalee  de  IruMfiiniuiUoD  aont,  per  coaeéqaeiitt 

eu  au  du         du 

dt  rdqMliott  da  premier  ordre 

F(»,  P,«,p,«)=s0 

ea  «ae  aoavdie  éqaetioa  da  preader  ordre 

^/àu    du      eu        du  \      A 


Oa  faeeaaeit  iauaédiateaMill  %gjm  Pf  f  «  u  eoal  I»  eeèrdeaaéee  da 
pdia  4a  pha  leageal 

Z  — »=p(X  — »)-4-fl(T  — f) 


aeHa  qae  le  IfiaelMraHitiea'piéeldeale  lafieal  hiea  à 


Itl    uçoNt  MM  m  ttmmm  aox  Mtanta  VAinotn. 

priinllb»,  toi  «4M»  <1)  MWrt  «M^poié»  ««•  nilèwt  é«  4»«I«M  <»• 
l'^MiiMiiraatferafe  ^«a,  fMr  Mite,  m  MoMipoMn  m  ffcMÎMM 
4qwtiMM  Haltin».  AiMl«  fw  «MmH**  «omM^m  «m  «^mUm  et 
la  ferae 

Lm  CMirbw  (C)  MBi  d«uiéM  par  to«  ntotioM 


I 


M  M«(  doM  4m  4roi(M  pMiUèlw  •«  piM  4m  «t.  U  tnMlvMUM 
4«  Lantmàn  c«nd«iil  A  rÂ|uiilioii 


.(p...Îj)-0. 


fut  l'on  fMt  tnitor  romiiM  wm  tfqiialiMi  diMitstMl*  mUmIm. 
D#  mémt,  pivaoM  r^^iwatioa 

•A  0».  f  I  «  —  J»»  -  f  W  +  I»  A  (^  «.  »  -  P*  -  f  W 

•^  A  IF.  f»  •  -  J»« -- f  »)  ■  •• 

Lm  riquatioM  4m  cotirbM  (C)  wBt 

«A  («.  ^  Y)  +  »A  («.  >.  t)  +  A  («.  f  Y)  =»  0; 
M  sont  4oiie  4m  4f«ito«.  U  tTMuiiNmatfoa  4«  Le|fn4raMMMa4nil 
M  tiel  à  réqualioo 

Jj  A  (F.  t.  •) -^  Jj  A  0».  f.  «) -^  A  (?.  f  »  ••)  »  <^ 

qui  «Il  réviiMtMHi  littéaira  h  plu^  générale. 

Il  til  aisé  daat  Mm  des  cas  de  ■•  rattdrt  eompte  <•  la  pOillMi 
du  cdM  (T)  «i  de  h  eoiirlie  (C).  AiM,  dans  la  cas  dt  féqualiott  da 
Glairauli  féaéraliséa,  bouh  avoiw  yu  qva  Pinlécimla  aanpIèU  diaii 
formée  par  l*enaeinble  des  plana  Uagents  à  naa  eèrlaina  anrlaea  na^ 
développable  (2);  la  cane  (T>»  retataf  à  «n  point  M,  asi  évidenunani 
le  cène  rircpnscrii  à  (Z)  el  ayant  le  point  M  pour  aamtnel;  il  n'y  a  pas 
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Eeu  de  coosidirer  la  courbe  (C),  muf  dans  la  cas  oA  le  plan  dmné 
est  tansnt  à  (2)»  et  alora  die  est  indéterminée.  J^lrmona  eneera 
Féiinatian  dn  ptemier  ordre  qui  admet  pour  intégnile  eompMe  ka 
apUiea  paasanl  par  nn  point  O  et  tangenCea  i  nn  plan.  On  fait 
aiflénieat  qne  toolea  celles  de  ces  aphéres  qni  pasaent  en  nn  point  M 
CBfeloppent  nn  céne(T)'de  révolution  et  que  les  courbes  (Ç)  aootdea 
cerdes.  Pour  k  voir,  il  suffit  d*eflMoer  nne  tranalBnnation  par 
mjona  vcdenra  réciproques  en  prenant  le  point  O  psinr  pèle  de  h 


73.  Seiort 

nne  éqmdmi  à  troia  lariaUes  et 

«ne  intégrale  complète  de  celte  équation.  Noua  savane  qne»  rinlégraio 
aingniièra  mise  à  pari,  tontea  lea  intèfrales  de  l*éqoatîon  (t)  s*oblie»> 
dront  en  peeant  è  ss  f  (a)  et  en  éliminant  «  entn»  lea  dans  éqnationa 

on,  en  d'autiw  termes»  en  associant  lea  courbes  du  complexe 
(4)  V=0,    gJ  +  elJ^O 

anisant  une  loi  confenable. 

Sur  toute  intégrale  complète»  il  j  a  nne  infinité  de  couilies  earaclé* 
fiatiquea  (4X  eonuipondant  aux  diflérentea  valeura  de  tf.  Maie  par 
lont  point  d'une  tdk  surbce  passe  une  êtmU  eonrbe  earadéristique» 
comme  en  le  voit  immédiatement  d*aprèa  lea  équations  (4).  Soit  M 
Wk  point  d'une  intégrale  complète  S;  la  caradériatiqne  C  aituée  sur  S 
m  qui  paase  an  point  M  n'est  autre  dioae  que  h  limite  de  rinterseelion 
io  h  auribea  8  avec  nne  intégrale  complète  S"  inSnimant^  voiainei 
lotaqnu  S^  ae  mppruclia  de  S  anhmnt  une  loi  quelconque»  maie  de 
iaUo  %an  que  cette  intaraaeiion  limUo  passe  m  point  M#  En 
ri  ai  h  anrfbea  S*  ae  fuppracha  de  8  en  p< 


iW    uçoMsuE  Ut  Ahjatiom  aux  oiiiivtn  rAMituat. 

par  W  poial  M»  h  UnUe  dt  rmi«n«clicNi  àm  4mx  plau  tonfwii 
tn  M  rax  Miftees  S^  ff  €•!  ètidemaieai  h  f^aénilitot  da  CMlMft 
dii  plaa  tangiol  en  M  à  k  mutùttê  8  atce  !•  cdaê  (T)  comipoBdaRl 
ao  poîat  M.  Dobc^  éU^I  donnéa  «m  mrfiiea  iBlégiafe  quekoîiqM.  it 
une  canctérittifutt  C  sitii^  «ur  cette  surfiiee,  conune  il  cibla  teqjeun 
OQC  iatëgnie  oomplèle  langcate  à  celle  snrfare  loul  k  kiif  de  C,  en 
peul  éuonoer  k  propceilicn  sui? «aie  :  Leê  eimrbft  €mrmHérkîùpteê 
•oui  des  ecmieê  traeéé$  tut  Wne  êurfaee  intégmlê  H  tam^entee 
en  ékaeun  de  leurs  poinU  à  la  génératrice  6  de  canCaei  àa 
eône  (T)  rorret/iondaiit  avec  le  plan  tangent  à  la  earfaee  en  ce 
point.  D*«ilkttr8,  comme  en  chaque  poiiil  d*iiiie  aurCM»  inlégiak. 
il  passe  une  scuk  courbe  poesédanl  k  propriébi  préeédeule,  aa 
eu  ooBclul  que  ka  couibea  caraclérisliquea  soal  ks  aeulea  courbée 
jouiaeani  de  celle  propriélA*  La  difiailica  piéeèdeate  des  caradè* 
rieliqaee  a  favanlate  d'élre  indépendante  de  loule  inUgiak  compIMe. 

Le  iktt  dea  eaïadérislîques  paasani  en  na  point  M  peul  èlre 
considéré  comme  renvekppe  des  inlé|^es  compkles  qui  passent  en 
ce  point;  ce  lieu  esl  donc  une  surface  intégrak  (%  49). 

Soient  M  un  points  P  un  pkn  passani  en  M  et  tanfent  au  cAne  (I) 
correspondant,  S  l*intégr»k  complète  Ungente  au  pkn  P  au  peint  M; 
louk  surface  intégrale  kngente  en  II  au  pkn  P  pourra  être  consi- 
dérée comme  Penveloppe  d'une  suite  simplement  infime  d*intégraka 
complètes  parmi  lesquelles  se  trouTcra  k  surkoe  S.  La  aurkce 
inlégrale  sera  donc  Ungente  à  S  tout  le  long  de  k  caradérisUqne 
issue  de  M.  On  en  conclut  que  ei  deux  eurfaeee  intégralcê  eenl 
longefitis  d  un  même  plan  en  un  même  point  If,  éllft  eenl 
fan^enles  loul  le  long  Je  la  earactériitique  iêêue  du  point  M,  H 
tangente  au  plan  tangent  cotnmun  A  ces  deux  eurfacee. 

Ceci  nous  conduit  à  associer  aui  courbes  caracléristiquea  ks  dévo- 
loppalUeê  earactérietiquee,  c*esi4-dire  ks  déveioppables  ciroonscrilsa 
aux  sur/aces  intégrales  k  long  d*una  caractéristique.  La  caractéffklîqae 
éUnt  repiésentée  par  ks  équalions 

V       A       ^V  dV       ^ 

les  valeurs  de  p  el  de  f  rekiivee  an  pkn  tengeni  à  k  défekppebk 
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ciraelériBtti|M  termit  founiies  par  les  rehl  ions 

à»      "^  àt  ôy       ^  et 

qat  us  dfpoDdeiil  que  de  «  el  de  fr.  De  même  qii*0De  ooorbe  caradé- 
risliqiie  peut  être  ecmsidérêe  oorome  fat  limite  de  rintersection  de 
devi  iotéçrales  eompMes  infiniment  iroisines,  une  dévelopinble 
cnnkeléristique  peut  être  eonsidérfe  comme  la  limite  de  la  dére- 
loppaUe  cireonscrite  à  deiu  Intégrales  complèles  infiniment  foi* 


Prenons,  par  eicmple,  denz  intégrales  iroisines  S,  S*  tangentes  à 
nn  plan  P  en  denx  points  m,  m*  de  la  eourbe  (C);  la  droite  mnC 
est  vne  génératrice  de  la  sufaoe  défdoppalle  circonscrite  à  S  et  S'. 
Si  m'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  m,  la  droite  mnC  a  pour 
limite  la  tangente  mt  i  la  courbe  (C)  en  m  et  la  surface  déreloppable 
circonscrite  à  S  et  S'  a  pour  limite  la  dëveloppable  caractéristique 
passant  par  la  caiiotéftstique  issue  de  m  et  tangente  au  plan  P«  On 
en  conclut  que  les  génératrices  de  contact  des  déreloppables  caracl^ 
ristiquesy  tangentes  à  un  plan  P,  arec  ce  plan,  sont  les  tangentes  k 
la  eouilw  (Cf)  relatife  à  ce  plan.  Ce  théorème  est  précisément  la 
proposition  corréiatife  de  la  proposition  établie  plus  haut,  d'après 
laquelle  les  tangentes  aux  courbes  caractéristiques  issues  d*un  point 
engendrent  le  cAne  (I)  relatif  è  ce  point  A  toute  propriété  des  courbes 
caractéristiques  csrrsspond,  par  la  méthode  des  pdaires  réciproques, 
une  propriété  des  défdoppables  caractéristiques.  Ainsi,  les  courbes 
caractéristiques  qui  pasaent  en  un  point  engendrent  une  surface 
intégrale;  on  en  condut  que  les  dévdoppables  csractéristiqiies 
tangentes  à  un  plan  enveloppent  une  suriaee  intégrale.  CSette  surface 
n*eal  autre  chose  que  l'enieloppe  des  intégrales  csm|dètes  tangentes 
ra  pian  P,  ou  le  fou  des  caractërisiiqnes  tangentes  à  ce  plan  en  tous 
lus  points  de  la  courbe  (C). 

Le  thésrème  établi  jftn  haut  pettt  être  généralisé  eommeU  suit  : 
8i  deux  sur/bess  inl^^prolet  ont  tm  taniaei  JTardrê  memun  ponil, 
oBse  onl  un  esntocC  ihi  mémo  onfro  foui  le  long  de  lu  courbe 
enraddrMifiie  imne  ils  ee  poAil  et  ten^enlt  en  espoini  nnjilmi 
SnfMUNl  oownran  A  ess  dêÊiM  sv^Amss.  En  sSeL  aait  S  une  aurCma 


iS8    UBfêm  «m  lA  éqoatiom  aux  odhiivÉn  Mftntutt. 

où 

CoMidénu  la  CMWlérHtif  «c  cMicapoadMti  b  «•!««««  4a 
métra  «,!«•  valMT»  dt  j»  et  f  «p  «n  powtJr,  y,  td«MtltawMlM»> 
ti^«M  MrMt  donnais  pàr.U»  liM<Dul« 

éx     '^  iz  à(f         es 

•It  fèf  tulle,  ne  dépendent  que  de  «  ei  f(m)i  m  diHfMUuH  cet 
^uatiottSt  oa  vem  que  lee  valeur»  dee  dérivdM  eceoudei  r,  e,  t  nu 
dépendent  que  de  ««  /(«)•  /'  («y»  /*  («);  '^vm  nanièfu  fénérale, 
les  dérhréet  juequ^à  l'efdiu  m  de  c  par  npport  à  Ji  et  i  y  ne  dépen- 
dent que  des  m  premièrue  dérivées  de  /(a). 

Soit  alors  S' la  surface  intégrale  obtenue  en  prenant  k  =s  f  (n); 
pour  que  le«  deux  surfaces  aient  un  contact  d*ordrs  m  en  un  point  de 
la  caractéristiquCi  il  Ctudra  avoir 

^ 

et»  par  euite»  si  les  conditions  sont  vérifiées  en  un  peint  de  k 
caractéristique,  ellee  seront  vérifiées  tout  le  iong  de  la  caïudéristique; 
d*où  résulte  la  proposition  énonoAe. 


74,  t^r  terminer  ces  considérations  sur  les  earadéristiques, 
nous  allons  montrer  comment  on  peut  retrouter  leurs  équatiene. 
différentielles  en  exprimant  que  ce  sont  des  courbes  situées  sur  une 
surface  intégrale  et  tangentes  en  chacun  de  leura  points  à  la  géné- 
ratrice de  contact  du  plan  tangent  en  ce  point  avec  le  e6ne  (I) 
correspondant.  L'équation  du  plan  tangent  au  cône  (T)  relatif  à  un 
point  jr,  y,  ;  est 


«Af •  n:  «^  Aquatiom  a  nom  Tâmiwim  iflll 

•h  |i  tl  f  tMft  Hét  ftr  la  rdâtiM 

Li  géntelfke  d€  eonlael  dt  ee  pian  avae  ta  ediia  (T)  a  doM  pa«r 
iqwtioiia 

Amw^m  k  oMMlèriit^M  mM  teagml*  i  «alto  ênà»,  M  fanim 

on  déBgMttt par dl  la  valaiir osaaniiM  4laa  npparls.  Amv cvairil ji 
aC  tf  f  t  mppalaaa  «aMi  qiia  la  tombe  mk  situéa  aar  iM  aaritea  Mé»^ 
giala.  Oa  NiMlMi 

oDdMait 

X  -»-  Zji  -t-  Pr  -•-  Qi  a  0, 

BMnpIafaiia  dana  cea  opracakMia  P  et  Q  par  kwa  lalawa  iMaa 

éa(8):fl«iani 

(X  -^  Zp)  dî  -4-  rrf»  4-  ady  s  0, 
(T*»-Zf)dl  -l-tiljB  4-edy  saO« 

çaqaia*écrit 

(X  «^  Zji)  dl  4- dj»  as  O9 
Ci  ^Zq)dî^dq^O, 

gialaiiani  ^  dannaal  rfy  at  ilf , 

78w  ApplifMtta  laa  aomidéraiiaHa  pféoadaMlaa  a  la  tanarna  daa 
kdimlaa  aalkiyaaiil  à  daa  candUiaM  atamiliiaaca 

par  MaÉiplaf  da  tawiar  omo  M||iali 


UM    UBçom  wm  us  AWànoM  âoi  wimnin  m 

pftf  HM  ttmAê  C  doBstoft  MA  ritiifo  tv  rislisnte  lianliiM  d 
n'Alaat  pM  wm  courbe  cinâéristiqiie.  Soil  S  rinlégnlê  chirrlWb 
M  m  «a  point  do  la  eoiirbo  C;  oa  m  il  potoo  ium  iatégnlo  ocasplèlo 
Uageaift  à  S;  d'ailiksiifB,  lo  plaa  toagoat  oa  t»  pooM  par  la  laaffealo  ai  C 
à  la  âourbe  C  oa  ta  oi  osl  laafoalaa  c6ao  (T)  oomopoadaal  aa 
poiai  m.  DoBc,  void  eonuDoat  oa  abtieadia  riaté(nlo  S  :  par  ml  oâ 
mena  an  plaa  langeât  au  cAao  (T)  rdatif  au  point  m;  oa  bit  aiaai 
oorrespondre  à  cliaiiiie  point  m  un  plan  P»  pais  oa  dieicho  rinlégfalo 
complète  pa89ant  en  m  ot  tangente  au  plaa  P  :  l'ial^ralo  8  sera 
renteloppe  de  toutea  cet  intégrales  complèlos  lorsque  le  point  m 
décrit  la  courbe  C.  Si  on  peut  mener  plusieurs  plans  tangents  au 
ci>ne  (T)  par  mt,  on  aura  plusieurs  nappes  do  sarfaoss  intégrales 
passant  par  (C).  Soit  G  la  génératrice  de  contact  du  plan  P  avec  le 
cùiiA  (T),  la  surface  S  est  aussi  le  lieu  de  la  caractéristique  issue 
de  m  et  tangente  à  (1  quand  m  décrit  la  courbe  G* 

Traduisons  anaiytiquement  cette  construction.  Soient  x^  y^,  s^  les 
coordonnées  de  m,  |>^,  g,  les  coefBcienfs  angulaires  du  plan  P.  Oa 
devra  avoir  d*abord 

puisque  le  plaa  P  est  taugeat  au  cône  (T)  de  sommet  x^  y^,  v  Soit 
u  le  paramétre  variable  dont  dépendent  les  coogdonnées  d'an  poial 
de  la  courbe  C;  pour  que  le  plan  P  passe  par  la  tangente  ml,  il 
budra  que  Ton  ait  aussi 

De  aorte  que  la  construction  géométrique  indiquée  plan  haut  lasieal 
à  preadre  le  lieu  des  caractéristiques  issues  des  élémeate  (m^  y^  s^ 
Psf  9ù  V^  vériSeat  Im  relations  précédentes.  Oa  retimaia  pidciMémsal 
la  méthode  de  Caiidij  (i  48).  Nous  avons  vu  que  la  valear  de  s  étail 
développable  pourvu  que  la  quaatité 

• 

ne  soit  pas  nulle.  Mais  le  raisoi^nement  ne  s'applique  plus  si  eella 
eipression  mt  nulle  pour  un  point  de  la  courbe  C;  il  est  aisé  de  s*ea 
laadrs  compte.  Les  cosinus  directeurs  de  mî  sont  proportieaaels 
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*3^»  ^•^»«oKdeUgéiiérttikcGàP.,Q,,PtPt  +  Qt«t; 


si  donc  r«xpinenion  préeddenle  éliit  auHe,  mt  coîncidcnit  avec  G. 
Sappqto—  q«*en  «n  |»oiot  paiiicalier  m  de  la  courbe  C,  ml  eoit  one 
féoftiitriee  du  câoe  (T);  ea  va  poîat  ialiniment  vonia  m' pris  tar  G, 
mk  peat  aMaer  par  la  taageale  m'C  deaz  phae  tangute  i  (T) 
iaflaiBieal  idaiasy  qai  coiaddeal  qaaad  m'  fieai  ea  m.  A  chacua 
de  eei  plaas  taageals  eorrefpond  uae  aappe  de  miifaee  ialégrale 
pMinnt  par  G»  d  ees  deax  aappes  fieaaeat  se  ranorder  aa  poiat  a» 
foi  doîl  élia,  par  eenaéqaeat,  aa  poiat  siagalicr  de  la  surftee 
ialégfik. 

Ua  cas  particulier  ialéressaat  est  celai  oA  la  courbe  G  est  taageata 
ea  chacua  de  ses  poiats  au  ctae  (T)  correspoadaat;  oa.eblieadFa 
aae  ialégrale  passaat  par  cetlé  Coarlio  ea  preaaat  le  lien  des 
caradéristiqaes  taageatqaA  G. 

S  la  coorbe  G  était  située  sur  llatégrale  siagaKèray  H  y  aarsit  deai 
iatégnles  rëpoadant  i  la  quesfioa,  taageates  PuBe  à  Tautre;  d'abord 
riategnie  siagulière,  et  easuife  Feafdoppe  des  int^grsles  coonpMes 
luDgeates  i  nat^grsle  siaguliève  tout  le  loag  de  la  courbe  G  Eafla, 
si  la  courbe  G  est  uae  courbe  caradéristiqaey  il  j  aura,  bous  Favons 
Ya,  uae  iallDilé  d'Iatégrales  répoadaat  i  la  questioa. 

Ptoposoae-Qous,  de  aième,  de  trouiar  une  ialégnde  taageale  à  aae 
aarface  deaaée  (Z)  qai  a'est  pss  dle^aéaie  uae  surEMe  ialégrale.  Oa 
chercliera  poor  cda  aae  courbe  G  située  sur  la  surface  doaaée  et 
telle  ipie  (Z)  aoit  taageate  ea  duieua  de  ses  poiats  aa  ctae  (T)  corrsa- 
poBdsat,  L'iafégrsle  deoiaadée  sera  Peatéloppe  des  ialégndes  coai- 
plèles  langcales  à  la  surbce  Z  b  loag  de  la  coorbe  G.  8t  la  aafCMo  (Z> 
diail  slls  allais  aaa  aurlboe  iaUgral^  fl  y  aaiatt  éndeaioMat  aae 


TH.  Caafbaa  ialégralaa.  — •  Les  cooibes  cartdéristifaes  d'aae 
éqpatfaa  da  preorfer  ordre  soat  taageales  ea  chaeaa  de  leurs  peiate 
A  wm  géaicstries  da  ctae  (T)  rsktif  i  ce  poiat  Mais  ce  aa  aeat  paa 
las  aaaitei  les  plus  géaéndssjoaissaat  de  cette  propriété  ;eaefct,  si 

est  réfuaHta  da  cAae(l)  de  somaiet  («»  y»  s)t  pour  qa% 


t(«.»»»»îi»5S)=<*- 


La  tolttlioa  féiiéfftk  de  celle  êqualîM  eeeupetie  «m  kmdkm  avU- 
Imire^  car  ei  oa  poee 

4  («)  élaal  ime  haclMB  arkilnire  de  x,  oa  a  pavr  dMeraiiaer  y  aae 
ëqualiofi  dîMiettlielle  du  ^aiier  efdre 


(*,¥•♦(«).♦' (*).Sî)=«. 


Noue  appellerMié  cùufbeê  inUgr^dtê  tes  coiulMa  ialiebisaal  à  celle 
cottdilioD. 

MoQge(*)  a  monlré  «ine,  ai  oo  sali  intéfrrer  une  iqualkm  aux 
déniées  parliellct  du  premier  ordre,  oa  a  immedialeoieiil  les  cooriies 
ioléfcralea.  GenaUéruis,  en  «ffel,  les  courbes  doni  les  équalkms  aoal 

ey  OQ  a  pesé  k  s=  f  (•);  ces  ceuribes  cnl  une  enfelcppe  que  r<Mi 
eblienl  en  éliminanl  le  pananèlre  •  enire  les  Irais  équaliona 

(•)  î  ''''**  3î*''<*>^*=^ 

d  celle  enteloppe  esl  évideanmenl  une  courbe  inlégrale.  Vun  eulm 
cMé,  en  a  vu  au  paimgnphe  précédeni  que  les  caradérisliques 
langenUs  à  une  courbe  inlégrale  engendreni  une  surface  kil^giale. 
Lss  formules  (0)  reprisenleni  donc  toutes  les  courbes  intégrales.  Cet 
formules. dépendeni  bien  d'une  fonclien  arbitraire  fi  mais  il  est  i 
remarquer  quen  général,  quelle  que  soif  la  fonclien  f,  elles  nn 


1%  M/Mim  tff  riMiteif  tffft  Srl«ri«.  ITSt. 
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<oaaciml  jaiaais  kt  caradérislkittes.  Lt  coiute  iaUgrak  (8)  n'est 
Mire  cheee  que  renreioppe  des  oourbes  eandértfliqiiei  titaéee  sor 
h  svfiwe  inlégnle  définie  par  les  denx  équations 

per  analogie  avec  le  cas  des  snitess  défcloppaUes«  on  Tappelle 
encofe  TarHe  de  réinramêemeni  de  la  saifaee.  M.  DariMNix  a  d'aillenrs 
nioolré  que  cW  bien  effecUvemenl  une  aiéle  de  rribranasemenl  de  la. 
ssv&eet  cTeal  à  dire  nne  ligne  simani  laquelle  deus  nappes  de  la 
snrIiMe  se  moeoidenl.  Ce  qei  pr&cède  nous  montre,  en  enCie,  qM 
la  condition  néesssaire  et  suIBsanle  pour  qn*nne  infinité  simple  de 
canMiéristaqnes  «ngendfe  une  surfine  intégrale  est  que  ces  candé- 
risliques  aient  une  enfeloppe. 

ExcsmJB.  ^  CSonsidénms  Féquation  du  pnmicr  onhu  qm  ndbnit 
intfgfile  complète  les  plana 


(1  —  «•)  «  4-  »  (1  +  a«)  t  -h  Sny  ^  >  s  0^ 

qni  nsnt  les  plans  parallèles  ans  plans  tangents  du  eène 

«• -I*  y*  s  ft^t*; 

las  carncléristiqnes  sont  les  paralUJes  aux  génirairiess  de  ee 
et  hneonribes  inlégrdee  vérifient  Téquation 


Faur  nuoir  cas  eooiliest  je  poee  k  s=  4  f{m)f  et  les  flbnmdos  (^ 


(1  — O 3  -I*  k(l  -I-  n*)x  -h  Sny  -h  4/(€)  sO, 


Onmilfan 


i 


1» 


IM    uçom  mm  un  taoAiitm  m  liinitm  famuhllbi. 

pM  ftpnéttntor  !••  pinHUM  mx  ftelnlrioit  Ai  €Am«  8i  M  prair 
Jt  sa  1,  CM  fiMm«lêt  dMMttt  ht  aoordorate  d*idi  folol  dfiUM 
eowlM  piaaa  el  Tane  de  cette  covrbt  «iprimés  a«  aMfMi  #wi 
pafftmèlfv  MUM  «ueaiie  quadniare.  Si  mi  prwid  ft^  =:  «*  1»  «a  a  Jm 
eouriiot  dites  cowrhm  mim^mm  qiit  nlisCnil  à  te  rehiMMi 

•I  qui  JoiiMl  im  Ml«  li  Importaal  dans  te  Uiterte  d«  jWMfftioM 
iciiiiiiiuu 

77.  Ditt*  te  teiM  V  des  MMtkêwuUiêchê  AnnalM^  M«  Sopliiat 
Lte  A  tigMlA  «n  cortalA  Mmbra  de  pnipriélds  des  omcIim  ial||ratei. 
Uiie  dM  plut  ciirieutet  eti  te  tuiveate  :  nuU  ceurto  imUpmlê  m 
un  eoniacî  du  êtcond  0rdr§  mvêc  tee  êurfacêâ  inîéfftdm  pU  M 

Soient,  «o  effut, 

«ne  ^ttfttiM  du  piMiiir  ordra  d 

«ne  mjLfttcê  lAtdgrate  8  di  eelto  équatioB.  Soi!  Il  na  |ioi«l  da  atlte 
•urfaoe»  P  te  pten  tengeal  aa  M,  0  te  gdaAratiiea  da  eoatad  da 
pten  P  avee  te  oitea  (t)  retetlf  au  point  M  »  et  I  nno  eourba  intdgrate 
paifMnt  an  M  at  tangente  à  te  diaite  G*  La  coarlie  I  tatitbit  an 
•yntème  d^équatione  diffiêrentidlm 

/flv  djv      dy  df  .. 

a(k  p  et  q  dMgnenl  des  fonettens  de  x  et  y  déAniee  per  te  late* 


I*)  a'SM  aulèfs  itelMli,  U  uns  tVÊrhê  Istfgrtlt  s  is  «elMt  é^mém  m  mm  ess 
mi&eIMMqm.  ellt  •  «a  «Mtocl  d'wrirt  (•  ^  1)  «tM  iMlt  terfMi  IsMsfelt  pe«Mt  |«ff 
Mtttttrtrlért«ll4M.  atMt4Mia#«  «m  IqiialkMi  ^MlMHiit  eu  HS«lM  mém^  Il  y  êsie. 
4'ttMBMi^ra  iiorattoiéMCMrbCf  l«llfrslMi|Mi  m  càacM  dt  liwf  palatt  «•  cielarl 
du  Recoud  onlr«  mm  U  carAdtrlimttt  U»ft»to  il  pm  tells  ■«  r^lsel  Sa  tfnWèit  «^cs 
Sfv^  MiMirlarf»  Isiésmieiesl  lisr  «Ml  Isas^slai.  ilWSoei,  Air.  rét»^  P»  47.1 
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liM  (7)  jointe  i  «M  mira  nhtioB  de /briM  crMliwirf 

^  dépead  dt  la  eomtbë  iat^pvle  eomidéfdt.  Soient  ^^  d^f  t  's 
toi  dMfcmielhi  ■ewdw  dt  g»  y,  >  reJatifoi  à  wm  diyliwwnt  >«r 

i^M'-^p  iPar  «-  f  d'y  ss  ilp  4«  4-  df  dy» 
el  far  aute» 

d's^-pd's  — «d'ysslPil^^Qdf  {ill. 
PriafM  jiy  f  aaliaraiil  4  k  rriatiM  (7),  an  a 

XtfjB  I-Tdy4-Zdf +  P«lp-f*QdfB<l» 

«ai 

d*!  —  y  iPx  —  9  d'y  s  — }  X  d«  4-  T  rfy  ^  Z  d<  (  ilt. 

Befcatj  d*anlra  pari,  r,  a,  I  laa  dërivéea  aeàmdea  de  %  pour  «s  peint 
de  la  emftHe  8;  an  anm 


1 


X  +  /»Z  -I-  Pr  4-  Q«  =s  0, 
T  -i-fZ-f-PtH-QIsO, 


'  (X  -I*  yZ)  de  4-  r  d«  -•-  a  dy  ss  0, 
(Y-l-fZ>dl4-adx  4-ldysO» 

«B  lemplapint  P»  Q  par  leur»  valeura  liféea  dea  équationa  (B).  On  en 
ceadoty  cm  aivHîplîani  les  dans  relatiooa  pr  d»  et  d$  tmpctàfm^ 
naent  eian  lea  njeatanl, 

tfl)X ilx 4*  Y«y  4- Zda|  4- rdx*  4- Sa dj»4fy-i^44y' as 0. 
On  a  daM  lea  dens  fehiione  anivanlea  : 


\ 


lia  — y  tf  jB  —  f  dy  as  0, 
iPa  ^p  dPx  «  f  dfjf'^r  difi  ^^%$dmd}f^t  djf^ 


Cae  dent  dqnatiana  aaytiment  qnll  f  ans  eeninet  dn  eeaand  erdM. 
la  ainita  I  et  la  anrtwe  8  an  yaint  M  ;  ear»  ai  en  peee 


A 


1M    UBÇom  tua  un  Èt/OAtmm  àm  itenrte  Mumut, 

f,  {Ti*  y  4lMl  ■■ppotéw  mmftwotn  par  Im  ctoiéiuita  4*wi  polol 
da  h  couiImi  I»  €«  dMi  rrialiom  mfrimmà  q/m  Pm  •»  pMr  to 
poinl  M, 

4éroo«  un  eomplexa  éè  courbo* 

Fir  èhiqM  ptial  di  Taspitee  il  pMte  ium  iafittiU  di  nmhm  de  €i 
c4Niipl«ie«  dotti  lii  UnfMlM  tonnmi  xm  €6m  (T)  «iuI  U  ittwit 
tn  ee  poinL  Lm  turfaoes  taïkgaiilM  tu  diMua  da  Icuit  paiftla  ttà 
cànê  (t)  oormpaiMiaiil  vMlieol  uaa  équalii»  aui  diriv^  parliallaB 
du  pramiar  ordra,  doftt  lai'cayrbaa  du  aompleia  aonl  daa  eaurkaa 
int^ralaa;  d'ailleiira  il  aal  évideol  qu*il  aiisto  «m  inlliiilé  da  cann 
plasaa  coaduiaant  à  la  iiM>ma  iquaiioii  au  dérivdaa  paitiallaa.  IVa- 
BODs,  au  pariieuUar,  un  eomplasa  da  draltaa{  la  aAna  (T)  aara  daaa 
ca  cia  la  c6iia  fomié  par  reuamble  daa  draitaa  qui  pa^^aiit  an  qb 
point.  SaianI  S  una  aurbco  inUVralai  M  un  poinl  da  calta  aurteca  ai 
MT  la  tangenla  an  ce  poinl  à  U  courba  caniclitrialiqua  aSluëa  aur  In 
auriaiTa  qui  paiiaa  an  M;  HT,  vlanl  una  courba  Intëgnia»  d*apria  ca 
qua  noua  venons  de  dire^  aura  un  coiilacl  du  aerond  unira  avae  la 
aurSiee  S.  Lea  caraclëriatiquea  aonl  donc  dea  oourbea  leilaa  qu*aM 
chacun  da  loura  pointa  la  tangente  a  un  conlad  du  aacond  ordre 
avec  la  aurface  S  :  ce  aonl  par  ronaî^uanl  dea  M^nca  aa y tMjilalif  uea 
de  la  aurface.  Il  j  a  un  autre  cas  où  lea  caradériatiquea  aonl  dea 
Ugnea  aaymptotiqiiet  dea  auH^ieea  int^ifralaa;  r*aaleeltti  dea  dquatiaaa 
Uadairaa  doni  le<  caractcriatiquaa  forment  une  congruence  de  droitaa« 
M«.Lia  a  d'ailleun  monM  qua  lea  deux  eaa  qua  noua  l'aaona  de  citer 
aonl  lea  aeula  où  cette  circonstance  ae  prâeenle. 

Revenons  au  caa  prfoëdeni  ;  lea  diUëmilieilea  âm^  dy,  d»  aani  lea 
niâmes  |MMir  la  courlie  intégrale  I  tangente  en  M  i  la  caractériatique  G 
et  pour  la  courbe  C  elle-même.  Puisque  la  caracliristiqua  e^  um 
ligne  asymptolique  de  la  aurfiice  S»  on  a 


r  d«*  -•-  Si  dx  Jy  -M  rfy*  s  0; 
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fir  suite»  M  a  poor  la  cmiribt  I 

rriatioa  qqi  eiprirae  qse  le  phii  laDgent  au  etoe  (T) 

est  le  pian  oscnlateiir  i  la  eonribe  I  aQ  point  M.  On  peut  dene  émneer 
la  proposition  snirante  :  Lonque  let  iangenîe$  cTime  cùufhe  appar- 
tiennent à  un  eemplexe  de  draUee,  le  plan  eeeulatemr  en  «n  peint 
de  cette  courbe  esl  le  plan  fon^enl  mu  c6ne  dm  eamptexe  euivant 
In  t«mgente  à  In  eovrfte  en  ce|ie<nt. 

78.  Étant  donné  nn  complexe  quelconque  de  eoorbet  dans  Tespaee, 
il  est  dndent»  d'après  es  qni  pnéeèdoi  qa*a  nViisIe  pas,  en  général, 
d*éqnalioii  iu  dérivées  partielles  dn  premier  ordre  dont  ces  cooilNn 
•(Kent  leseandéristiqnes*  fit  eUM»  à  es  eompleie  de  eonrbes  eorra^ 
pond  nn  système  de  etaes  (T)  et  par  suite  une  équation  aux  dérivées 
parSielles  bien  déterminée 

(10)  F(Xty»s,|»,q)ssO, 

dont  les  eourbes  proposées  seront  simplement,  en  général,  des  oourbes 
intégrales. 

Mais  on  peut  donner  des  courbes  caractéristiques  une  propriété 
géométrique,  indépendante  de  toute  surface  intéirrale,  qui  les  distingue 
des  antres  courbes  intégrales.  A  tout  complese  de  courbes  correspond 
nn  wjpXème  de  ctaes  (T)  et,  par  suite,  un  système  de  courbes 
planes  (C).  En  diaqne  point  M  d*nne  des  couibes  du  complexe  précé- 
dent menons  le  plan  tangent  P  au  cdoe  (T)  suivant  la  tangente  à 
cette  eovibe.  Quand  on  se  déplace  sur  cette  courbe,  es  plan  P  ente» 
loppe  vw  snr&ce  déielqiqpable;  pour  que  la  conrbo  cmmdéréc  êeit 
une  eumctérietique,  U  fmU  et  U  euffit  que  In  générmtriee  de  eetU 
eurfmeo  déeeteppmhie  qnljMSse  en  M  soit  prieiêime$U  te  fnn^nle 
en  M  é  In  flsnrbe  (Ç)  dn  pfam  P.  ITapr&s  ce  qu'on  a  vn  pina  bant 
snrleedéfdoppableepmclérisliqnes,  cette  propriété  appartisnt  bien 
uns  eonfbce  cametérisliqnss.  Ble  n^appartient  pas  i  d'antres  courbes 
brtégnJes,car»sienrniprinmanalytiqnenient»nnestesndnitpri^ 


19S    WKÇMi  Mft  tn  tQOânoM  aoz  ftùmrifei  ftâanpxai, 
Bmv  toute  CMute  iatégide  w  a  dTabofi , 

dx      dy  ék 


(il) 


Lt  fin  taagwt  m  êtes  (!)  suivairt  la  bafiato  i  cette  CMute  < 
é<PMitiiMi 

ci  la  ftaéralriee  da  contoel  de  ca  plaa  atee  aoa  eafJùfn  ff^àÊkmÊm 
an  joiyiiaBl  à  rèquaiioa  préeèdeata  la  retalioii 

craft4-difa 

4ji(X  — «)-Ml4(Y.  — y)Ba 

Chardioiia  da  nêna  la  langenla  à  la  oouriba  (Ç)  Ai  plaA  P,  repié- 
•anléa  par  lat  ëqoatiaiia 

P(X\Y,2,p,,)=:0. 

X»  Y»  Z  désigMBt  Im  ooardoiuiéai  coiursiatet.  La  taa|Mto  à  «te 
oourlia  aa  point  («,  y»  a)  sera  déOnia  par  let  deux  idationa 


-3-  dX  +  -r-  dY  +  -r  dZ  s=  0, 
àm  ày  éz  ' 

dZspdX^fdY, 
d'où  an  tiia 

Ponr  qua  eelta  langanta  coïncida  arec  la  généndriea  pideidMla»  fl 
fandia  qna  Pon  ail 

<*P        _        <y       . 
dF         ?î~££         ??' 

eea  lalatîons»  Jainlet  mx  formules  (11)  al  à  réqualian  dFxsO^  mm* 
dniieni  prtdséineni  aua  dqualiana  dilK^ianlieiltti  des  esradériclifoaa. 


OUr.  B.  <—  tQOAfMmS  A  TMIS  TAMAKB.  199 

79«  BthrtltM  «iBfidiéM».  —  Soit 

vue  iottgub  eomplèle  d*aiie  Cqnalioii  in  premier  ordre;  tappoiOQs 
qpw  ees  oorCMes  admettenl  «ne  enveloppe  définie  per  réquation  (12) 
jomte  anëqqalioiie 

el  qa*dlet  loudient  cette  enveloppe  en  un  point  on  en  nn  nombre  fini 
de  points.  A  tont  tjelcme  de  Tilenn  des  paremètres  n  et  fr  eorrespond 
nn  point  M  de  cette  enveloppe  Z  où  cette  enveloppe  est  toochée  par 
fai  snrliMae  Y  correspondante.  En  tont  point  M  {a„  \)  de  2  pâs.«e 
nne  infinité  de  caraetéristiqnes  tangentes  i  Z»  car  si  on  oon^idôre  la 
caradéfistiqne  définie  par  les  équations 


celte  earaelérisliqtte  pnsee an  point  II,  qnd  qne  aoit  e»  et  estdvid^Hn* 
ment  tangente  en  ce  point  à  S.  A  tonte  direelion  de  tangmte  i  la 
eniftee  Z  an  point  M  comspend  nn  sjstème  de  talenrs  des  difleren* 
tidiesdnet  dk  qni  définisseni  cette  dimtion.  Soient  G  et  C  deux 
conribes  tracées  snr  la  enrCme  Z  et  pâmant  an  point  M,  dm,  dh;  ia^ 
Ib  im  diflérenliellcs  correspondant  respectivement  ans  tangentes 
mi M  à  Cet  (T.  L'intégrale  complète  tangente  i  Z  en  nn  point  M% 
infinfaaent  ipoisin  de  M^  situé  snr  C»  conpe  Pintégrate  complète» 
tangente  à  Z  en  M  »  anivant  la  caradéristique  que  Ton  cMent  en 

menant  ponr  la  constante  c  la  valenr  e  ss  r-*  Cherchona  la  relation 

qni  doit  cdster  entre  lee  diflérentielles  dé,  da,  Bk,  Im  pour  qne 
cette  earactériatiqne  eolt  tangente  i  la  courbe  C  an  point  M.  Lee 
dlBiirsntiillee  dx,  dy,  de  idalives  à  un  déplaoenwnt  te  long  de  C 
dsnném  par  les  relatiomi  . -^"^ 

ém      * ê9^      àt    *     ^ 

d»V   .      ^V^        S'y   „     ^ 


no    iBçom  ma  u»  tWMtten  An 


>tr  J'Y     .  J'Y     .  J'Y 


] 


Lm  Talam  do  d:*,  dy,  ils  tiréM  des  IbruiulM  («4)  «1  (18)  difMÉl 
Mit  les  mémM,  ce  qui  donne  la  itletion 

àa*  ^uàb*-  *      de' 

Celte  relelioa  Ikîl  conospondre  à  lente  len(enln  M|fc  iaenodu  peinlM 
une  autre  lengonle  M^'  el«  eomma  elle  etl  eymèlriqtte  par  rappeii 
aui  diférentidlee  d  et  B,  eelle  ootTtapeiidaaee  atft  idd^raque.  Oa 
dtfnîl  aisei  eur  la  aurCMe  S  un  eyaltea  de  lignée  analegnce  aux 
lignée  eMyuguéee  eur  une  aurfîMe  quelconque.  Pour  que  les  doua 
lengonles  correepondanlea  eeeanfoadeol,  il  faut  avoir 

d*V  d*V  d*? 

rfa*""  ^"dad*  ^dfc»  • 

d  on  a  ainsi  deux  sMes  de  lignes»  Iraeûee  sur  la  surface  Z,  analogues 
aoi  lifBM  asyniflotiquet.  Ls  théorie  4u'«o  vieot  d*iiMliquM>  w  réduit 
d'aillean  i  k  théorie  ordioaii*  dco  Ugnoo  eoiyngitéco  si  riotéfnle 
eomplète  ett  ua  plan. 

RnuiiQDB.  —  Dwu  ce  qai  préoMe,  bmn  avom  oiippotè  impticH 
loment  que  k  rektioa 


êtHV'~~^ 


■'était  pM  aatiafiute,  car,  ai  tlk  avait  lion,  k  npport  ^t  *  qai  cal 

doané  par  k  Cwnak 

^Y   eh      d'Y 

dh_      daJ»8«'*'Ja' 

ém"      d'YBh      Irv"* 

dh'l«'*'d«dh 
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serait  indépeodant  de  r^*  Dens  ee  cis,  toutes  les  ctimctérisliqQes 

Co 


ppssant  en  M  seraient  tangentes;  ce  serait  on  cas  analogue  i 
des  surisses  ddveloppables  ùà  b  caractéristique  du  pkn  tangent  est 
tmgonn  h  génératrice.  Considérons,  par  exemple,  une  surface  qnd* 
conque  (S),  un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  de  cette  surboe, 
et  toutes  las  sphèvM  tangentes  i  la  surlaoe  et  ajnnt  pour  centres  les 
centres  de  oouilNire  principaux  correspondant  au  système  de  lignes 
du  couriniin  considéié.  Imaginons  qu*on  ait  formé  Téqtuition  du  pre- 
mier ordre  qui  admet  ce  système  de  sphères  pour  intégrale  corn* 
pièle,  (Z)  sera  la  solution  singulière  de  cette  équation.  Scnent  M  un 
point  qodconque  de  la  surftce  (Z),  C  la  ligne  de  courbure  du  système 
considéré  qui  passe  en  X,  HT  la  tangente  à  cette  ligne  de  courbure, 
O  le  centre  de  courbure  correspondant,  S  la  splicre  de  centre  O  tan* 
génie  en  M  A  (S),  Il T*  la  tangente  à  la  aeoonde  ligne  de  couiimrequi 
passe  en  X«  Piranons  sur  (Z)  un  posnt  V  infiniment  foisin  de  X; 
soient  O'  le  centre  de  comburs  principal  correspondant  et  8*  la  pliera 
de  centre  O*  Isnpnte  en  M'.  Les  deux  sphères  8  et  8^  se  coupent 
suitnnt  un  cercle  e  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  OV.  A  la 
limite,  h  droite  OO"  est  située  dans  le  plan  tangent  eh  O  A  la  surbce 
lieu  des  centres  de  courbure  principaux,  c*est-è-dire  dans  le  plan  MOT*. 
La  tangente  i  la  carsdérîstique  est  done  la  droite  HT,  de  quelque 
Ciçoii  que  le  point  W  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M* 

SO«  Llntégraie  singulière  de  Lagrange  possède  donc  les  troig 
propriélés  suisantes  :  1*  elle  est  renvdoppe  de  toutes  les  autres 
intégrales;!*  par  chaque  point  de  cette  surface,  il  passe  une  infinUi 
de  caradéristiqnss  qui  fan  eont  Uingenieê;  9  par  toute  courbe  de 
cette  fluftce  passent  deux  intégrsies  tangentes,  cette  surfine  elle* 
même  et  Penieloppe  de  tontes  lee  intégrales  complètes  qui  lui  sent 
tangentes  le  long  de  cette  courbe. 

Ces  deuxdemièns  propriétés  psrmetlent  fliciicment  de  déduire  h 
ashtfoa  ■ngnlliie  de  Féqualion  aux  dérivées  partit  Ihjs 

IfSeél 

F(j^f,a,f,ï)nnO 
4n  piemier  erdrSf  s^  y^  m^  p^  fi  un 


adiMil»  «M  uiCnilé  d'iaMgnles  ctrwydwt  au  ftkait  iail 
^•»  y«»  '•»  F«f  f r  "  '^  évUemncsl  pour  «eb  qw  «il 
annula  tout  les  dénoaainataan,  car  si,  par  esample»  P^  élail  iifféwnl 

da  0,  on  en  timail  pour  ^«  —%  ~>  ^-  «m  ami  avatèma  im 


talaun  Sniaa  ai  bien  déterminéea  dana  la  vairinifa  da 

ittitialea  et,  par  auita,  nn  aaul  ajslèaaa  de  valanri  pour  y»  a»  y,  f  • 

Donc  loid  élénml  da  (^  doit  aaliaUre  i  b  iBia  ans  cinq  éfnati^ 

FssO,      PsO,     QsO,     X-t-yZsO»      T  +  qZsO. 

9P  Sanona-naoa  de  même  de  b  Iroiaiènie  prapriMè  de  Finléigimln 
aingulièra.  Soit  C  b  cauffce  d*inlanaetiatt  de  (S)  par  nn  pbn  pamllèb 
an  pbn  dea  y  s,  ayant  panr  ^qnationa 

«  =  «#•     »  =  9(y)- 

Toua  ka  élémente  «,  y,  a,  ji,  f  de  b  aurfaœ  (Z)»  b  bnf  de  b 
courba  C»  sont  bien  déterminée;  en  particulier,  on  aura  f  =:  f'  0^)* 
Si  caa  éKmenU  n*annubient  paa  P,  on  pourrait  léaoudra  Téquatioa 
F  ss  0  par  rapport  à  ji  et  b  nettre  aoua  b  Corme 

P  =  *(«flff^«)> 

f  (9|  y,  ff,  q)  étant  une  fonction  développaUe,  et  abri,  en  tertn  d« 
théor&me  de  Gaucky,  il  eaiaterait  une  fonction  a,  et  «me  m^^  qni 
aatiaferait  à  cette  équation  et  qui,  pour  «  =  x^,  aa  réduirait  à  f  (y)* 
Si  donc  il  pasaa  deux  intëgitilea  tangentea  Tune  à  Fautre  par  In 
courbe  C»  il  but  néoaasairement  que  tous  ba  éUmenb  de  (Z)  annn* 
lent  P.  On  verrait  de  même,  en  coupant  b  anrbee  (Z)  par  un  pbm 
paraUèb  au  plan  dea  s»,  qu*il  but  avoir  Q  si  0.  L'intégrab  (Z)  dotl 
donc  aatisbira  aux  trob  équations 

(18)  F  =  0,      P=:0,      Qsa 


9 

4 
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Oa  n  coodal  «MumbI^  cmmm  mm  ratMM  m  <|  14),  qu*éHe 


(17)  X^-yZsO.     T-hfZsO. 

Llalégnle  siiifalièfe  de  Lagnog»  talitûJl  doue  ««  «fmtioM  f«i 
wl  4lé  priMS  piM  hint  poor  dJautÎM  des  iiM^niles  liBfvlièm. 

R(«,ir,«)  =  o, 

pour  tOM  let  points  de  eetle  snrfiee  lee  cfaiq  éqiittieM 

PsO,      PsO,      QaO,      X+pZsO,      T-^-fZsO 

•daettront  uie  tohitioii  eomnumie  es  ji  et  f .  RéeipreqMflWBt,  iTil 
esiele  um  raiftce  telle  que,  pour  loul  point  de  cette  tnrfNe^  les  eini[ 
éfnationfl  piéeédentcs  admettent  mie  edution  eonmnne  en  p  et  f , 
celte  eurlaee  est  vne  intégrale  singniière.  En  eHét,  pour  toni  d<pli 


X  d« -1- Y  <f  y -h.Z  de  *|- P  dp -I- Q  df  ss  0» 
en,  en  tnfnt  eiMnpte  de  eee  lelalione» 

Z(ds — p  d«  —  9  dy^  tsO. 

81 Z  n'est  pes  nnl  pour  ces  faleun  de  p  et  f^  en  en  eoMlnt  qne  p  et  f 
eoni  tes  esefBotenIs  angulsiras  dn  plan  tangent  à  la  tnrihce  considérée; 
fni  esly  par  enHe,  nne  int^gnte.  singoliéin.  IteSs  si  Z  est  nnl»  te 
ndsonaenent  ne  ti^appUqne  plus. 
Tente  inléiinte  sinnliftrs  d'nne  éffnstien  ans  dérivéss  paitidtes 

'(«firf»fPf«)«o 

devant  vérifier  tes  cinq  équations  (16)  et  (17),  a  ecnibte,  d'aprte 
cria,  qinHneéqnation  FasOprieean  luMvd  nMniettra  pssd*int^gr^ 
•énfnUten,  pnbqne  cinq  équations  ne  détermittonlt  en  général,  qnTnn 
nenitere  fini  de  systèmes  de  valenn  ponr  cinq  variabka.  Cependant, 
dnq  éqnalioss  ont  été  elitenMs  avee  tes  dliMss  paifidtes 
ftuftlflu^  ^  point  pourrait  donner  lien  i  quelque 


SM    U9G0m  in  m  AoMsvm  aos  Mm  tu 

te  fmà  jmim  h  wrimmmtmmÊA  plat  ftédê*  Si  k  kmMm  F  n^ 
fm  Mé  priM  dTiiM  bçoa  ptrtienlîèrie»  rélimiotlmi  de  p  et  de  f 
eatre  lee  traie  éqealioiie 

F^O.     PssO,     QsO 

condlttif»  à  use  eotaÎM  rdetios  R  («»  y>  0  ^=  ^  V^  diHttifa 
riaMgnde  emgsliéra  de  Téquelk»  F  =  0,  ei  elle  eûle.  PireMM 

«lA  •  et  k  détifMnl  <1m  fimetkMU  qvdcoaqnet'de  x,  y,  «.  L'AlUniaatios 
de  y  al  d*  4  «aire  eella  équation  «l  lc«  rrialioas 

*r(gt  y»*.  i>  •«•  <m  •>•  >>  _  A     ^r(»,y.«,p.i-«,f  ^t)_^ 

eendnim  é? idemment  au  même  réiidUtt 

n  eal  diir  que  h  eurTace  rapréfentëe  per  eelie  éfueliett  se  peut 
aalMiiife  &  Tëiiuelion  préeédenlet  queb  que  eeieut  •  et  è.  te  eeodut 
de  là  qu*iitie  équation  aux  dérivéeÈ  parîîeUeê  priée  mu  hasard  eu 
fermée  direeicmeni  iTune  nuuiière  quelconque  n'mdmeî  pm  fune 
façon  normaU  ttiniégrale  ringuKère, 

Lee  «ODclusioiit  qui  lurécèdeut  pareisseni  être  «o  dC'teeregd  avec  la 
Ihëcrie  de  La^nnoge.  Eu  elM,  il  semble,  d*a|»rî!A  oe  que  Moa  avoM 
dit,  qtt*ea  prenuit  Fenvcloppe  d'une  înlêgrale  eoeaplèCe  V  (je,  y,  e, 
«,  k)  =s  0»  ou  a  toujeurt  une  intégrale  singulièi\».  Ce  dteeooiil  n'est 
qu'apparanty  car  le  raisonnement  de  Lagrange  suppoee  que  rinlégrale 

oompIMe  a  effectivement  une  enveloppe  ou,  en  d*autres  temeSy  que 

dV   tflV 

les  fonctione  V.  «7-  >  -rr  aatiafont  aux  condtlions  de  conttnuilé  qu'exige 

da  àb  .  1       •• 

la  théorie  des  enveloppes,  ce  qui  n'arrivera  pas  nécessairement. 

Les  théorèmes  généraux  de  Gauchy  nous  apprennent  bien  qu'il 
existe  une  infinité  d'intégnlee  complètes  holomorphes  dans  un 
certain  domaine,  mais  rien  ne  prauve  que  ces  intégrales  complètes 
seront  continues  dana  une  étendue  suffisante  pour  qu'on  puisse  leur 
appliquer  la  théorie  des  enveloppes.  Nous  pouvons  même  affirmer, 
d'après  ce  qui  précède»  qu'il  n'en  sera  pas  généralement 
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•9.  Élndiom  inainteBânl  dPan  peo  pliM  prè»  les  ^Bvwms 
Imnm  oA  1  éipittMNi  uM  fmtùwt  ocdre 


admet  vne  iolégiale  singidiére.  Kous  tToas  vu  dans  les  pengn^lMe 

frécédente  que  ectle  iiiIccTale  ntitfiui  am  dnq  ëquttions  (16)  el(i7). 

SiippoeoM  doiie  qvll  existe  mw  mtégnila  eiiiiiil^ 

point  de  cette  sqrfitfe.  Les  éqiiitieas  de  h  Bonnale  MN  es  M  («^  y,  s) 

é(Z;soiit 

X  — x_Y~»'    r-s 

•A  ji  et  f  saUsTeot  mx  éqtutions  (iQ  et  (17).  L*éfiMtt!oii  da  etaedes 
aomiates,  lelattr  ma  peiiit  M,  est 

€>|  les  idations 

exfirifliettt  que  la  «onnale  i  b  suifMe  G9  ^  v<^  géoératrke  double 
dn  cône  des  nomiales  relatif  au  point  M.  Donc»  pour  qtCHne  Iniégrmb 
mU  ringniière,  U  faut  et  U  miffiî  que  la  normate  en  éhaque  pmU 
aatt  une  ffinirairiee  double  du  c&ne  (N)  rdaîif  à  ee  poUnL 

E9  géoëraly  le  cAoe  (N)  relatiT  i  un  point  qurteonque  de  Fespaee 
m*adniettra  pis  de  génèratrioe  double.  Pour  savoir  Vil  existe  une 
inl^gnde  singulière,  on  dierdiera  done  d'abord  le  lieii  des  pointe  de 
respsœ  pour  lesquels  le  ctae  des  normales  correspondant  admet  une 
droite  double.  Ce  lien  s*obtiendrs  en  éliminant  p  et  f  entre  les 
dqnslions (18).  Soit  R(s,  y,  s)  ssO te rtediat de  cette  éUminatioB. 
Bsur  que  cette'  surface  eoil  une  inlégnde  singuliers^  fl  tendra  en 
moÊm  que  te  normate  en  dmque  point  eoit  prfcisémeni  h  droite 
douUe  correspondante,  ce  qui  sendt  «xprimé,  il  est  aisé  de  te  iruir, 
farhsrehtione 

X-t-pZsO,     T4-fZsO, 

|r,f,  ~  1  ëtanlles  panmHrss  direeleurs  de  te  droite  double. 
S  te  cObo  des  nonnohs  rstetif  à  un  point  qneteoiifue  de  respaee  a 
une  giuiiulrioe  doubte,  les  équations  (16)  né  seront  psa 


^^ 


9M    upMW  «m  UM  tQaAnam.Aus  BtenrtM  MBiouo. 

4iMiMlM  «t  l*4ii«iMttM  4t  ]i  «t  d»  f  Mil*  CM  «qiulioM  «MMm 
à  tMt  yMtili.  Soient  A»  B,  C  iM  pwMfiélm  diractoun  de  la  fiaé». 
triot  dMibU  4«e6M  nlitif  4  wi  ftiaA  fiMleuoqu*  M.  A«  B,  C  Mraal 
4m  fMMtioM  cMa«M  Al  aa,  y,  s,  dMaici  pir  In  ëqvttiom  (M).  S'il 
Mfato  UM  mI«Um  riiMlièw,  «II*  4Mn  aalItIUra  i  la  ralatiM 

(i^  A4lx-hB4y-|.C4«B0, 

«'Mt4*dii«  fiM  r  davra  v4rifl«r  la»  iquaUiiBa  ■ 

£»_      A        £t  B, 

En  èerivaal  (ftt  Too  a 
M  c«t  conduU  à  k  reUliuo 


ùMê  éfiliiMMi  »'«al  pat  iéemUqHêm^ni  viriAif ,  ilto  iNiniira  « w 
rab^Uoo  f  (4,  y,  t)  j^  a  Ki  iâ  finirtHNi  s  iMmk  fMM'Mtla  reIttiM 
MlltAiit  à  TAqualKNi  eux  différaHMIci  ImUIm,  Mm  iiNinUft  niiê  iA4^ 
gralo  ttiiiittUèra;  sIm»»  il  a>  aiiim  fins  «riaWcrnte  tktigMkn*  Si  It 
cooditiQS  d'inWcrabiUté  (10)  «ti  vArifiiSt  M^nliqMWê^i,  l'^twIèM 
AUX  dUKi)enlMili«&  loUle«  (1^)  «diiicUitt  une  lut^gcidii 

dApoQdâAl  fi*oM  oontUnto  arbitnûri  e,  «t  il  y  aura  um  IrIImM 
d*iolégral4s^  «mgiiUèiieSa 

/Volif  tt«;iH#ii(  voici  la  marcha  à  aiUvra  pour  wclioitliar  la»  Ivili- 
gralca  aingutiiTat  :  on  tflimiiiara  p  al  f  aiitra  lot  Iroia  équaliaA»  (l(Q« 

i«  Si  cette  ùlinniiiatioA  eondait  à  uaa  ralatioii 

qui  n*c$i  pa$  vérifiée  idênliqiêêineni,  oo  axamtaafa  ai  la  Ibuciioii  a 
déOnia  par  aaita  relatioa  aaiiafUi  aux  Iraia  équatioiia 

FsOt      PaO,      QsO. 


ciur.  n.  —  ioitâvioics  a  tmom  tamak». 

Sm  tmm€  timiy  «Ile  donae  mie  inlégnle  iiBgnIièKs; 
coDtnm»  I  »*€■  exkle  pts. 

F»0,     PaO,     QbQ, 

CûMwl  4  VM  âdholilêy  en  clwitlMn  diradMiwU  fut  TiypKcilioo  w 
Ift  BiélMto  |<alnih>  iTII  «sfato  des  inUftilit  mmmmim  à  cm  Inh 


Emvu  L  — >  Giriiliwim  réqualiptt 

Fsjif  — sssO; 

DoM  s  ss  0  eti  mie  InUgrale  etagriihre.  b  efet,  réfmdies  é« 
eSae  dee  Bomelet  cet 

(I— )0r~»)_ 

l%ar  sssOl  M  «tac  m  Mmiaftiuii  ta  deu  pUas  X'—sssO^ 
Y->yasO  dont  rfaitafMdiaa  cat  jferutmUaiMm  tm  bIm  s«0. 
JfÊSiÊwnp  momM  vwm  m  ({  41)  qne 

^         ,«(ar-a)0r-4) 
eel  «M  iallimle  comflMe  l>jriy<e  de  pairibeloMes  IqfpcAeKfMe 

Btwmi  Ht  —  SoH 

Faspf  «-s-i-tf^-f- 4yssO,       «4^0; 


Pasf,      Qssp, 
L*éliiiriMiiHi  de  ]i  il  f  «otr»  P  a  0^  P  ai  0,  Q  B  0 

■piMMlillMlfMêriwrtlllB|fl|llllîa«ff«<MWlMtfMMÉrtU 


iM     UÇOM  Mm  LU  iOf  AVIOM  AUX  i<M%tti  ^AflVWJJBk 

Ctmvii  lll*  *■  biit  MOift 
I(  but  Itti  iiy<iiadrt  !••  <bai  i^ViiioM 


€••  dtutt  AqiiaUont  §•  dëooiiiporeol  M  dhiii  éytlèflMt  ! 

ftti  diHiM  rintéfnilt  tiafvKèfv  s  s  0; 

«•  f-ÇaO,     ffâO. 

I#»  vitettit  dt  fi  M  f  llflM  40  et  tyâlèoio  iMOmI  r^quatiM  F  nO* 

La  ÊÊcaaiê  ih|iuilMNi  noui  mMtrt  ^m  t  m  àiptimi  pu  im  y;  .c  AmI 
•lom  latiitiira  è  li  foUlion 


'-0 


^o4  M  Un,  M  islégrant, 

A  et  «oood  «ftIèiiM  eofretpoml  «m  ialailé  ^  mIhUm*  tiigiiliéfw. 


E«  «fpUqiMBt  k  procédé  iê  Lifrangt,  «n  trauve  m  MiRiiMat  •  tl  è 
Mlr«  Mllt  ëquâtioA  cl  le»  deui  éi|UAlione  • 

rinMfrftk  tlnfttWra 

L'inlé|rale  tin|ulièrt  f  :s  — ^-i>  rralrt  daas  ri«léfff»le  gtÊéfÊJm 


é»  LagnafB.  Os  ToblMiit  €■  piwuuit  Penfébppe  des  iot^railes 
ûomfUàm  fmr  letqiniki  a  est  imt  eoMCanto  •!  k  teole  varie.  Vqm 
■wiilwi  féaéralev  chaqM  Ibis  «p'aiM  équliim  iv  pmuer  «rdre  eil 


0É  Wf  Wf  p  floul  QÊê  BMnMPiS  MtiffS  Mpdiieiifs  à  ■■•  Ml  Mnfn 
wMIpwM  ttV|wUfiis  Ml  cneraMUrt  tes  nl^fraM  oonnvMs  m 


F,a=0,      F.  =  0,      P,««. 
•3.  Étal  dwaé»  «M  éqoatioa  diiSraatitnt  Mdiaakv  d«  pwiir 


F(«,y,»')  =  0, 
«•  mM  qM  réUmiMtMNi  de  y*  eaira  «elte  4fnlita  «t  la  rdatioB 

coadint  i  «ne  équation 

R(aj,y)  =  ©, 

^  lepréaoïte,  an  général^  un  lien  da  pointa  de  ratwmaaanianl  pour 
ko  oonrbea  intqfraWa  (<).  M.  Darboux  a  démontié  on  théoiémo  toni 
à  fiûl  analogoo  poor  loa  équationa  ani  dérivéca  partielles  du  premier 
ordre.  Si  R  (x,  y,  s)  =s  0  est  le  rrftiittal  cb  rAimtnalJon  ilep  ef  f 
émirw  les  frois  éfUaltOfis 

FsO,      PsO;      QssO, 

fn  Êmfac$  R  (x,  y,  s)  s  0  esl,  ssi  Gi^fÉiuL,  le  Uen  ilse.  jioinis  4e 
foèvontsemeNl  rfee  courtes  onroeMrislioiies» 

n  est  évident,  d*alionl,  que  eette  enrCMo,  élanl  te  liendea  aoBMnote 
des  etnes  (M)  qoi  ont  «no  dratte  donbte,  eet  indépendante  dn  diofai 
ne.  Geh  peeéy  prenone  ponr  orifino  nn  peint  do  te  eorfeee  oi 
0X0  deo  s  te  droite  donUo  eefrw|MWiihnte.  On  dem  avoir 
PssOponr 

«myssaanpsfasO; 


fn  Ooroioat  nriMIi  ait  SHvviw  srtiaaMIyan  ff  enpsaaal^oii  k  IVf  f  Mili^  s^ 


+  ^  +  Bm  •••  ^  •••  f  (•»»»••*»  f)» 


f  (*»  y>  «t  j»i  f)  ••  ««>*••»*  V*  ^  ••"•^  *■■  ''•^  •■ 

4(al  Ml  Meood.  F  m  cootltat  pM  4*  lenuM  éà  pwlT  dkfré  «r 
p  «l  f  I  puiMiM  P  «t  Q  dahMat  antai  «'umilar  poor  a  s  f  s  t  asp 

s  4  s  0.  Oa  »  «ion 

P  ss  •'»  4- V»  •*.  1^»  +  Aju- •§  +  jj« 

Q  as  ••»  +  *V  +  <^»  •♦•  *J»  ■•' Cf  •••  jj» 

Xs=a +  •>  +  *•«  + jj» 

Y  =s  *+  Vjp  +  *•«  +  jj» 

Va 

Im  4q«>li>M  diflSrMlMlM  4m  ewadériilifMS  Mat  4«ae 

^«••*  +  V»  +  c*»  +  Aj^  +  B,  +  jî. 
IJ  a  ••»  +  1^»  +  ^i's  •*- Bp  +  Cf  +  jî. 

aC 

a 

ÉladioBi  la  canelériiUqaa  qui  Mmapoad  a«x  valaun  inUUM 
«sBystsjisf  sOflt  nippoMBs,  w  qui  mI  pends,  que  li 
videur  iaitMlt  d*  I  Mtt  IsbO.Lm  quaatiUe  X  •«•J'Z,  Y  +  «ï  ai 


aup.  B.  —  ÉQiUTtoiis  A  nom  ▼âtiâii.M.  811 


féniMat  mpadnwieiil  i  •  et  k  pour  rongiae.  Nous  tnppoterons 
fMlAMraMkà  rorigiM  à  h  sorfim  R(aB,y,»)  =  0  o'tit 
rai»  des  s,  06  qui  €tt  Moa  lo  ooo  fniaq^f  por  hypoihJM»  < 
M  pM  «M  ialéfnlo  infiilièfo.  Alon,  «lo  a«  amIm 
•  o(  »omidifllfMlodoiéra.Sail9poreioaiflo^«^0; 
ho  dton  dhraièioi  dfoolioM  diShoalidloo  doMMt,  Ott  i«l||ioBl, 


|isi^«e -f- •••»      fsa  — M-f- 


•••f 


foil|orioiteq«e,povlsO,aB,y»f,~f  37' jf  ^  j^***** 

Ot  fM    -^  9  ^rr  00  rtdOIMlt  ffOtpOMIOlIlOOt  à 


— (A«  -I*  B»X     ~  (B«  4-  C»). 


do  «9  y,  s  o«ifoit  ko  fémÊmam  iwitiÉloi  éo  t 
4o  k  flyiMi  raifoslo  : 


•••f 


y«r-l(B.^.Ck)|i* 


que»  d  00  pioad  m  oooum  firiaUo  iodépondoali^  ki 
do  y  ol  0  oiûvoiil  kt  |inhwnoM  noiimiki  éo  m 


I 


ckaiM  frirt  4a  b  «Htet  R  («^  y,  s)  ss  0 1  pMM  4oM  «M 


Mi    uçMS  SM  u»  iQUAffioMi  AUX  9tenia  MmiLLn. 

M.  Lm  pi^priMs  dt  riBMfrab  ifaigiil^n  dt  Li«iMti  Ml  «é 
4Ubliit  d  79)  M  tlawltirt  fiiiliaM  d^MM  efltppt  p«ir  ht 
'intégfiltt  ooBipIMM-  Mmm  sHom  tnvn  siMSlMiBl  itt§  MéllMdl^ 
plus  rigoiimiM  M  MM  tiMuil  «oifMnMl  dt  l'AqMtiM  MS 
dérivéat  |MrUeilM  eUê-méiM.  SoppotOM  qM  1m  tfoh  éqMtioM 

FsO,     PmO»     QmO 

admtltMl imeintlgnle oonuBiiae.  Ahmom  pour origÎM mm poiat im 
rintégiile  singalièroy  pour  tM  dM  s  la  aonMle  m  m  poinl  et  mU 

r<qMliM  de  la  anrbM.  Si  m  pMa 

eelte  tnMibimalÎM  •*allèra  pM  Im  TOlatioM  da  aMtad  al  alk 
dianga  uaa  failégrala  aiogoUèra  m  um  ialégiala  aiagvUèM  da  la 
Miiftlla  éqMiÎM.  Ob  paiil  doM  rappoaar  qM  la  aalstÎM  aingulilira 
€tl  le  plaa  dM  «y.  Nom  adaMUiOM  m  autra  qM  aalle  aolalioa  mm 
aalisrait  po  i  la  rdatk»  Z  s  0,  da  aorla  qo*M  pofaoa  naîtra 
réquatioB  piapoèéa  iom  la  forma 

(90)  P  =  <-a(x,y,p,f)sr(^ 

o  (^9  y$P9  9)  ^1^^  UM  Cmelioii  holomorplia  daM  la  voiaiMga  dM 
valeura 

l^aillaurt,  laa  ëqMtioM 

défaut  être  latiafiulaa  par  1m  adaMi  s  mO,]i  ssOp  f  ^0»  rdqMliaia 
propoiéa  aara  de  la  lonoM 

Ap*  C«* 

»  =  ^  ^  Bpg  -^  -^  ^  ^p  (»,  y,  jS  q)^ 

o&  toM  laa  term^a  de  4  aonti  au  moiMf  dii  aeoûiid  degré  M  p  al  f  • 
£tadioDa  lea  courbea  caractirittiqMa  tangMlea  à  IVléaMal 

ae  iB  y  SB  s  s5  p  :s  f  ssO. 


CBtf  •  nu  —  tqfOàtiOKê  a  trois  tabublcs. 
Lit  é|iHlioM  dinraoliellei  des  «mlAristi^^ 

dx  ^^d^  ds       ^— tfp  1_  —dq 

•iMiapoté 

Pas*—»      Qss^*»      X  =  -r-»      Tasy* 
dp  dq  dsc  d}f 

IVnt  rèltent  iaitial,  tous  les  déaDaiiiiateiin  sont  aida  et,  ptr 
•oitey  Im  ni— it  inilialei  des  rapporte  ^^t  •••#  ^  aont  indéter- 


\ 
\ 


aitpéat  Four  leter  oatta  indëtennination,  introdiUaoïia  «m  trariaUe 

iWDlMirB  «  mm  lapriamUnl  la  talaar  comiaviie  de  leva  eaa  rapparia 

dn  ' 

par  —  ethiaaua  le  ahangemeal  de  varialdea  aoinat  : 


P  =  P^«f     ««f'»- 
£■  WHHwl  fw  «*  «ra  en  faelrar  dut  «'(«,  y,  ji»  f),  on  paii 


•  («.  ir«  1».  «)  =  ••o'  («»  f  »  ^1  f '). 

^•'-T.     iSl-r     ^^''-P-     ÎÎ21-0' 


Lw  jfMifat  éÊÊtnMtXkm  des  cancUrbliqaM  defieniieat  alon 

t/L,  ftanr  filéaunt  faUlitl»  les  Meond*  —iihwi  m  goat  pM  low 
■■b.  Vam  fpwwn  Ammr  MtUrmirêmêiU  1m  filewrt  Jailklw  é» 
jf  «i  f'»Mr»  ftHw  qa*  Miaat  e«  walean,  on  aoni  t0qjo«n^  sbO, 
f  as  O  fMT  «  as  0.  CWait  •  «1 0  CM  «lenit  UlitiMi  M  • 

^sBji^  •«•Cf' -I- ...» 
^  mm  amiàt,  1m  «dNn  Mtkàm  dtPéKTioatAa^B^it 


1 


1 


fl4      UÇQMiHHI 

VB^^^^^      ^^^^■^V^^BflP  ^^^^^^^^^V     ^V^^^BV      ^^^^H^^^W  w^^^^^^^P     9^  ^^^^^*^V^^^^^^^^^^^^^^^F 

É4iivaiil  Im  fmmi 
•niviato: 

Omi  mmm  —If»  ^*a  «litte  m»  Kttliift  «m  ctfidéffaUft 
Isngittlt  M  duwM  pofait  à  h  ftolnlioA  tiagslièn^  Miit  Um  w» 
JM/lfiîM.  TmIm  €M  cuadërislifiatt  ymtWBal  iléfMdb»  i»  deiiE 
panmèCrit  arbitrairct,  nais  en  réalité  allas  sa  dépaaéant  qm  ém 

nffori  2*  c*f  ka  équatioaa  diflérantiallaa  sa  diaagCBl  paa  ai  aa 

raaaplaca  u  par  fcn»  k  éUiil  une  co^aUnla  qiiaiaattfoa.  La  aaaWciaiil 

anfulaira  da  la  Uafaata  à  la  caractériatiyie  à  rarifioa  éaaa  la  flam' 

daaxtf  ail 

Ba4-C» 

Aa  -f-  Bf* 

6i  daM  B*  —  AC  aW  paa  Mil,  eatla  Uafettla  paul  prfdra  laiilaa 
laa  paaitiattf  paaaiUaa  éana  la  plan  daa  xff  antour  da  farifiM  ai  il 
aiitla  yiia  aaradériatiqiia  tanfanta  à  loula  droila  paanal  par  Tari* 
giaa  dans  la  plan  daa  aey. 
Soiaiil 

laa  équationa  d'ima  eaurba  qvakaMiu  aiCuéa  aiir  la  aurlhea  aiagvlièra 
a  sr  0.  Pw  Unit  paiot  da  aatia  aaarba  paaaaal  usa  iaSsitédfi  aandd» 
riatiquea  laspantea  aa  plao  daa  xy«  Caennaast  Aïol-il  aaaoeiar  caa 
caractérialiquas  pour  qu*alln  fomiaal  «aa  aurfi^a  inlégraleT  Sait 


F  ^  A  f  *••    •  •  •    V 
*  =  A  (*•»     •  .  .    j> 


aur.  n.  —  tt/OAnom  a  mon  vabumxs.  S15 

nÊUtn!l»9ÊnfnUim  éqvalioM  diOemliallei  des  mmàkkàjjmt* 
Uns  «MM  fM  «ii  iMCtioM  «ériflert  réquttiea 


OtfhMfMia 


•  (*.lf.l»»ç)  — «=0. 
es         àx        éy 


Vmv  fM  Fm  tit  «M  iilifnk,  n  snfBn  qiM  Fm  an 


„      ê*         é9        êy 


^%  ^m  ê^w       êp  ix      êq  êif 

en  êfÊ     ^  éuê9     ^  éuê9     ê^Jm.  ê^  en 

flvieal 

^ii~9v^ti      àwàu      énép      àuàv 
BMophçol^  Jim  cotte  tx/nmkn  -ît  jjt  jît  ^J  ptr  P,  Q, 


en 


•      n 


L. 


•■ 


uçow  «m  UÊM  ÉQOAfiQsift  AUX  ttteivtn  Fiamun. 

Cmoim  l\  Ml  toi^joiiri  aiil  pour  lit  vabui  iaitUai  ^  es  0^  |^  siO^ 
^  s  0,  il  mKMnmi  dTapite  cela  ^'m  moeiaitt  l« 
UogMtat  an  plan  dea  9y  auifaat  «m  lai  arbilnira,  aa 
loHiaura  um  ialégiala.  Maia  Mua  aaauiiaa  ici  daM  in  cm  aè  rakja»- 

lioa  Je  11 .  BeHraiiA  a*appliqM,  car  la  bdaur  a*^*  *  art  iallai.  DaM 
pour  qua  U  aoil  nul,  il  m  auflll  jpM  qua  U«  la  aail.  Em  ialë|raal 
réquation  (Si),  U  viaal 

Faiir  qM  U  aail  mI,  il  Ciul  ioùc  avoir  C  ss  0.  Or, 


auaiicora 


Lea  dévaloppanMiila  «la  p  al  de  f  aommancani  par  dM  lanuM  da  la 
laraia 

Jl  SS  «M  -I*  ...»         fSB^M-f'..*. 

La  oomUtion  C  as  0  praiid  daac  la  CMma 

Cella  candilia»  dèlanniiia  la  valaor  du  lappoit  ^  laiH  la  laaf  da  la 

CMrba  dottada.  Il  ailale  donc  uaa  inlégrala  diSk«iila  dâ  c  ssO  «t 
laagenla  à  rintéfimle  &iii(ulîèra  la  long  d*iiiia  courba  qMicaaqua 
Ifioëa  «nr  calta  aurfaoa. 

La  conditioB  précL«dcnla  cal  férifiâa»  ca  pailiculîer,  ai  9m  prend 
x^  ss  C^,  y^  =  O.  On  an  aondul  que  IouIm  Im  caraclériBliqQM 
qui  paseeni  par  un  poini  da  la  aurCioa  aingulièra  angandrenl  naa 
aurfaoa  intégrale,  tangonla  an  ce  puini  i  la  aurfaca  aiugulière.  Cella 
inlégnile  joue  le  même  rùle  que  riiil^grale  complèle  dau  la  tlièorie 
de  Lagrauge.  Nau«  relroutona  ainai,  par  une  voie  plua  rigoureuae, 
ka  propriéléa  fcndamenlales  que  nous  avions  reoonnuM  plua  kaul  à 
l'iniëgrala  singulière. 


OUP.  IX.  *->  tQOâTIOm  A  TMMt  ?AllttlUli»  917 

RniAMinL  ~  Si  dut  réfoatiM 

saa(âr,y,|p,f)  

Ml  flttt  k  tdbtlilttfioa 

s'*  M  mel  en  bcleor  et  la  nottvdle  éq[iutioo  n'admet  plus  k  aolotion 
s'  ss  0,  qui  ee  trouve  aian  éliroinée  de  réqvalioiu 

Nous  n*a?oiie  eiaminé,  deos  ee  qui  prMde,  ifue  lot  hypothèees  let 
plus  générales  où  Z  et  B*  —  AC  ne  sont  pas  nuls.  Psur  une  étude 
pins  eomplèley  nous  remeirons  au  Mémoire  de  M.  Darbon. 

85.  Nous  terminerons  œs  eonsidérations  sur  les  intégrales  singu- 
lières en  les  qipliquani  aux  équations  qui  sedéoompœent  en  phnienra 
équations  linéaires.  Soit 

une  équation  du  premier  onhe  où  F  désigne  une  Imclion  déeompo* 
sable  en  n  faeteura  linéaires  en  j»,  f 

Le  e5ne  (T)  ratatif  i  un  point  qodeonque  M  de  Pespaee  se  compose 
des  t»  droites  D|,  D,,  ...,  D«  qui  passent  en  ee  point  et  ont  pour 
paramètres  diradeura  u^p  v,,  w^;  «,,  v,,  nr^;  •*.;  u^f  v^  uf«.  CSar 
réquation  (2^  etprime  que  le  plan  tangent  à  une  snrfliee  intégrale 
qui  passe  en  M  oontient  une  de  ces  n  droites.  Les  courbes  earaeté-' 
ristiqnes  ftinnent,  dans  ce  cas,  non  plus  un  complexe,  mais  seule- 
ment une  eon^menee,  car  par  loui  point  de  Fespaee  il  en  passe  n 
seulement.  Ced  semble  en  contradiction  avec  les  résultats  généraux 
que  nous  awons  trouvés  plus  hauL  Mais  i  est  aisé  de  se  rendra 
nomptc  que  si,  an  lieu  de  considérer  les  couibes  caractéristiques 
seules»  on  esMidèra  rensemble  iormé  per  une  courbe  et  une  déve* 
fonoaUe  caraetéristiaue»  cet  ensemble  dénsnd  de  frets  naramètrm 
mbitoaiies.  Bn  elht»  asient 

intégrale,  en  établit  entre  lee  éens 


tit   mpoM  wom  in  tmttamm  avi  wttàHm  r* 

■  siri(»)tt 

r«ll(f) 


«M  Mrbet  isUgnIf.  VéfÊÊtlÊm  H  jlm 
«nrtet  M  paial  «,  y,  s 


(»— )^-^Of-îr)JJ  +  (i-.)J{ 


^      (X-.)g-Or-i»^^(i-.)^ 

», 

Os  jmH  fM  h  plu  te|Mt  M  Ufêmà  ffm  éà  ptftaMm'  •.  ta 
fcnM  MésM  dt  VéqfÊÊHkm  (813)  Mot  aMoIra  ^m  ii  «i 
polal  M  d*aM  Miirto  «uidériili^iat  C»  p«r  laquelki 
MirflMt  inUgralM  Bg,  H|»  S,,  8^,  fe  nppoii  tttlMMrflMMiifM  ém  fWtM 
plaM  Uiifwli  à  CM  quatre  aurfiMet  au  paîtti  M  aal  égal  as  vafparl 
asbariMNÛqiia  daa  quatre  valaura  eorreapoadaataa  de  c.  Taul  la  lasf 
d*uiie  courba  caradériatiqua  c  gardant  la  inéma  «akur,  «s  as  casdul 
que  la  rapport  anharmopiqua  dea  quatra  plasa  tasfesta  aat  isdépan- 
dant  de  la  poaitfa»  du  point  M  aur  la  coorka  CL  Si  donc  as  aa  dosss 
troia  aurfacea  intégralM  Sg,  S^,  8,,  paaaant  par  la  earaaidwatiqsa  C  al 
la  plan  tangent  an  un  point  da  C  i  la  qualrièna  aurAica  S^  la  plan 
tangent  à  S^  an  toua  lea  autrea  pointa  de  G  aen  déterminé.  Dasa  à 
chaque  valeur  de  e  correa|iand  une  développable  caradériatiqua  pan* 
aant  par  la  courbe  C.  A  toute  earactériatique  on  peut  aaaocier  use 
infinité  de  développablee  caraeiériatiquea  dépendant  d*un  paramétra  a. 
Ckerchona  lea  aoluiiona  linguliftrm  de  Téquation  (23).  La  cAne  dea 
nonnalea  ae  composte  dana  ce  cet  du  ayvlèine  de*  plana  Pu  Pg,  •».,  P. 
perpendiculairea aux  droitea  Dp  Jig,  ...,0..  Si  lea droiteaD|,  Dg,  ...yD^ 


oup.  n.  -—  twàtniM  A  mon  takiables.  SI9 

•aoC  éiêihuiUf  les  teiilet  droite  doublet  dn  oAm  des  normalee  eoDl 
lee  ialenaelioiis  dei  plans  P|,  Pgy  «••,  P«y  prif  deaz  à  deia.  Pèar  qtt'iino 
isl^grsle  soit  siagnlièro,  il  toi  qtts  lo  plm  tangeot  ob  diaqao  poinf 
sait  perpendievIairB  à  Pinio  de  œs  droites  d*inleneelioB9  cTestèdiro 
esBiieBao  deux  des  droites  D|,  D^  •••y  D..  CSe  phii  tangent  ssia  par 
esemple  lo  plan  MD^D,:  il  sera.done  psrfiitenMnt  délennini.  En 
général,  il  n*j  ania  pas  drinlignle  sinenlièro  do  eetio  natnro»  csr  les 
pisns  MD,D,  ssnt  parlaitenieni  dètenninés  qnand  on  ss  dsnno  lo 
point  H,  et  il  n*j  aura  pas  en  génènl,  osâuno  nons  rarons  n^  ds 
surflwo  tangente  on  chacnn  do  ses  points  an  plan  liD|D«  ostrospen» 
dant;  nno  telle  intégrale  rantro  d'aiBonn  dsns  rintégnio  gteérâlo; 
elle  s'en  distinguo  osuloment  en  oo  qu*ollo  admet  un  double  arodo 
do  génération  par  les  osurbes  do  .la  oengnienoa* 

Si  don  des  droites  D,,  D^»  ..t  D^  eont  oonlbnduest  par  oseniplo 
D,  et  IV»  ionto  droite  située  dane  lo  plan  P/  ssra  uns  génénirios 
double  du  odne  deo  normales.  On  cboreben  donc  lo  Kou  des  points 
do  respnes  pour  lesquels  deux  des  droites  D|,  D^  ...y  D«  ssnteonfon- 
ducs  et»  si  00  Kou  est  tsi  qu*en  èhat|uo  peint  la  drsils  double  csrrro- 
pondanlo  aait  située  dsao  le  plan  tsngent,  00  lieu  oora  une  iotégrslo 


nosi  aisé  do  usir  nue»  si  la  uinaïuanea  daa  oonrbea  oanelérfsHunsa 
admet  une  suiiaw  fcealoy  eetto  sorliMis  iscale  eera  une  miégraio 
augulièro  de  la  aeeondo  cstegono*  Ssisnt,  on  mMi 

f  (ff,  y,  t,  «,  *)  s  0,     f  (X,  y,  «,  «,  I)  s  0 

ko  dqustisnÉ  do  la  onigruence*  On  obtient  k  surkes  foéak  on 
o^jojgnant  à  oslh»«i  réquation 

D(M) 
«,»,*«■  fofail  ée  «M»  matÊtà.  Ppsr  iMt 


êm  éf    '       ^9  ém  db 


\ 
\ 


N 


piiltiiii 


Mt 


m 

Celte  lililiM  «et  férIUti  ta  ptrlioiilter»  poiur  to«l  iéphcwM*  mt 
k  muflM  éê  la  eongnitiiee  qui  pMM  m  m  poial»  car  po«r  ctMa 

COttriMMt 

«^«  ^if   '      et 


€waeMri9tiqiM4  Coite  aorllMo  fneate  ttt  doM  um  laUgralt  dk 
r*|iiaUoo  linéaift.  Caillaun,  eW  um  iftléf rate  stefiilikMi  car» 
pour  tout  point  do  oolte  ourfiMo»  dmix  dof«  coiirboa  do  te  coosnioMO 
oont  voAiioa  ao  oonfeodro  ot,  par  oooaiqiiattC,  loa  m  drotteo  D  M 
aorasi  paa  dktiMtea. 

EuMMJi  I.  —  Gonaidilraiia  réquatioa 
(S4)  (jia -•)•-,•(»•  4.  t*-l)  =  0. 

i|ttl  pottt  a*4ortea 

Jlf -- «  SB  ±  f  (<jî*  Hhl^l . 

Loa  earaoteriatif  uoa  aatiaCuit  au  ayalèaao  d^équaUotta  dUiwtfoltea 

dm      et      dy 

dont  on  a  teratedtetemont  uno  InUfrate  pramtero 

a  ss  mx. 

Laa  oaraaUrialtettaa  aont  dona  doa  ooiirbco  pitnaa  dont  te  lias  paaao 
par  Oy*  Pir  tont  point  do  roopaco»  U  paaao  doni  caïaatirlatiqnaa 


litaéet  itam  b  plan  déterminé  ptr  m  poial  «I  Fum  dt»  y.  Las 
phas  pastanl  par  Oy  aont  donc  dei  intégnlet  ringulières  de  le 
ptenière  celégorie.  Pbur  efoir  les  intégreles  de  le  sseonde  eèlégoriet 
le  Ken  dee  points  ponr  leeq[iids  den  dmiles  O  sent 
C2e  Ken  est  le  cftindre 

elkftiidisn  

déllnie  per  esUe  équation,  ne  satisbit  pas  à  Féquetien  (Si).  Il  n*y  e 
dlntégraie  singniièrs  de  le  seconde  ealé^ofie.  Il  eet  eisê  de 
nnelee  cenctéristinnss  sent  dNuiées  narlss  dans  ésnslisM 


I 


eel  le  lien  dss  peints  de  rèbnrassement  de  ose  caiielèristiqnss.. 
EaMKp  IL  —  Soit  réquation 

Gslle  dqpnlion  etprime  qne»  ei  en  eonpe  le  plen  tangent  en  peint 
(«,  y,f)per  le  planZs=s,ladroiled*intenoetioneet  tenfenteà  le 

ac*  +  y* +  s*  — 1=0, 

Lee  eanolériatiqnes  sont  donc  dss  droites  penlMes  an  plan  dss  «y  et 
taufsttlss  à  la  apbère.  Tout  plan  s  =s  fc  est  nne  int^nle  singnlilm 
de  In  pcenuère  celégorie  et  la  sphèrs  eUe^niéaae  eet  nne  intégrale 
einiriiane  de  In  eeœnde  cetégerie  d  18>. 


» 
1 


RswmnB.  «-'Élent  donnée  nne  eongmsnos  de 

en  joignent  à  ete  éfnetiens  la  lelatien 


ni      îMÇOm  'Wa  UEi  AOOàtlOM  âVX  lâMW^M  »AifMUB« 

dhiwyn  4m  courhit  db  «illt  w>f  rataw»  Il  tMibltniti  4*«pfis  cchi, 
4M  iMlt  4fMtiM'  MU  iiriftw  partWIgi  dQ  pranfer  «rdra  qui  m 
déeoMptM  M  plurfatin  équalioBs  lioéBirM  doit  ■dttttrt  «M  iaUfrtli 

candérittiqiiM.  Mab  r^iifltM^  de  eettoturliMt  fi^^ 
subofdiNuite  4  ctfUÛMt  cosdilioos  de  gûntfauité  peiur  les  faicltMH  / 
tC  f,  oonditioM  qui  M  tioufeel  mapliee  dans  la  tliteie  oïdiMurt 
dM  concnieoeest  où  Toa  aufpoio»  «a  géoéral,  cet  IbMtioM  alfé- 
briquM.  Mais  si  cas  ooorbaa  aool  défi«ie«  |Mr  lanra  équatioaa 
jiflttTMitiallas 


^•  —  ^l'     .•_'• 


laa  iNMlioM  F  ai  ^  éUail  qiialcoaqiiaa,  laa  eawbaa  iatigialaa  a*j 
aMilaol  plua  d*iiM  llifos  normala  da  aurfltta  fseala  ai  la  auiCwa 
aUaoïM  ao  éliaaiiiaiil  y' ai  a' entra  laa  iroia  éqvaiioM 


F  =  0»     ♦aO, 


P  (Ft  ♦) 


aai,  an  ginéNUp  le  lieu  daa  polata  de  lahromaamaai  daa 
inlégralaa  («)• 


i.  Tfoyfar  laa  aarfiMa  daat  la  plan  tanfani  aa  Aafaa  pafart  M 
hit  Jêm  angle  aaoatani  atee  la  droite  qui  joint  le  point  M  à  «n  paini 
•leO. 

S.  Troiifar  laa  aurliMaa  dont  laa  narmalaa  aani  ian^enlaa  à 


^MoiMt.) 
dont  laa  narmalea  «ont  tan|f  niaa  i 

(MoiiaB.) 


3.  Trouver  laa 
edne  da  lévolntion 


t|  T«ir.fMrli 


«it.11»^ 


CÊà».  n.  —  <QOàtlOn  A  fM»  YâHîâltW 

4  Si  1«0  omeUrirtiqMt  d'ue  éqnatiiMi  ma  Kafair»  mil  des 

.GgiMi  draitei,  eea  dmtos  «ml  Im  tangentes  tfnt  mrOm  aoa 

iiffbppibl>airéqpi>aon  wtdeh  ferme  FQi^f ,  >  — jijg~yy)aaO, 

S.  TmifiBr  timiai  Itt  éqnalioiit  dbal  les  cefeeUristiques  eeal 
riteéee  ew  de»  nfhèim  conceatriqeee, 

8.  Timter  loiilet  les  Aqwlkms  peur  leeqMlles  les  développeUet 
CttvIMeliqiaes  flonl  dee  cfliadret  ajeat  leun  fteéntriees  pendilles 
à  mn  plea  ûmm.  Eu  dédtdro  les  équlOom  pemr  leeqpeBes  les  difekf 
peUes  eemeUrisUqiiss  ssat  des  etass  ejnl  lews  somosele  ev  mm 
dMie  flie* 

7.  Lm  carecUrisliqves  de  rdfmtiett 


(: 


rfir  «  ""  ê») 

=(«  +  ^  + 


«(Q'*(^'*a*-> 


eè  H  eit  «m  Cradiim  de  «,  jr,  s^  soiil  des  Hgaes  géodteiques  des 

eoniees  imeneiee. 

'    (SsphMLm.) 

•L  Ob  eppeOe  eompleae  tilnidfil  Irat  esmpleie  fcrmê  de  dveilee 
^d  eoapettl  Ise  qwlre  feem  dte  létmèdrs  en  foetae  psinls  donl  le 
leppeffl  enharmottifM  ert  eoseleBl*  itwfer  lee  sorfeess  tettgestee 
de  lem  poiais  en  eâM  dtt  eompleie  HUeédiei  ^d  e  sem 
I  ce  peniil* 

enaie  dMX  cmniilnTins  Utreëdiimi  ejenl  asêew  Htuèdie 
ilely  les  hputioBS  enx  dérifées  peitielles 


Lm.) 


SM    UDçom  mm  us  toiOAimsm  awl  vtiuvtss  râimcujs. 


■«■«• 


CHAPITRE  X 


Théorte  flteénto  dt  Ut. 


Oui  «a*  iM*  i«  MéiMim  publié*  iamt  1m  iMarib  <• 
rAcated*  4.  Cbritink  «t  ^  iT  Jf«l*e»Hrf<«A«  iHnMb», 
M.  Sophiift  Lie  a.rtpm  là  Uiéorie  «les  équations  sus  dérifées  psrtisiiss 
éa  pranisr  ocdrs  à  lu  nousiss  poist  de  vue  très  ftefasl  if).  Cm 

éorni  on  «  Atj^  dit  quelques  noU  (|  50|,  oMie  qoi  nériU  d'Mra 
étudiée  eu  détail. 

» 

Ceniidéwe-  d'abeid  une  équation  difl&reutielle  du  pfMnier  ocdni 
(i)  /(«,».ji)aO.      oà      p  =  jj. 

Nous  spptUeioot  éUmm^i  (x,  y,  p)  rensemUe  d*uo  foioi  x$y  éL 
d'une  droite  de  coeflieieni  angulaire  p  passant  par  es  point,  et 
M^^rals  (*)  de  Téquation  (1)  tout  système  BimpiemmU  infini 
d'éléoients,  c'est-i-dire.  dépendant  d'un  seul  paramétie  fariaUey 
^riSant  l'équation  (1)  et  la  relatiou 

Soit 

une  telte  intégrale  ;  si  ti  et  fi  ne  sont  pas  des  constantes,  la  fdation  (S) 


<•!  Voirts  pMtiniliir  Itt  M«SMii«i  MlttsU:  Im*  flMritf  Hf  pmtMk^ BiiimHé§lii' 

«-  Allitmmê  fkiênt  étt  pêriHk»  Biftrfutiêiikkàuiin  mier  ùfUu$  tfÊttktmÊhtràê 
ÀtMêln,  t  n,  ^  tJft-19S;  <Mm  t.  Xi.  f.  êUSOU 
l«î  Cltbirti.  L#rMt  wf  Ito  CémHriê,  IrtdartiM  Scsaiil,  I.  Ul,  ^  iSS. 


\ 


cifrime  que  p  e»l  leeoelBdeiil  angulaire  de  la  tanfenteà  taoNirbt  C» 
Ura  du  point  x,  y,  dont  on  obtient  rëi|vi|lion  en  éliminant  «  entie 
iea  deux  étfoetions 

Soit  F  (jr,  3f)  =s  0  Féquation  de  eetle  cooibe*  La  fimcUon  y  de  x 
définie  par  eetle  équation  lera  une  inl^ralè  au  sent  otdinaîre  du 
HMiL  Un  Aément  de  llntégrale  est  formé  par  un  point  de  la  courbe  G 
ei  h  laugenle  en  ce  point,  et  Fintégrale  ae  oompoee  de  la  eourbe  C  et 
de  renaemble  de  aes  tangentes. 

Mais  on  aatisTait  aussi  i  l*équation  (S)  en  prenant  «  s  «^,  V^Vit 
ar^  y«  étant  eonalants,  p  s=  «•  Si  donc  Téquation  (t  )  est  tériOée  pour 
mss9^  y  ss  y^y  fuef  fmêÊoUpp  leo  Ibrmules 

fepnSsenleiunt  encore  une  intégrale,  d'après  la  nouvelle  définition. 
Cette  intégrale  se  eompose,  comme  on  le  foit,  du  point  M  de  eoor- 
douném  Xg,  y^  et  de  foules  les  droites  qui  passent  par  ce  point. 

Cette  ealension  de  la  définition  de  l'int^^e  permet  d>xpliquer 
eertaines  anomalies  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  équations 
diflSrentielles.  Suppoeona,  par  esemplcy  qu^une  équation  dilBIrnotielle 
admette  pour  inl^raie  une  droite  Ay  d  transformons  cette  équation 
par  poiairm  léeiproques.  A  toute  intégrale  de  réquation  proposée 
oorrespondfu  me  int^^nde  de  Téquation  transimnée:  i  la  droite  A 
oorrmpondra  un  point  II  semble  doncy  au  premier  aborit  que 
rinlé^rale  correspondant  à  A  dispanlt  Atee  la  définition  nouselle, 
esri  ^oplique  :&  la  drsîte  A  correspond  un  peialP;  à  loul  point  M 
nitaé  sur  A  csrrespond  «ne  droile  D  paesanl  par  P.  Qmmd  M  décrit 
IndiuileAtli  droile  D  tourne  autour  du  point  P  :  en  «oit  donc  qu^à 
Pinlégrsle  A  correspond  une  inlégrsie  composée  du  point  P  ut  de 
tout»  les  drsites  qui  y  passent. 

l'équatisa  de  Oairault 


(A)  ir-p»«r(pV 

S  «I  fidi  b  Ifansfiwmalion  de  Legendre 

P«Xf     »— P*a:Tt 


SB    UDnttm  M»  îxm  dQOâiiMt  aux  Muini  pàtmoMMM. 

oa  tvMif«  réi|ualtea 

(B)  T»r(X>, 

éqiialkNi  ftti  m  CMlienl  phis  di»  dérivée  H  firi»  pur  comlgMeirty 
tfidmal  qa*iiM  aolsliop»  tandis  que  réqaâliM  (A)  €m  adoMl  «•• 
ioAftité.  Ce  penMloie  é'expUqiie  e»  imaniiiaiit  qw  rinUgralé  géné- 
nJe  de  réquaiioQ  (A)  ee  eompoee  de  iMlee  lée  laafrMtes  à  mmt 
certâiiie  comte  C  qui  cet  elle-même  «me  intégreie  eingulièn.  A  le 
ceorbe  C  ciirreepeiid,  per.  la  traMformaikm  par  pobiree  iéeipmi|iMee» 
une  courbe  C  reprétentée  par  rëqualîon  (R)  dle-mème»  el  rUiliff  râla 
générale  de  celle  éqiialioia  ne.  coui|iosera  d*un  poini  quelconque  de  U 
courbe  C  et  de  loulee  les  draîlee  qui  y  pâment.  La  courbe  Ù  «et» 
d'ailleum,  une  inUSgtile  aingulière* 

87.  Soit  mainlenant 
(3)  F(x,y,r,p,î)  =  0 

une  équation  aux  dérivées  partielle:»  du  pceuDier  ordre.  Koua  appel* 

■ 

lerooa  mli^nile  tout  système  deiiM^ment  infini  d^étéomnls  vérifiant 
la  relalion  (3)  et  la  relation 


(♦)  dz  =  pdx  ^q  dy, 

un  élément  étant  loivours  représenté  féeniétriquement  par  rensembin 
d*un  point  (jt»  y»  s)  et  d*un  pian  de  coefBcients  angulaires  fp  q- 
passant  par  ce  point  Soit 

P  =  ft(M.v),      q  =  f.(u,r) 
un  tel  système.  Supposons  d'abord  que  les  trois  déterminants 

©(A.A)      DJAtA)      Pi/WV) 
U(ir.v)'     'l>(u,r)'      D(u.r) 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois.  Alora,  rAimination  de  «  et  e  entre  les 
trois  équations 

(S)  «  =  A»      »  =  /••     «=A  ^ 

conduira  à  icne  seule  relation 


•I  k  raIttiM  (4)  fTMvo  que  Ton  aura 

Ob  liiNif«  bîeii,  «âM  C0  CM»  une  tnlëgrale  au  sens  ordinaire  dn  mot. 
Us  llëaiwit  ipielooiifiie  de  rintégnile  ae  eonopose  d*uB  point  de  la 
aofiMa  a  25  f  et  dn  plan  tangent  en  ca  point 

S  ha  tfoia  détenninanta  pvficAdenta  aont  nnla  à  la  fois,  Pëliniination 
de  n  el  «  entra  lea  troia  équations  ^)  conduira  a<t  moifw  à  éeu» 
nbliolia  distinctes  entra  a,  x^  y.  Suppoaona  d'abord  qu'elle  conduiae 
à  deux  rahlions  seulemenL  On  pourra  alon  choiair  lea  paramètraa 
•  et  u  de  tngam  que  x,  y,  t  ne  dépendent  que  d'un  aeul  paramétra 

««F,(u),      y  =  r,(tt),      x  =  F,(uX 

el  la  ralation  (4)  détient 

àz ^^         ày 

Lea  caoffdonnéea  dn  point  (x,  y,  a)  ne  dépendant  que  d'une  aeule 
snriaMe  indépendante  u,  oa  point  décrit  une  oourbe  G  et  la  relation 
pfdeédenle  numlra  que  le  plan  de  cocfflcienta'  angulairaa  ji,  q  doit 
contenir  h  tanfente  à  cette  courbe.  Un  élément  de  rintégrale  ae 
conpoee  dTun  point  de  la  courbe  G  et  d*un  plan  passant  par  la 
iBiignnle  en  ce  point  Un  pareil  ajstème  d^éléments  est  bien  double- 
il  failini»  maia  il  ne  conduit  plus  i  une  fat^^nle  proprement  dila. 
EnAn,  si  les  éqnationa  (S)  conduiaent  i  traie  ralatîona  diatinetea 
X,  y»  f,  on  en  déduit  pour  cea  variaUea  daa  taleura  déterminées 


«==«if       f=lftf       «=s«it 

ul  la  PBJation  (4)  est  idenliquamenl  vériftie.  Un  élément  de  llntégrde 
ijpoae  du  point  H  (x^  y^,  a^)  et  d^un  plan  quelcenque 
Il  ea  atalèmn  est  encara  doubieaaenl  indétrimimV 
fmemam^  réfWliM  de  Ohin«H  gértrilitii 

U  liMiiiirwrtiM  et  Ufmdn 


comJoil  i  VéottilîM 

fni  M  diâtitBl  pliM  4#  èèmém.  L*éfWdioa  éê  CUmitt  adoMt 

eerteinft  surftiee  imni  déttlopmMe  2/  A  cHIt  iurface  Z  hi  liaitAir* 
matmi  par  polaires  léàproquéi  &it  comtipoodre  vac  aoavella 
aurfaca  S'  •  A  riiitégiala  coanplèla  préoédcnla  aancipoiMl  «aa  ûit4- 
gra|a  foraiëa  «Tiui  poûU  t|aateap<ma  da  S'  et  de  lava  lea  piaas  qui  y 
paiaeat.  L*iBlé;(rale  gfaéfala  aa  canpataim  d*uaa  caurlia  arUlratra 
aitiite  fur  Z'  al  <le  ranaanble  des  plana  lanfeolJi  à  cette  courba.  Elle 
corraapoad  k  une  dtfcloppable  cirooDscril^  à  Z*  Enfin»  la  surfaoe  S' 
«flle-niènie,  qui  esl  la  laule  ialégralc  propraooenl  dile,  est  une 
inléi^rala  stngnlaêra. 

83.  La  déOnilian  de  lia  a  donc  ravanlaga  de  donner  plus  de 
yiîni^niliië  à  la  Ih^oria.  CTesl  ausai  oe  qu'an  reconnall  en  reprenani  la 
ioéibo(l«  de  la  varialian  dee  conalanlee.  Soit 

une  inlégmle  compléle  de  réqualion  (3),  qui  eera  cbicnue  en  âiiniiaanl 
•  et  k  antia  lea  laialiona  ' 

(6)  V=0,     ~H.p^»«.     y^^,^  =  a 

On  recannall  comme  plus  haut  d  39)  que  le  ajalèma  deacqualiana  (3) 
al  (4)  peul  être  remplacé  par  le  ajalèma  dea  équaliona  (4)  ^  (^  aà 
an  faganla  a»  x,  y,  p.  ^,  m,  b  comme  dea  fandiona  à  déleniiner  Au 
doua  variablea  indépendanlea.  Du  a|tlènie  ((Q  en  déduit  enanila 

et  on  oblieiil  la  loluUon  générale  de  calla  équalian  an  pcaant 


f  (a)  désignant  une  CmmISmi  arbitraire  de  n.  Lsa  traia  équaliona 


CnAP.  X.  —  TatORIB  GÉXËIIALC  MB  US*  SS9 

fenoMmoHitxfrimer Xf  y,  r» •,  fr en fbodiiNiile dau  pannnètcw 
arbitraires  cl  les  deniières  équations  (6)  domiemit  ansvile  p  Hq. 
KoQS  ïïmm  supposé,  dans  la  Ihiorio  etoérale,  quo  réiimiaatioû  do 
•  et  k  ontrs  los  trois  dquations  (7)  coodniiail  à  «ao  seule  rdatiou 
9ÊÊnx^  3f«  s;  sll  eu  esl  aiaai,  eells  reiatiou  dooueni  uue  iatésnle 
prapranenl  dite.  Mais  il  peul  se  lairs  qfuOf  peur  osrtaioes  innés 
particttllèffus  de  le  CMMtieu  f,  réiinlnatiaB  de  •  el  »  eanduiae  à 
piasieurs  relations  entra  or,  y»  ^^  L^  faisonneaseote  que  Ton  ? isnl 
de  fidre  proufent  que  Peii  obtiendra  toiqours(*)^  sauf  les  cas  dli 
patiUitd»  une  intégiule  an  esM  de  Lia. 


qui  adnwl  rintégnde  oompUle 

-aa5n9«l*by;  --' 

en  aura  rinlégrale  générale  en  lui  nd|ioigaant  lea  dans  dqualiene 

bs,(nX     «♦yt'W^O- 
Ssapeee 

f(n)ssnin9 

en  ert  conduit  ans  tnria  équatione 

s  se n (n  «I- tny),     bssmn,     ««MnyssO. 

L*éliniinalisn  de  a  et  de  b  donne  donc  lee  deux  relationa 

a  «s  0^     • -«- my  an  0; 

en  obtient  une  fait^rale  qui  ae  eompoee  de  reneemble  dTuno  droila 
ai  daa  alana  oui  la  contiannenL 


RsKAntR».  «— Dana  le  caa  daa  dquatiene  Unéairaa  il  y  a  la^iouffe 
inliiiilé  d'inl^raloe  de  h  aaeonde  caiétorie.  Soitt  en  oM, 


A  nantsemtMnvSeflilélnictseMiaitsMiiea  nUMaeUM  *  s  et  #  estis  In 
netiHi 


t30      iMÇOm  SUR  UB  AQQàflÛM  àm 

«yM«M»d*4q«MiMM  diSlNBlidlM 

<!«      4y      ils 

Soittol  X,  y,  s  «a  poial  dé  h  eombe  G  <t  jh  ff  lei 
aaguhiifcf  «Tua  pin  pattuat  ptr  U  tragMli  ta  €•  pouiL  te  aon 

ds  s=:  p  d«  •••  f  dy» 
«I,  par  Miilet 

qui  p«5iaeDl  par  aca  tangeatea  aal  «na  iotégrala  éê  h  aaeoMia 
calêi^orîe.  Lea  courhaa  earadêrialiqiiea  dépeodaiil  da  de«s  eonaUalaa 
afbilrairea,  ini  voil  que  louie  équatimi  linâaire  adioal  OM  ialégrala 
eomplèla  da  calla  cal^orie. 


W.  UaxtaMiatt  de  k  définîUoii  prioédaaia  aa  aaa  fteénd 
eaadaii  à  (raîlar  d*abonl  l«*  prubl^ma  prèliaiiiiaife  auinuU  ; 


Aéiaydra  de  la  façêu  la  phu  générmli  réqmmiimi  «usa  éiffèrm^ 
tidUêîoialm 

<8)  d9^p^ëx,  —  ...—p.dx^:=za, 

a*ait«à-dira  troufer  loua  lea  ayatèuiea  de  velaliona  entre  lea  variaUea 
^f  'o  P*f  4^*  entraineot  antre  lea  différenlîellea  tolalaa  la  rrialian  (8). 
Calla  égaliUS  oxi^  qa*il  aiiala  «n  mmmê  une  rehlion  anira  lea 
variablaa  :»  Xg,  Xg,  •••,  je..  Suppoeona,  d*ttne  nanitea  fteérale,  qu'il 
y  ail  Jfc  relaliona  diidîncles  entra  s,  x,,  Xg, ...,  x^^,  dont  une  aii  moina 
eanliendra  a  »  al  fyiaDlvoDa4ea  par  rapport  i  a»  x.»  x^»  •••»  a^^i» 

X,  =  4^1  ^**t  *»♦!§  ••••  •■)! 
«4-1  =  ♦l-lC*»!  ^♦If  •••!  »i^ 

Porlona  lea  laleiura  da  da,  dx^^  ...»  d^ft.i  dana  nquallon  (8)  ai 
Acrifoaa  que  laa  aoallaienla  daa  diflérantîallaa  dx^»  itsk^ii»  •••>  <t«W 


CBâF.  S.  —  nttmtE  OÉSIÉllâLB  Mt  uc 

«ont  mil%  il  viendra 


m 


Réciproquement,  les  (n  -4-  i)  éqnaUom  (0)  et  (10)  entraînent  la 
rehiion  (8).  On  est  donc  oondnit  à  U  oondntion  sairanle  : 

Siemm,  mtire  1e$  âifférefiUèUeê  imin-^i  variéhUê  z^  x^,  f^ 
te  rèUMûm  (l)t  il  «citfe  au  nurim  fi  ^-  i  relmUanê  dittineîm  enin 
em  fmrkMm  êî,  /il  fi*eii  êxitte  fHit  dmvanimge,  U  Muffîf  pour  le$ 
m9ùir  iùuilÊê,  de  eMiurffrt  Mlle»  fui  mmi  iadépendmni^ê  de 

DéngnoM,  fone  manière  générale,  par  M  toult  mullipiieité 
compoaéa  d'éKmenta  aatisbiaant  à  la  relation  (B).  L^ordre  d*nno 
Idle  niaKsplicitè  est  an  plna  égal  à  %  et  la  multipikilê  la  plut  gta^ 
raie  M.  ert  repiéaenlée  par  les  équations  (0)  et  (10),  oA  les  fondisoa 
t»  4tf  ^-1  «Mt  aiMlrairas.  On  obtiendra  nno  mnlt^liciM  U^(q^n) 
en  iQOQtant  au  équations  (0)  et  (10)  n  —  4  relations  qndeonqnes  et 
il  est  clair,  d*aprts  es  qui  préeède,  q[a*on  aura  ainsi  toutes  les  raullî-t 
pUdlésM^ 

Nous  empMefons  encore,  ponr.abr^er,  les  SKprsiaions  suirantes, 
empruntées  à  la  géométrie.  Considérons  a,  «|,  è«.,  m^  comme  les 
eaordonnéea  d'un  point  dans  respeco  à  (n  -t- 1)  dimensions;  nous 
lypellerwis  nmtt^Iietltf  pemlMeDe  tout  ensemble  de  points  dont 
les  eosrdonnéss  vérifient  un  certain  nombre  de  rdations.  Une  muM- 
pHcilé  pendnélle,  d'ordre  r,  P,  sera  définie  par  n  «4*  i  —  r  rrialions 


Un  pimn  aéra  une  multiplieité  ponctnslle  à  n  diasensions  représentée 
equauon  nncaira  leiie  que 


*  —  »  »  J»b  (X,  —  «,)  +  .^  •«•  1^1  (X.  —  «J, 


139    uçoM  «m  tn  CQOAffowi  aux  Mwftn  Pàxtmân. 

éifûMfWCt  piM  Ml  tûm§mt  —  ythil  (s >  «^  •••^  «J  4  «m  niM- 
plkMé  pMclMllt  p«Miiit  pir  M  ptittt  il  «a  a^  pour  ImI  dépbetnMl 
•ur  ctllt  nmltlplidlé» 

tf c  —  ji|  éw^  —  «M  —  ]^  il«^  sO« 

Sur  nm  mvMpKcilé  tfûtdm  ff  0«  «it  •••!  «^  ionl  fc^dhai  db 
r  vartftbkf  ukiépMidaRtei  «t»  par  anili^  la  plaalaafattl  ao  mi  jpaial 
est  n  —  r  foit  indétarniiaé.  Gala  poaé»  laa  «ittatiatta  (9)  iéflaiiaaat 
ttna  aaHaiM  muWplielU  poodiialla  P..i4.i  al  la  multipUcUé  M. 
eonvapandanla»  repi'étDoUa  par  lea  éqiMtioiia  (tt)  d  (iO)p  f«*  caaipaaa 
d«  eiHta  multiplicité  ponctuelle  P^^a^i  et  de  raMawbla  de  aaa  plaaa 
lauyenUy  cluw|ue  éUineiit  élaot  fomnA  d'as  point  4a  P»-^«i  aaaaeié 
a  un  4«M  plant  Ua^t'nU  en  ce  point.  Toulea  ton  foin  que  ooia  nom 
ulilei  ou  indiquera  par  un  indii>9  aupérieur  Tordra  de  la  mulliplicilé 
ponctuelle  d*où  une  multiplicité  M,  oit  dérivée;  d'une  maniera  plua 
giHiérnIe,  on  rupréwntcm  par  MJ*  uue  multipUdlé  M  d*ordr»  f  » 
lofiM|ue  laa  eounlunnéoc  «i  ;r|,  ...,  j%  aaronl  fonetiono  de  q '  varie- 
lilea  indépendantea.  Avec  ealte  uolatieni  une  aurfaee  et  rentemble 
lie  aea  piantf  lanKcntt  aéra  reprinenlée  par  HJi  une  courbe  el  Ten- 
aomble  de  i^c»  plann  langenta  par  M}»  un  point  el  loua  ke  plana 
qui  y  paaaonlpar  M{,  une  eourlie  el  un  aystl^roo  aimptement  infini 
du  plana  lananula  i  œtk»  courbe  par  M},  un  |H»iiit  et  lea  plana  tan« 
^l'Ula  d'utt  tùùt  afant  ce  point  pour  aommel  par  ll{. 

00.  CenaMAfona  un  vyalème  de  f  éqnaliooa  aua  dèrirdaa  |iarltellea 
du  premier  ordro 

i'i  (•»  *if  •••!  ••♦  Pif  •••t  P«)  »  ©t 

Pf  (*•  «Il  ••••  «0  Pu  ••••  Pt)  5»  0. 

Noua  appi*lleron^  intégraU  de  ce  ayatème  toute  multipllellé  M.  dani 
lea  élément!  vérifient  lea  relationa  (11).  Pour  qu'une  telle  intégrale 
aoit  une  intégrale  au  aena  ordinaire  du  mot»  il  but  qu'elle  preneonn 
d'une  multiplicité  ponctuelle  à  n  dinwnaiooa»  o*aat4-dire  que  ea  aait 
une  multiplicité  Ù%  Le  pivblôme  de  rintâgmlion  revient  alora  i 
déterminer  n  -f  i  **  q  relatiooa  nouvelloa  qui»  Jointea  aui  q  équa- 
tiona  (il),  donnent  entra  lea  diflitrenliellea  toUlea  la  rektion  (8). 


C0AP.  X.  —  THAmm  «teÉRALE  M  US.  SB 

Celle  dëiailkni  doniie  liea  avx  ranarfues  toivastes  : 
1^  Oa  peal  UngoarB,  par  mi  chanfeoneat  de  tariaUee  eonfCMUe» 
faaaeMT  «iM  inlégrak  qmltonqitê  à  mie  inlégnile  prefteûie»!  dite, 
fil  ftUij  ennsUëraw  une  inlëgrale  qoefeonque  cMnie  per  lee  ida- 
lieM  (9)  «I  (iO).  Toyife  lea  lariablee  posnoal  aTaipriaMT  a« 
^ariaUee  p^%  p^t  •••y  jh— i»  *tf  •••!  *U»  Peaoïii 


9%'^'^  •••     -M     pi»-.i  ^  —  ^-if     Pâ  ~  Pèt     •••f    J^  *"  Fmi 

t'  =  8  ^  Pi«i  —  •.•♦  —  pn-i  a^i-it 

la  ralatioii  (8)  devient' 

4a'  spi  dâCg  -f-  ..•  «i-  ^1  if^ 

•1  tente  éqvetfea^de  h  faroM 

'  (*t  *tt  •♦•»  *«t  Pi»  •••»  J^»)  ''^  ® 
m  chaBfe  en  um  tteofdle  équation  de  nBéme  forme 

r  I  (a  «  ^if  •••»  ^f  Pif  •••#  pi)  ss  "• 

Toole  îttlégrale  de  la  premièra  éqnatmi  F  ss  0  donnera  donc,  par  la 
Imnsformation  préeédenle,  omi  intégrale  de  la  aeeonde  équation 
Fg  :s  Oi  En  particulier,  ai  on  applique  cette  Iranaformation  à  Hnlè- 
giule  fepréaentée  par  lea  équationa  (9)  et  (lO),  il  eal  dair  qu*il  y 
n»ra  une  aeule  rdalion  entre  s*,  x\f  ...^  xii  la  Cuictien  a'  aert  donc 
intégrale  proprement  dite  de  réqnaticn  du  premier  ordre 


9»  Si  lea  f  équaliona  (il)  ne  renferment  paa  lea  «aiiaUea  Pg» 
•••9  P«9  ^*  oiitiant  immédiatement  toutoe  ha  inlégralee  caiHSMunea. 
D  saUM  d'igouler  eus  équaliona  (ii)  •  équationa  arUlrairw  entre  t, 
i^  ••t  «W(f  H-  #2  »  -I- 1)  et  de  prendre  k  mnltiplicilé  M. déduite 
de  In  aanitiplicitd  pendudir  ainai  oMmue. 

3»  On  peut  InuTcr,  wêm  Inl^ruMafi,  loulea  lea  multiplicitéa  11 

à  M  et  de«t  ho 


,..•— 


,é' 


9M    i.açom  tua  us  tooAtio»  401  UtOKin  pkwamin 

m 

éqiiftUM  FssO.  En  aflel»  pour  ftnMr  «M  mulUpIkilé  U^^  «M* 
fiMl  F  aeO»  pMMU  «M  ■Mhiplidté  fiiefaitfiM  H^;  d  !••  iiiwMMi 
de  If.  M  iPériAtBt  pM  PsO,  m  v^itwt  réfUitiM  Fss  0  ««i 
éiiwitioai  qui  dMohacat  M.  m  aura  iim  iMlliplidté  iU^i  si  1m» 
iM  éUmMlt  do  M. nériflent  FsaO,  D  tuIBni  d*«4ioiMlra  ms  *|imh 
lions  do  M.  mio  équation  aibitrairs  fss9. 

Plus  fènéralonoQt,  on  a»  mus  iHtétrmUoH,  loulot  les  milliplâ* 
cilés  M  d*ofdiu  iaférieur  ou  égtXkn-^q  vérifiant  les  équalious  (liy. 
Prenons,  en  eflTet,  une  multiplidlé  queieonque  M»  et  adjoignons-lui 
les  équations  (11)  :  en  général»  on  aura  ainsi  une  multiplidlé  M..«; 
si  cette  multiplicité  était  d*onlre  n  —  q  -|-  ft»  il  suffirait  de  lui 
adjoindre  k  relations  arbitraires  pour  avoir  une  multiplicité  IL  .^ 

• 

91.  La  définition  de  Lie  permet  de  généraliser  la  théorie  des 
intégrales  complètes.  Considérons  une  multiplicité  peuetuelle 


(    A  (•>  •••  ••»  —t  «M  ^%9  —f  •»)  =  ®t 
\    fè  (•»  '|f  *•»  ••••  ••!  •»$  •••»  •*)  ^  ^ 

d'ordre  fi  ^  i  —  k,  dépendant  de  h  paramètres  arbitraires  «p  n^, 
...9  «4  {k  <  n).  De  cette*  multiplidlé  ponetuelle  on  déduit  une  muiti* 
plicité  If,  bien  déterminéei  définie  par  n  •«- 1  équations  qui  contien- 
nent les  h  panmètres  n^  .•.»  U/^.  L'élimination  de  ces  h  paramétres 
conduii-a  en  général  à  n  4-  i  —  A  relations  distindes  entre  s,  «n 
..•I  OP.,  P|, ...,  p»,  et  nous  allons  voir  qu*on  pourra  obtenir  Tinlégrale 
générale  de  ce  Sfstème  d'équations  dmullanées  au  moyen  des  Ibne» 

Supposons  i})  les  équations  de  la  multiplidlé  ponotudie  résduea 
par  rapport  i  s,  Vp  x,« ...»  x*.!» 

8  =S  ^  (X^  «et^lf  •••»  «af  C|t  •••!  ^)» 

/JOV  7  *l  '^  tl  (*îlt  ^♦It  •••§  ••t  •#»  •••9  •*)# 

V    **-!  ^  ♦»-!  (**f  **♦!»  •••»  3^  •it  •••»  ^î 

pour  avoir  la  mulUplidlé  H^  à  laquelle  eUe  appartient,  I  ftsil 


t*)  CM  «eifeiMMt  pme  tlaipliScr  1rs  eili-«U  sm  mm%  Mmm  cHIs  kfpstSNst 
nhmmcmuA  ft*éleii4  éê  Ivi-Méuie  «y  #9»  «à  l«  éttoaltew  m  smU  pts  KtriiMb 
k  f«m  M  cinriuv  ssifuiL 


mSUbuiw  à  ttt  émHlioiw  ks  Mrivtttltt  : 


(«0 


IjT"    ''5Â    •••    '^-^ÎT    '•"" 


LWiaiaatioii  de  «pa^  •..9 1^  doMieni,  ptr  hjpotiièseï  (w  -f-  i  —  fc> 
dMmdcs  feiileiimit 


(*♦)       j 

Le  sjetime  det  équetioiie  ^  cl  (14)  peut  doue  Mie  lerapbeé  per  le 
wpÊba»  4m  éfeetmit  (8)9  (13)  et  (13),  poumi  ^*ett  regurde  dne 
ces  deraiéiei  «^9  ••.,  e^  eoeiine  dee  ioeoniives  à  détemutiier.  Dee 
èqwlioM  (IS)  et  (13)  ea  tire9  m  diaérailiaBl9 

d%  — ft  rfj^  — ...  —  p. éx^ssk^  ém^  +  ...  4-  hdH^ 

eèeeepeeé 

Ob  est  deM  nmmé  à  la  rechercbe  des  «olviiose  ceenoimMi  «mx 
éqmf  ieoe  (IS),  (13)  el(13) 

(f&)  k|  lia,  -h  ...  *i- 1^  tfeb  »0. 

te  peol  Mlitiaife  à  réipietmi  (lu)  de  phnieim  nuuiiècei  : 
i*  En  pieiHnl 

ea  lelfesfe  aleni  PuiWfnile  #eÉ  en  ed  parti,  qne  mw  appellete— 


kgSSO»         ..«9        K^^0> 

Ù4iÈÊlml6méÊm0  «..9  e^  entie  eai  iyitieM  et  les  lelatiooa  (1^ 


S38    UBÇùM  mu  us  ÉQOàTiONS  Ara  Btevtn  Mmsius. 

H  (iS)  cowliiit  i  wt  toItttiMi  fvi  mm  Mom  appahto  toM!fr«(^ 

»  Si  loultt  ki  f— BtiMi  II  M  miA  pM  ftidlcs  i  h  fbit»  féqM- 
Uoa  (45)  eiprinM  qa*!!  y  â  M  noiM  une  rehlioii  Mira  let  «ariablM 
«i,  •••«  lu*  SvpfMOttt  fii'a  y  ail  I  rebliiNis  \l  <  k) 

r 

4i  as  «k  (<i4.„  ....  «bX 

M  portaat  MU  rrieun  de  «|, ...»  «b ''MTéquiHMi  (18^  Il  vient 

*•  3!?- +  •••+**  ^ +  *»♦•  =  ^ 
(17) 

• 

Let  «qttiUont  (11)»  '(13),  (iO)  el  (i7)  f  nnl  au  nomlm  de  a  4-  i  -•-  Ik 
«I  coalienaeal  Sa  -*- 1  -4-  li  variables;  il  reste  doac  liiea  a  TariaUes 
iadépendaalcs.  L*ialégiale,  aiaei  obteaue»  qm  Mpead  d«M  faaciioat 
arbilniiree  cr^  •«.,  C|,  eel  rinlégrale  géaéiaie. 

(Us  ;p4aficinjnui.  —  i*  k  ss  a,  ft  =  4.  On  relrouva  h  iMorie 
de  rîaléjtrale  eomptèla  do  Lagraai^e. 
8*  fc  s  a,  fc  s=  a.  C!oniiidéixia«  la  eouiiie 


/        «  =r  4»  (j?^  a^, .-.,  aj, 

*|  **  +1  (*•»  •|t  •••!  •*)• 

av-i  =  ♦•-!  (««  ap  ...,  aj. 

Poar  apfdiipiar  la  tnéUioda  générale,  il  iaal  âimiaer  ag»  a,,  •«.,  a^ 
entia  oea  équalioas  el  la  relation 

Oa  Iroiiva  donc  une  éqiMtion  linéaire,  el  la  méthode  d^iatésialfcNi 
que  roa  déduit  de  ce  qui  précède  esl  idenlique  t  la  mrfthoda  du 
chapitre  II.  Nous  voyoïu  aîr^^i  que  les  équations  linéaires  9pal  çarao^ 
térisées  par  œtte  propriété  d*adineltra  une  inlégrala  aaaiplàia  rsprt 


anfAt  par  m  éipialioii»  entre  les  vambles  t^  «,,  ...^  «^  ov,  si  Ton 
vaut»  CNViée  par  dea  aourbea  al  PeiMeaBUe  de  lawv  pbuia  taogeoU. 

Dana  k  eaa  de  ns  S,  nouievemaioai  deui  catëfrories  d'équationa^ 
laa  éqimlkNia  feënénJea  el  lea  dqvatioDa  linéaires.  Sî  n  est  snpMenr 
à  S,  noua  avons  en  entre  n  —  9  catégories  d^éqnationa  intenné- 
diaira,  qui  disparaissenl  penr  n  sr  St,  eUenues  an  mofen  d^nne 
inl^rale  eoaiplèle  rsprCaantée  par  S,  3,  «..»  tt  <--»  1  éipaiiana  antre 
n^âTiv  ...^  ay  Snppaeana»  par  eaample»  qn*en  prenne  Jt  —  <  wlaliana 


•  =  ♦  (^-if  ^  «it  ••f  «Jf     *i  =  ♦§  (*«-if.—)p     •••» 

a«-t  5K  %-t  (^-*if  •••h 

ett  elitiendre  réquation  ans  dérifére  partiellea  earreapondanlaa  en 
dlinûnanl  «g,  ••*,  m^  entre  eea  relaliena  et  lea  anitmlea 


Si  on  tire  «i»  •••>  n«.i  des  premières  équationa  et  qn*on  lea  porte 
dana  les  deui  demîèrea,  on  aura  deux  équationa  linéairea  entre 
leaqudlea  il  fradra  encore  éliminer  a«.  Reanarqnona  qne  caa  deu 
éqnatiana  linéaim  ne  aont  pas  qneleanqnaa;  eBea  adaretlanl  une 
ittlégnie  compléle  commune  dépendant  dca  is  •->  I  eonatantea 
urbitrairBa  «,»  ...y  m«|.  De  même  Féquatian  prerenant  de  h  reiationa 
entre  s,  x^f  —,  jb^  a'obliendn  en  éliminant  n  —  Jk  eanatantea  entre 
n  —  k  4-  i  équationa  linéairm  qui  admettent  une  inl^fnleeanunnne 
dipendint  de  h  constantes  arbitnirsa.  One  donné  à  eea  éqnaliane 
In  aem  d* ^gnationa  aamé-Uneialrea.  On  anre  de  même  dea  aiaHosea 
dTdqnationa  aamiJInéairm  en  partant  d'une  intégrale  campIMa  repré* 
eeniée  pur  plusieun  équationa  entre  e»  Xgf  •••#  atu  ^  dépendant  de 
de  SI  penmelrea  a AilnirBa* 

ftani  dannée  une  équation 


S3B      IMÇOM  WR  ut  tQOAnOMI  MB 

iinfliii  iTWMinlt  MtitMitit  wnigmitan  ^'TrininlitUM 


Il  €fl  aine  de  noalfer  ^pMi  lMit#  iiiMfrak  mI  m  lira  dt 
lM|ii0ft»  Moue  avoM  Arané  deux  iMipomire^h^iit  de  celle  praseritieft 
dme  le  eee  de  riaiégfib  eidineire.  Le'  diieatUitie»  keeée  e«r  k 
ooiieîdéntioii  de  rintégrele  eomplèle  d  SS)  tTefflique  nel  pear 
mol  eiix  iDttgnlee  nouvellei  de  M.  Lie*  Le  eesl  emprmil  qve  Feu 
bsae  i  b  Ihéorie  générale  cel  le  suivul  :  lenle  éqialioo  dn  praonier 
ordre  edmcl  une  intéj^rele  eeinpIèCe,  repnSeenlée  par  «me  eeiile  ëqua- 
lion  enire  z,  arg,  ...,  ar..  La  aeconde  démonelniiieB  qne  nena  avona 
donnée  (f  Si)  ne  s^appliqna  qa*aux  inlégraiee  eidinairea;  oeaie  il 
suflîl  de  Élire  la  Irausformalîon  indiquée  (|  90)  pour  élre  raieené  à 
ce  cas,  car  celle  Ininsformation  ne  change  pea  le  svaléme  d'éqnalions 
différentiellea  des  caïadérisliqttcet  conune  il  cet  aiaé  de  a*en  rendre 
compte. 
SoienI 

j  f  =  /  (I,  t\  jf ,  pi),       (i,  *  =  1,  9, ....  n), 

Ice  équnliona  de  la  caradérialique  ieeue  de  PéMmenl  a*,  xf,  fi^ 
vénlianl  la  ndalion 

Ces  valeun  inilialea  élanl  dee  fondiona  de  v  lariaUea  indépendintoa 
«fi, ...»  «c«,  on  a,  d'aprèa  un  calcul  déj&  fkil  (p.  li?)^ 

la  lettre  d  décignani  lee  différentiellea  quand  I,  ii|,  ••.,  M,  vnrieni,  ce 
qui  peul  8*énoneer  ainsi  :  Si  en  censtdère  nue  mnlIffilJctM  M  «  dmU 
f ens  les  éUmemtê  vérifieni  la  reinlion  F  ss  0,  le  Neii  des  cnrmeM- 
rislif  nés  tsines  des  cléments  de  If  «  esl  une  muUipHetié  M,  eia 
général  ttordre  v  -f*  1,  doil  fous  Un  élémenU  vérifieni  la  mima 
relolten. 
L*inlégralien  eal  donc  ramenée  à  la  détemiinalion  dea  mnHiplictlén 


au».  %.  — -  ratotie  atnttukix  me  us.  9911 

ll,.i  dont  les  Ateenis  térilieiit  It  rehtkm  P^O,  «e  ifiii  te  Ml^ 
HUM  aiMiM  iatégraliM  Q  90).  Il  y  aura  encan  aieeptfoa  pour  fea 
isUgralca  ^  fëritaii  les  rebUons  X<  -4-  pi  Z  s  0,  P|  s  0,  qM 
wmt  apfiellema  tmgiNiffa  inléirnilci  sifiguteret. 

98.  OmiMërum  Maurtanant  an  tyUèiaa  da  yi  éqiMtioiia  da  pfaaniar 
aidra 

(18)  r^=0,      F,=:0,     ..•,     P|i=îO, 

'^pm  aaaa  Mppaaaoa,  biaii  eolendo,  disttndaa  al  algébriqaaaianl 

TÉÉonftm*  —  ij^rêque  dgux  tffwaliafia  du  f  fumier  0rdrê 

FsO,      HssO 
«ni  «m  imîégrÊÊê  eammimM,  eMê  tniégrolê  Hrifiê  P^fiMlton 

La  déflMNMlfatian  doonëa  ploa  haut  (f  6EÏ)  aa  a*a|ipli<|iia  qttVii 
ialégralaa  piapreoMiil  ditea;  la  aviraiila  ttH  générale. 

Soient  If.  One  infëgnile  oommana  9^t^x^p^mu  élémeiit  da  eetla 

inlégimle.  fîir cal étémeal  paaaa  ana  oaiulia  caraetéritliqua de  Pr=0 

ailoéa  aiir  M.»  al  dont  looa  lea  éléaMBta  férilint,  par  aailet  ki  émoL 

dqnalNNia 

P  =  0,      HsO. 

L»  %mf  de  «ellf  CHMUriatiqM  «•  a 

^«1 «*»  _      —  ^ft      _  ^, 

'Pi  'Pi  *P«       *«^  ^« 

fin  faMphgaai  di y  da^  dfi^  par  lean  valean  daoa  la  caaonda 
éfiliaai  an  tiaiifa  qna  loaa  laa  éléawta  da  aatia 
fdrManlIa  Mattan 
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<Cy  fàr  tuilt^  IMS  bi  éléatnlt  dt  M.  véritmt  cêCle  lélrtha  fdt^M 
BoiM  «VMU  pris  om  éMinanI  ârbilnirt  de  M.  eoiuiim  élément  inttiel. 
U  eel  eleir  que  U  piupteilioA  eet  eaeore  traie  ei  M.  eil  «m  inléf  nie 
aioculièff  de  F  s£  0. 

Ceci  nous  moolie  qiie  mus  pomtom  lypiadre  eu  ejelèiae  (18) 
tuttle»  celles  dtf$  équations 

qui  sont  distind^  des  premièrss.  Mais  es  peuira  tot^ewi  i^amaiflsr 
de  fiaiçoD  qu*eo  contiouaut  de  la  sorte  es  ajrhre  ssit  i  ua  sjilènie 
ineoiapiitible,  saîi  4  ua  sjstéfoe  eo  iafoiulioo*  Supposées,  em  elet» 
qu*on  puisse  résoudre  certaines  de  ees  équations  psr  rappoK  à  s,  p^^ 
•••»  Ps  ^  qtt*en  portant  ces  valeurs  dans  les  autrss  équations  en 
obtienne  des  relations  ne  fonlenani  plus  que  des  quantités  ^Cg.  Je  dis 
que  ces  relations  seront  résolubles  par  rapport  à  {&  —  s  —  1  dee 
quantités  x^^u  ^•-^h  —t  ^a-  En  eliel,  supposons  que  cela  ne  soit 
pas:  on  pourrait  alors  tirsr  de  ces  relations  une  équation  ne  eontenaui 
que  ar^9  ...i  x^  telle  que 

9|  £S  <|f  (Xj,  x^  •••!  *,). 

En  portant  cette  valeur  de  x^  dans  Téquation  qui  donne  p(„  en 
aurait 

Formons  Féquation 

[Fi  —  îf  »•  -  ♦!  =  0, 
elle  se  réduit  i 

i  =  Oi 

le  syilène  proposé  serait  par  eonséqneni  incsipslible.  Snppesena 
donc  qn*on  ait  lésolu  les  dernières  relalions  par  reppett  à 
^4- if  •••>  ^-i  I»  le  système  (i8)  prendra  alors  la  Ibrme 

*  •  ^^  #  (aCi,  x^f  •••!  x^f  Xj^  •••!  x^  ]\<«>i>  •••§  p«)» 

Pi^  fl  (*!•  *if  ••t  •«•  1*f  •••!  ••!  F^-f-li  •••$  F«)i 
^^♦*  :=  fi  (»|>  X^  •••»  â^  9^  .••»  «J, 

(t  =  1, 8. ....  s),  (k  =  i,  a,  -..,  Il  -^  s  —  IX 


pMrroBs  le  renpbMr  ptr  le  eyelèoie  é|uifalenl 

(IV)     {p,— /;=o«    .-,    p.--/;sO, 

a^^i  —  fi  =s  0,      •••»     e^«.t  —  f|u^«.i  s=  0. 


ea  fiime  ke  crochels  de  ee  WNneav  sjsUiiie,  on  eoottate  qu'île 
M  eentiemieBt  eucoiie  des  wiflUee  9fP^f  —fp^f  ^^it  «^^y  X|[k..i« 
K  drae  eee  cradieto  ne  eottt  fee  ûleiiltfiiefiieiif  mde»  ib  ne  pevrio^ 
mi  dooMT  dee  éomliotte  oui  miiol  A&ê  ciiHiiâQWfaftff  dee  nricideiitefc 
Ob  léeolldn^  eonme  pféeédemmeot,  lee  MNndke  éipiataoïie  per 
fiIi|NNi  i  mn  eerteia  Bombre  dee  farieblee  qu*dlee  eoûtiesBeot  et, 
ea  coRlioiuuit  de  la  eorle,  aa  errÎTera  eoit  i  aa  eiatèaie  iaeoaipetililey 
eeil  a  aa  ejelèBM  pear  leqad  loae  lee  crodiele  eoal  ideatiqaeaieal 
aalei  cfeelA-dire  à  aa  ejslinM  en  <nvolafloa. 

va*  aonaoae 

(90)  F|sO,     F,sO»      ^.9     r.sO 

aa  eyelèaie  en  involiiNéa  de  ai  dqaattoae  dietfaelee.  Sappoeeae  qa*il 
adele  aae  iat4|n]e  conuaaae  M.  el  eoil  a  aa  Maieat  de  eelle 
lal^pale.  I^r  e  peeee  aae  eoarfae  caiaelérietiqae  C|  de  F,  s  0  doal 
looe  lee  MiaeaU  eeat  eitaée  ear  M««  Soit  aloia  e^  aa  éMmeal  de  C,  : 
par  ^  petec^  de  ntêfa^i  aae  cefaetérieliqae  CL  de  Fg  =sO  et  raaeeadila 
de  loaiee  lee  cendArietiquee  C^  ieeaee  dee  dhen  éléaieate  a'  de  G| 
iMma  aae  maltipiieilé  11^  eitaée  ear  M..  Ea  ceatiaaeal  de  la  eoHc, 
aa  arriiaia  liaeleaieai  à  aae  nalliplieilA  Ml  eitnAe  ear  U^  peeetal 
aer  Tdlêaieal  a*  Ai— m—  nm^  !«  Minmiiieiiinn  eacceniva  dee  cetadé» 
rieliqMe  dee  m  iqaatioae  (90).  Noae  déeigaeroae  cette  ifiallipli» 
cHd  IC  eeai  h  aeoB  de  aialf^ilfead  aarwMHMi^ 
H  aaae  peanaae  éaoaeflr  la  tbéorèaie  eaiveat  : 


TatoatoUL  —r  IWfa  ttUégràU  fuî  jMMe  par  aa  éUmmd  $ 
aaafimf  la  aialltalieild  faraffrfrfirtnae  IH  teae  éê  eel  rffrfiaiaf. 

TaW  nmaaaiil  Im  anilltpHfiHie  finwifriiHqata  twaat  ^y^■^f  ma* 
ifUqaeaieat.  Ceaiaérnai  la  eyiH^e  caaipigt  d'éqaelieae  Kaéeliae 


my  IF|.*1«0/    -.,     [F^#]aia 


v^ 


la  a»  fM,  ai  4>i,  4»*y ...,  4k«~t«^  •  mb(  (t«  —  Sm  •«>  1|  iaUtiaim 
dktiiwlM  M  diflnalM  4e  F.»  .^,  r«.  !•  siftItaM  ritutiMB 

oA  G|»  •••»  &«^t««.t  détipiMldet  cMatealM  arUtnirai»  wprttMto 
lèt  oMlIfplkîléi  caiwléristiq«M.  ïta  dbl,  Im  éqwtioM  (Ô)  MK 
aiieaal  uM  «raltiplieM  i  m  iimfriiiM  wmpoaéa  4t  cailièi 
nriclMil^Mtt  de  elMVM  Jm  tfqwtiaiii  (91^  (I  Ûy,  MT  h^  «.  ^  Am 
canclirisUquM  de  r^qualiM  lf|  21 0  toat  Ueatifvei  au  €ÊmM^ 
tiques  de  réquatioB  linéûre 

lyailieun,  ptr  toal  éléoneiil  s*,  arf»  f4  prit  for  «m  iaMgnte^cTert^p 
lalisfkimil  aux  rataiioiM 


FtasO,      ....      FissO. 
a  ptsM  UM  muHiplioilé  (32)  doal  les  ëquatiMS  sonl 

(S3l   F.=0,  ...,  F^;=0.  ♦|ts4»;,  •  »  ♦t—f4.i =♦!-»•♦•• 

Ceci  auHit  à  praufftr  ridcvIiU  des  malUpUdMB  csrastMsIiqMs  esse 
les  omilipliciWs  \SS).  Puisque  teule  iulégrule  est  uu  lieu  de  vuiti* 
pUoiés  cenclérisliques,  il  sufDiu  dTessociter  couivensMciuettl  ees  mul» 
tipKdlés  esiucftémtiquss(9S)  peur  aveir  foules  lei  iaUgiules.  AppekMui 
mutUptiaié  buégmk  feu  te  mulUplidté  U«  doal  les  éUmeuls  vériOeul 
les  iqualioas  (90);  noue  ivou»  alors  le  lliéorènie  suîvaui  : 

TfiÉONblB*  —  VêmavnMt  drs  MitMlértslifuce  4$  CéquMiitm> 
F|  :s  0»  iitiies  dtf  «itiMrs  eUeteuls  d'wmt  multipêieiîé  mtégmls  U^ 
farm0  «ne  neurel/e  muliiiàUeUé  iAiégralê  Ut^u 

Il  e4  d*abord  éridenl  (J  93)  que  àl«4.|  sert  une  întéfralede  F^  ssO; 
d*aIlleurS|  puisqu'on  a 

loue  les  élémenU  d'une  caraelMsiiqtte  de  F^  s  0  férileut  réqualiesi 
F«  2s  O  et,  eonune  tous  les  éléments  de  Ift^  talitfoni  à  T|  s  0»  ett 
et  cnnclut  que  toos  les  éléments  de  U^^i  ssUsToot  aussi  à  F<  is  0. 
Cela  poté»  soit  !!«•»«  une  multiplicité  intégrale  du  système  (90)  : 
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r«Mettble d0s  eomxbm  CHMlirMliqaM  de  P|  sO  iwiMs  iIm  divers 
élteenlt  de  M*.»  Amer»  eseore  ooe  mnllipliolé  intégrale  Ma.p  4. 1  ; 
de  méniey  lentes  le»  csraetérisliques  de  F,  =  0  isf  tics  des  démonls 
de  M«^«4.t  fermemat  «ne  nralUplidté  inl^nde  M«.«4.9  et»  en 
centinnsnt  de  Is  sorle,  en  arriferm  finalement  à  nne  intégrale  H ^ 
Ceci  revient  à  dire  que  te  Uêu  de%  muftipUctléi  caracHériMqneê  1(1, 
JÊmm  dm  dimn  élémmU»  de  far  muUkpKeiîi  intégr^U  VU^m  f^rme 
nue  imiégralë  SI.  ifn  sysirme  {"20).  D^ailleors,  il  est  dair  qoe  toole 
intégrale  M.  s'obtiendra  par  le  procédé  qui  vient  d*éti«  indiqué,  car 
ai  en  prend  sur  M.  nne  mulUplieité  à  n  —  m  dimensions,  ee  sera 
nne  nnltiplidlé  intégrale  M».,  et  les  mnttipUcilés  eaiactéristiqucs 
issues  fie  tous  les  éléments  de  !!•••  donneront  éndemment  M..  On 
voit  doue  que  toute  intégrale  dn  sjslèms  (90)  sera  raprteentée  par  les 
équations  (S3)  où  s*,  xf^  pi  déiugnent  des  fonetiotts  de  fi  —  m 
lariaUes  indépendantes  vérifiant  les  rolalions 

(S4)  f;=:0.  .. ,  K=o,  ir»~p;a«j  — — p!2x;rrO. 

Im  MermiMiie»  éê  VinUgràU  générale  dm  éfiinlieiw  («20) 
reeîefif  done  à  Irouver  In  mnUiplieiti  ifiiégràle  1L««  In  plus 
ydndmie,  et  ee  prablime,  eonune  nous  ravona  vu,  nV&ige  aucune 
JalégnlioadM). 

98.  On  satisfait  an  équations  (8^  en  prenant  pour  sf ,  9f  dcn 
censtafiles  et  pour  |if  des  Ibnctions  de  (n  —  w)  variables  satisfaisant 
au  équations  F?  =s  0.  Le  lieu  dm  nmtttpKcJldi  MraeWrisfiftM 
iÊ$mm  éFmn  pmni  mi  donc  une  iniégvate.  Ce  sera,  d*ailleun,  une 
intégrale  conptMe  dn  systèaM  (90),  si  en  donne  à  m  des  cens- 
Innies  ^,  aef  des  valeun  déterminées. 

Comms  application  de  h  théorie  générale,  preposons«nous  de 
déterminer  une  intégrale,  au  aens  ordinaira  du  aaet,  qui,  pour  des 
idieura  donnée!  de  «|,  •••,  9^  ae  riduise  è  imo  Ibnetion  donnée 
wé  tffiaii  i,  —$  9^  ReoMrfuons  d^abord  que  wa  équations  de  In 
Mukiplieilé  eameléristique  issue  d*nn  élément  peuvent  dira  nriees 
fim»  plusoamniode  pour  la  discussion.  Soit  sf,  «f,  ji|  un 
Id  que  poër  est  élément  In  déterminant 

P  (fjf  ^it  >*M  FJ 


réiodift  lai  m  4i|MilioM  (M)  pir  lipporl  à  j-*»  •««»  j-t  tl  m 

famplaetim  It  qfaléiM  eonplei  (SI)  par  «a  tittèiM  jaeobieii,  léiolii 

par  rapport  à  r-i  •••»  \ — •  Ca  a|ilèaM  Jaaabiaa; 

aafofiai  adoiatirt  uo  ayalAnM  drintéynilaa  hoioaMNfhaa  daiia  la  volai» 
naga  da  f*,  of ,  pf  qui,  pour  r^  as  j^t,  •.•!  0.  8  xf  aa  léduiroot  4 
a«  ^<«.|, ...,  ».,  Pli  ...,  p».  Ea  ëgahAl  oaa  intéirralaa  à  t*,  aift^-i» 
•••f  p2  c(  féaolfaiil  laa  équaliona  aioai  obte&uaa  par  rapport  i  t,  Xm^u 
•••1  p«,  cm  aura  ka  écfuaUona  da  la  mulUpUcilé  caraeUriitiqiia  aoua 
la  fbrma  auivanta,  «|,  •••,  x«  déaignant  laa  fariablea  UMlépemUiUaa  : 

!«•♦<  =  A  («,. ....  »■.  «•.  atf ♦  pt), 
i^f  (•„  ...» «„  »♦, «r, |»0» 
1^  as  f»(«„  ...»  j^^  «♦,  «f ,  |»f ), 

-  (<  CI  f  I  f  I  •.•!  M  —  m),  (A  s  1,  s,  ...f  n). 

Fmit  Ifouvar  Ptelégfala  qiii|  paw  9|  ss  «^^  «^  s  «g»  •«*,  9«  aii^ 
at  lédail  à  ua  foDcttott  holoiaorplia  4^  («b^h  ««^  ^  dua  k  damafaM 
du  poiol  «b^^if  t..|  «M  Boua  preodrana  aanoM  variablaa  «i^i» 
•Mf  rt«  Noua  auraiia  alora  laa  falavra  iailitlaa  auivaiilaa  : 


al  laa  falauva  do  p}»  «m»  pi  aa  dédaitmi  daa  dqaèlioDa  Ft  ^s  0» 
•%•!  F2  a  0;  noua  auppoaona  quo  pour  oaa  valaura  la  détonûiaaul 

^LlUL^IÙ  Ml  dUUiuul  do  aéfo. 

Llofégràlo  dioitbte  aor«  rapitiaaulëo  par  laa  équalîaua  (SIQ  tti  lai 
•ariablaa  Indëpondanloa  août  #1»  ..^  x^  «^4.1»  •••!  Hi*  I^  délamil» 
uaut  foiieUoiiQal 

P  («^♦1»  M>»  ap 

I>  (Hii^^li  ••••  M.) 

aa  rMttH  à  ruaiU  pout 

■ 
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cvaw^i  se  rédoîl  à  «w^-i  pour  x,  ss  a|,  •••^  «^  s=  «^  On  pourra^ 
donc  rtftoudffe  les  éqaeiioiis  x^^.!  s:  fg  per  fipport  à  ««^i,  «..y  «^  et 
en  portant  ces  valears  dams  l'expression  de  «»  on  en  tirera  ponr  a 
ne  Ibnetion  holooiorphe  de  x,,  ...^  x^  dans  le  domaine  du  point  n,, 
••*,  «..  Le  proposition  prtoédente  donne,  comme  css  particulier,  le 
fUofème  énoncé  à  la  page  179  d  71). 

M.  Ls  métliode  d'intégiation  précédente  est  une  généralisation 
diiede  de  la  méthode  de  Cauchy*  Die  conduit  d*ailleurs  aiaéasent  à 
la  métliode  de  Jacobi  esoa  sa  ferme  générale  (g  65). 

Gonsidérens»  en  effety  un  système  de  n  équatioBS  en  intolution 

Dans  ce  cas,  les  nmltiplicilés  caractéristiques  sont  i  n  dimenstoos  et 
ne  cenfcndent  arec  les  intégrsles  eOecHRiémes.  Il  auffirs  donc  de 
mmur  m  Qsnuero  miCKiaie  ou  aysieme  compiei 

On  conclut  de  li  que,  si  on  a  un  système  en  intolulion  de 
fi  -I- 1  équations  distinctes  Fgt  —f  F^^i,  leséquatioBa 

F|  ^  «19        «.«t        Fn  =  ^        Fs4^  =S  €«4.1 

vepiéssnlent  une  intigrale  commune  de  ce  qsième  de  n  4- 1  équa* 
tions*  Cette  intégrale,  si  on  y  regarde  «^4.1,  •..,  UU4.1  comme  des 
constantes  arbitraires,  cet  une  intégrale  complète  du  système  des 


F|  =s  n|,      ••*,      F,^  «-^^t 

pnr  conséquent,  Pintégration  de  ce  système  est  ramenée  i  la  détenni- 
antion  de  n  —  m  -1- 1  IbnetioBS  F«4.|, ...,  Fs^^t,  formant  a?ee  les 
an  système  en  infolution  de  fi  4- 1  fondions  distindes. 
plus,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  n'est  pas  néeeèsiire  de 
oudre les (t»  +  i) équalisna  F|S=iif  par  rqppoct  à  s,p„ 
>««»  fu;  M»  n'ations  lail  qnlndiquer  rapidemeni 
pnpiait  se  déberrsmsr  dirsclemeat  de  csUe  restfietien> 
On  peut  mémo  aller  plus  Un;  si^  en  appliquanl  k 


JmoM  m  tytlèaM  m  iavdiiliM 

on  «fritit  à  un  tjfuttiM  M  in%«hitiM 

dont  M  |N«itM  MamiMr  li«  ounoléiMâfHit»  «'«tM-dUra  M  fnW 
pttM*  MiUHpvr  l«  tysUiM  complet 

lo  prabMno  ooii  r<Mla»  oor  vm  UikHpvdo  ownplèlo  en  iorrtor 
•yoUmo  ooaloMnt  M  outra  loi  ooMtauiloi  «■4* if  •••«  ^^^  Jua^ora 
évidoiAmoiit  um  intégiBlo  oomplèto  4«i  oyuttmo  prapoté.  LteUsnlte 
éiaiit  ooraioncéo  par  k  lëtliodo  do  looobi,  oii  pounm,  à  diofoo 
iiiftaat  do  ropératioii»  «boiidoattêr  œtto  mdtliode  ot  oppliquir  collo 
dot  coroelMtliqueo  »i  oMo  ott  pliit  ovontagciioe.  La  romaniiio  ovatt 
déjà  été  fkito  (|  (W)»  iniiio  iouloOiOiit  poor  leo  équalioi»  où  f  no 

flgttIO  fH. 

Lo  tMorio  générahi  doo  mMUipHeUH  oora^ériiNfiieo  pormot, 
oomno  on  voit»  do  déduira  d'un  même  point  do  vue  lot  diASranleo 
métliodoii  d^inlépratkm* 

97.  n»ur  timpUllor  h  théorie  ipènéfnlo,  noue  orano  Itioté  do  oMé 
ooilaini  détailH  aur  loaqoeii  il  e«t  utilr  do  ravenir.  Kn  définittvOt 
toute  la  théorie  rapoeo  aur  ootto  prapoaition  fondamentale  que  toutea 
lea  intëgralea  d*un  aptème  on  involulion  do  m  éqoationo  qui  ont 
un  iMément  commuii  en  ont  oa**  de  ooounnna.  Ktaminona  oouo 
quellea  conditiona  préeioea  ce  théorénie  eai  oiaot«  Soient 

F.sO.      ...»      F^  =  0 

un  a)'atéme  en  involution  do  m  équationa  diatinelea  et 

[F.,  ♦1  =  0.      ....     [F^*)  =  0 

le  ayaléme  complot  conreapondant  Je  die  d*ahoid  que  lea  «  équationa 
de  00  ayalème  aont  linéairement  dialindea  ;  pour qu*il  en  fût  autrameul, 
il  faudrait  que  toua  lea  déterminanta  d'ordre  m  conlonua  dana  le 


UU«M  vMtaagahira 


fl7 


(T) 


4P,         dT.    â¥,         à?,   I 


I 


4F..       «IF.  4F. 
■iiI«.kknlîii«MaMBL  S^  m  <Uit  afaHi,  des  m  4^pnUons 


*F. 


*F, 


éf,  —  — -  (4»  —  j»,  4*,  —  ...  —  p,  4x^ 


-  4F,  **•  ^  • 


4x,    ^      ^Fi 


•  •• 


àp. 


àpw, 


OB  pouiflit  déduire  um  rehtkm  liaétire  entre  les  première  meinbree 

X|f  ••••  \a  V^  a'éUnt  pee  toiie  ouh.  Or,  une  telle  rdalieo  est 
impoetiUe;  ei  {i  Meit  aiil,  oo  en  déduireit  que  lee  Jandient  F^ ...,  F« 
ne  eont  pes  dietinefes^  eontinireBieni  i  llijpeliièee.  Si  |i  n*eit  pee 
nnl,  dee  reletkme  P«  ss  n^»*  ...^  F«  =s  e^  eà  n,, ...,  n«  eent  des 
cemlenlee  qndôenqeee,  en  déduireil 

ce  «foi  eet  éfidemucnt  ebemde  paleqno  eetle  dernière  rdelk»  esige^ 
neoe  Peeene  im  d  89),  n  4- 1  relelîone  dietindee  en  moins  entre  les 
enriehlee  t^m^p^  None  himone  de  eM6  leeeeoùm  =  n«t-lt  pcnir 
lequel  le  qnedien  ne  ee  présente  pee  (i). 

n  pourreat  ee  faire  que  tons  eee  déferminente,  sme  être  identi- 
qnemeni  nnis,  eoient  nnh  en  tenent  compte  des  nietlone  F|  ss  0, 
•-y  F«  ss  Ol  CTesl  ee  qui  erritereity  per  aempie,  pour  une  eeule 
dqnelion  dent  le  premier  membce  esreil  un  cerré  perAuL  Cette 

ponnuit  ee  prêeenler  el  le  Ofettee  n*eveil  pes  été  erie 


trf«|«ii.^ir«^i,«l«teMi  m  i«i«iMis 

K  n  ^lestttsi  è  ns  ^  I»  «si~ 


meesikfi  II 


li^tl 


(«») 


li  fcmi  hi  phM  tisplt^  Mai»  0  b'm  mu  |M  aiMi  li  le  tytttiw 

Geift  poift»  wûilt^tàf^fi  m  éHaiat  pMvIeqMllow  letMcr- 
niiiuits  pcéeédenta  m  apienl  pM  mib;  per  tieoipb,  «iippotoM  qui 

P  (F, PJ 

I>  (Pi>  — f  i»-) 

aoil  dilkeBl  de  wtm.  On  pourra  résoudre  ko  m  AfiialioM  du  sjoâteo 

eomplel  par  nppori  i  ^^»  •••>  -r—  et  le  Irurformer  en  «i  oftlèHie 

Jeeobiea 


les  eoefBcieâta  «,  k,  e  ManI  bolomorphee  dont  le  voMÎaage  dea 
«aleari  f^,  jtf»  jiff.  CSo  sfrtteejaeolMen  peut,  à  ioa  tour,  être  rampla^ 
par  UB  sjilèeM  d'^quetions  aux  différeotiellet  totales 

d^4>l  ^^^  ^-fl  dX|  -f-  •••  ^  iC4'l  djB^ 


dx«  S5  oj  4X|  -t-  •••  -I-  a?  rfae^t 
dj»,  =  e[  dxj  -1-  ...  4-  c7  dx,, 


dpi,  s=  cj  dxj  •♦•...  -♦-  €•  dx,; 


il  esUle  ûa  sjotème  d'iatégndei  de  ces  équitioai 
^aleuro  iailialeo  j^,  x/,  pj  : 

«^♦i=?i(«it-»î^i»«^»«.%pf)f  -.  p«=*«(*if-f«uA«^fK)t 

et,  d*aprèo  les  rdatioiit  établies  entre  les  syslteies  jsrsliisns  et  Isa 
ojstAmes  alisolunent  intégraUes  d'équations  aux  diUérentiellea 
totales  (1 36),  les  équalious  précédentes  représentent  précisément  la 
mulUplicilé  earsctéristique  issue  de  réiémeat  s*,  oif ,  jif .  Gelie 
uiuHipUcité  est  bien  à  m  dimensions,  puisque  Xp  ..'.,  x«  sont  des 
varialiles  indépendantes.  Les  raisonnements  laits  plus  baut  deviennent 
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alors  parfaitaneDt  rigoma  et  on  peal  afDrmer  ^ne  lovte  iaiégnte 
en  •jstémo  proposé  qaà  conlisDl  réMment  s^,  «f  »  pt$  M  esntisnt 
«os  niiiltiplidté  «Torirs  m,  issue  de  eelui-là. 

L*appikatMm  de  la  sBétlMMle  généiale  donne  eMors  lien  an« 
remarques  sniraoles  : 

L  —  Linléfnilion  dn  sfstème  en  infolvtion  propœé 


ramenée  à  Pintépation  du  SfSlème  d'é^nations  au  diBStentielles 
Maks  (98);  d*après  la  manijkre  même  dont  on  a  obtenu  ee  noufeau 
qalènm»  il  admel  les  inlégmles  premières 

F|  S5  #1,       •••y       Fgi  :=  Ug^ 

dont  on  peut  se  servir  pour  diminuer  de  m  unités  k  nombre  des 
fanelions  ineonnues.  Si  on  obtient  rintégnde  générale  de  ee  système 
eompMenient  intégndhio  (S),  on  aura  intégré  par  là  même  toutes  les. 
équations  (S0)^  où  n^,  •••,  m^  sont  des  oonstanles  qudoonques.  Mais 
si  on  veut  inl^rer  seulement  les  équations  proposées  (90),  on  pourra 
profiler  de  eetle  ciroonslanee  en  fiiimnt  Oissa^ss...  ssn^siO 
dans  k  transfinination  précédente.  Dans  k  css  oA  k  sjsième  propwê 
est  de  k  ferme  (IS),  les  deux  svsiémes  (90)  et  (98)  sont  équimknts; 
■m»  si  k  sjstènw  en  involution  proposé  est  queleonque,  son  inté* 
graikn  eonstito^  en  générali  un  problème  plus  simpk  qpe  eolk  du 
sfslèmo(98), 

IL  ~  Étant  donné  un  sjslème  en  involution  de  m  équations 
Hiodinfroi  pmr  rapport  mux  unrteUeop^  on  voit  faeikment  que  les 
ooefBcients  n  et  b  dans  les  équations  (KT)  et  (98)  ne  dépendent  que  de 
ty  M^9  —f  x^.  De  tout  point  (s^,  «},  ..«y  9^  il  pert  done  une  ininilé 
4o  andliplieilés  csraetérisliques,  mak  toutes  ess  multiplicilés  esraclé- 
lislifnss  ont  en  eonmiun  une  multiplieité  ponctueik  d'ordre  m  que 
Tm  efcliendiait  en  intégrant  k  sjslème  esmpMtement  intégrsbk 


dx^  iss  ml  4n^.«i- ...  •«•  aC  '^<m 
éz  8s  ¥.  dmg  ^  ...  ^  V  dm^ 


.1 


■ 

Suit  P;  cHIe  BMdlipiidlé  poMtedle;  rmIégnJt,  lie«  4tft  mvHipliciUi 
cuvelAritIffMs  Imm  du  point  (i^«  «},  ...i  xi)^  ne  cowipoMf 
MeeMdfwicBl  Al  k  mnltiplieilé  P^  «1  ik  raMcmUe  dk  tes  phM 
teof^eato.  Ged  MW  eipliqm  poorqMit  dbm  l'iiUé^ 
d'éqiiatioM  linéâiret,  M  B*a  pw  beeo»  de  tenir  coesple  dke  lenuee 
en  Pg,  ...f  ji.  dene  lee  éinetione  diMinnIiellee  des  cmdâffkCkiueB. 

Tout  efuttaie  en  uneInlkNi  de  m  egnetiene  linàûres  nJnctt  par 
conséquent,  une  iuléginle  complète  lepréfentfe  per  «  4-  1  -^  m 
reblioQ^  entre  lee  variables  c,  x^;  si  les  équations  de  ce  sjsIèaMi. 
dépendent  en  oulfo  de  tn  —  1  conslanles  arbitraires,  Miminstien 
de  ces  paramètres  conduira  à  une  équation  seni-linéaire  d  91). 

III.  —  Si  tous  les  déterminants  olit<^os  en  prenant  m  colonnes 
dons  le  tableau  (1^  sont  nub  pour  les  coocdonnées  z*,  xf^  fS  d*un 
élément,  le  théorème  fondamentol  peut  être  en  d^ftut  pour  cet 
élément.  Considérons,  par  exemple,  le  système  en  involuUon  de 
deux  équations 


dont  la  premièra  exprime  que  le  plan 

est  tancent  i  nn^  certaine  surfu»  non  dévdoppsble  Z|,  tandis  que  la 
seconde  expHme  que  le  asème  plan  f!St  tan||;ent  i  une  entra  surfiice 
non  développaMe  Z,.  Soient  P  un  plan  tangent  commun  à  ces  deux 
surfsces,  M  et  M' les  points  de  contact  et  m  un  point  du  plan- P. 
Supposons  d'abord  que  le  point  m  ne  soit  pas  situé  sur  h  droite  MIT  ; 
de  l'éléiiieDt  formé  par  le  point  m  el  le  plan  P  part  una  caradéria» 
tiqutf  de  la  première  équation,  â  savoir  la  droite  Mm;  dTun  point 
quelconcpie  m'  de  cette  droite  Mm  part  une  caractéristique  de  h 
seconde  équation,  la  droite  M' m'.  L*ensemble  des  droites  U'm* 
ferme  une  multiplicité  caraetértsltque  à  deux  dimensions,  le  plan  P 
lui-même.  Si,  an  contraire,  le  point  m  est  sur  la  droite  M  M*,  lee 
droites  mM,  m*M'  se  réduisent  toutes  à  la  droite  M  M';  la  multiplicité 
caroctéristique  se  réduit  à  une  multiplicité  à  une  dimension.  Pour 
un  point  m  pris  sur  la  droite  MM',  les  cènes  (T)  et  (T)  rdatiliaux 
deux  équations  seront  tenante  suivant  la  droite  MM*  et  on  vérifie 
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iounédiatanent  que  loas  hi  délermiiiaato  d'ordre  S  du  taUcRii 
ncteBfvUure  sont  mdt. 

La  théorie  génénk  ne  aTappiiqM  doue  pas  aux  ialégralea  ponir 
Inqtteliea  tons  laa  déterminants  d'ordre  m  du  taUean  (T)  aoni  nub. 
Vmm  les  appelleroBs  int^jfralèi  9tngnlièrt$,  nova  réaemail  de 
nMNitrer  dana  le  ehapitrd  aiii?anl  que  lea  intégralea  appela  plus 
haut  ainipilUtea  (f  M)  aatbfbnl  bien  i  cea  cooditiona.  Il  eal  à 
iwoarqner  qoe  fonte  inlégnie  ringniière  d'une  équation  du  ayatàme 
cat  une  intégrale  atngnliéra  pour  le  ayatème;  maia  It  réciproque  n'est 
pna  sraie.  Ainsi,  dans  l'exemple  de  tout  i  Pheure,  la  développable 
ctroonacrile  aux  deux  surEieea  Z|  et  Z,  est  une  intégrale  aingolfers 
pour  le  sptèoie  des  deux  équations,  sans  être  une  intégrale  singnlicra 
d'aueane  d'elles. 

Lai  recherche  des  intégrales  singulières  se  ramenant  i  une  question 
générale  di^jà  traitée,  la  redierche  des  intégrales  communes  i 
plusieurs  équations,  noos  ne  nous  y  arrêterons  paa  dsTantsge.; 
Remarqnoos  sealement  qu'en  se  bornant,  pour  tiser  les  idée«,  au 
cas  d'une  seule  équation,  lea  raisonnements  employés  dans  le  cas  de 
ims  tariaUes  prousent  que,  si  b  fonction  f  n'a  pas  élé  prise  d'une 
façon  particuiifere^  Féquation  F  s=  0  n'adm^  pas  d'une  maniera 
nermale  dlnlégrale  aingdliére. 

Ptour  traiter  oe  aiijet  plus  complélement,  il  fandrail  étudier  lea 
relations  de  contact  des  intégrales  aingulièrea  avec  lea  autrea  inté- 
gralea;  ce  point  enge  dea  discussions  très  déBcatea  que  Ton  trouvera 
le  beau  lieaaaira  de  M.  Darboux,  pour  le  caa  d'une  aeule 


M.  Sophus  Lie  a  présenté  la  théorie  générale  aoua  ime  forum 
un  peu  dinrenie^  au  moyen  d'une  notation  nouvelle  que  nous  allona 
faire  eonnailiv.  Si  dana  lea  deux  éqnaliona 

P(s,  SB^,  ^.^m^  p^ ...,  p,)  s(^     dt  —Pi  d9^ —m.  -^p^ém^^9, 

-"-^••— ".--^ -^-ar" 

fulation  P  S  0  ae  change  en  une  luhiion  heaasgtne  et  de  degré  alm 

rapport  a  P|,  •••«  1^4^ I  et  In  aacande  équation  devienl 


^1  •'*••••  ft  '*•  ■»•    ••••••  PB*!  «'**l  s»  •• 


L 


#■■1  f«ii^  ^fy^  *  *  ihif  ■»«,  €1  ft,  >^  y. 

b  pwlilliMi  éê  rJBtrfgffali—  pMvn  «Ira 
f  idatioM  Fg  s  Op  •••»  F«  s  0, 
Uwftr  OM  Mito  («  —  i)  fm  mfaie  « 
f  éqwitioM  aiMi  fs»  k  idaîÎM 

Fi  ^*i  •♦•  —  + 1^ '*•  =  •• 

LaMOfrik  moUtàm^TrnnniÊgÊ  iTétn  plut  tiMëtrifin  ttdfcfiWWl 
en  ooli«  de  tour  eomple  de  eerteinct  kilégndee  èiefpKwmellee  fil 
dkpmiaieat  aiec  la  déBsilMMi  erdineiret  eomne  in  c|lni4f%  aisal 
Me  généntrieee  peraHèles  à  Paie  des  x. 

Étant  donnée  une  relation  komogène  per  npperl  anx  p^^  lea 
équations  difBienUellee  dea  caradirûfliqiiea 
trique 

el  b  détermination  de  ces  canetériatiqnea  retienl  i  lintégialbn 
équatiena  aimnltanéee 

qui  lorment  nn  ayilènie  eoaaplet9  eomme  il  eat  a 
car  b  demièffe  équation  peut  a*éerire  [a^T]  a  0. 

Le  leelMthe  dea  intégraba  eommnnee  à 
letienl  à  Tintégralion  d*un  ayetène  en  infolution  de  b  iirme 

4  F*  ^  f<  (*t»  •••»  ^  •iM-u  •••»  ^»  F«^it  ••••F«)»  v^^  *»•§•••»•!» 
(  i«4=  ♦*(«!* ...»  »•,  ^4-1» ...»  «•)»  (k=sa  -hl,  ...tiijs 

b  déoMnatration  eat  b  même  que  cdb  qui  a  été  donnée  pina  hanL 
On  peut  aimpHAer  ee  ayelème  au  moyen  de  b  transformation  auifanle. 
Si  on  poee 


aur.  i«  -*  TnCottiB  oéiiteAU  m  lib«  853 

ItrehlM 

j»a  dx^  -f-  ..«  •^  p«  ilx»  :=  0 
demal 

Pi  éx\  '^  •••  +  fm  dxù  ssO, 

•I  lunte  paraitlièw  (F,  4»X9  m  change  idenliqiiMieiil  eo  (F^  **)^  t 
F*  «I  ^  désigMal  ee  que  deYienoeal  F  0I  ^  ptr  h  subelHulMNi 
ptécédcttte,  La  férificattoQ  directe  de  ce  Ihéeitee  B*elBnB  evesM 
difliadié;  il  apparaîtra  pitta  loin  cooune  eorollaiiv  de  la  Ihéarie 
fénénie  dea  tmafermationa  de  oonlact. 
Appiainn»  à  aeCra  afilènie  en  involntioii  la  tranaibnnatiott 

*i  ss  Wgp     •MMf     ^  SX.  x««     aiii4.i  ss  a^i  «•  4^     ...^ 
«lîfc  =  «|i  — ♦m     «^♦i^sj^^.i,     .•.,     a^ssâ^, 


j^=2f: 


eandnila  i  nn  neofean  ajaitae  em  isfoioliaii  de  b 


diaal  Mdka,  ea  en  eendiil  qoe  le  aouvean  qfalèaM  ne  centiani 
pw  pi^tf  »w«f  F^  On  enriie  daae  i  vn  afatème  en  infeinliatt  de  la 

Fi  *^  II»      •••»     Pê^^fê» 

99.  Faiaqae  tout  ifiltee  ae  raantae  i  nn  a|ilèaM  en  Inieintien 
de  enlle  fMBM»  9  anlBl  de  eamidéier  nn 


Fi  — fff     ••••     Ff^A 


•» 


es  fg»  «««f  1^  nom  nea  leMoani  nainogenea  et  m  fienMr  negin 
ée  jv»>i»  >#*f  ieHea  qna  ionlea  lea  paienihlcia 

(Fi-Ai     Fb-/i) 
idcaiifneaMnt  nnlhia»  Le  tliéoftae  ftNrfainanUI  de  Lie  ee 


su     uçMS  tum  IM  AwATiM»  Aut  «tmvtoi  MmoLtM. 

«teH lion UèêmèamÊHéèhmlUmàê  éê  iU^m  fmu ImWgMite 
ilcii  ■/ iirmn  jtfiliif  ■  Km  «fM,  Im  nvHiplidlés  «rieléfiilîfMcs  dh 
s|feilinift  Ml  isvoImImi  pfféoédbal  mbI  4itaraûftiis  nf  riBléffritMi 
4m 


SiMpoM 

w  iHlèBH  ptrtéto»  WfbBf  (jaP)  fir  mm  éfwrtioa  — i^y 

•à 

*  **  «  ^  Mt  ■^  •..  "^  Kt/k» . 

•I  rfMliinliHi  4t  flMt  4f«liM  ImIhm  iwiMl  à  «itte  d«  r 
ia  — f  .«•  i  tmriayM 

•Jî  —  *  I  «»  9»>  •'•*  V«t  «#♦•»  •••»  ».»  j^  t  •♦.»  ^— j  »•. 

de  Ifayar  |««r  ko  If  wiImhm  faiTairM  d  liMwgteB*.  1» 
m  Ml  •pfl'um  le  lUortMM  et  Lie  au  ^fiaiieM  Naèufci» 

au  ilieu  f>geeH>li  fiM  per  h  mSkfoée  êuwHê  et  lhyirO> 
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CHAPITRE  XI 


TriBtférmatioiis  da  contact  0). 


lOO*  Rtfini  les  tmitfomuiUoiit  des  Ogvres  pianei  an  des  ng«m 
daas  fetpaee,  on  a  d*abord  dliidié  eellcft  q«i  font  eorreo|ion<ire  vn 
point  à  an  poini  et  qni,  par  tuile,  o6nt  définwo  por  dos  formulo»  da 
tafiwmo 

XssA^flTf^X     T=sf(a5,y,s),      Zsx^{x,y,zy, 

«yPv  a  aiaat  ki  oooidonnéeo  d'an  point  do  k  premiàia  flfoio  at 
XyTyZ  loo  eooidonnéos  dn  point  oorreipondont  do  In  nonvdlo  figaïa. 
Noos  dénanofipnf  nno  tcOo  transfimnation  sono  lo  nom  do  InnsiNw 
nation  pmietuette.  11  est  aisé  do  roir  quo  oes  Innsformations  no. 
cbangont  pas  les  rdations  do  oontact.  En  d*aotres  lennos,  si  dons 
ooodies  ou  deux  soriâces  sont  tangentes,  il  on  sera  do  mémo  dos 
oooflios  on  des  soifiioes  IrinsliinnéQs,  ot  mèoM  la  transiNvation 
osnscfio  Vmràrt  du  oontact 

On  oonnait  dqiub  kmatemps  d*antiao  modes  do  Innsformations 
que  les  piéoédenls,  qui  jouissent  do  la  mémo  piopriClé.  T^lo  est  la 
tiantfbrmalion  par  polaires  rodpcaques.  A  lont  point  M  do  Funo  doo 
4avas  no  oona^ond  psa  un  point  déterminé  do  rantia  figura,  maie 
ko  peints  éa  pkn  pdaira  P  du  point  II  par  rapport  4  k 
diiaetrieo  dn  second  d^gré  Z.  Usk  si  fsn  oensidérsyatask 


jlinnfiiiii  m^mmiHki  4Mta^  t  tm,  9l  SI8-em;  nmie  étr 

^^^^^t^^   Ê9^^^^m    A^^^^^MM     -       M^^^^     ^2^^^^   ^^^-^^^^^^  ^^m  VA^^^«    S^m 

OBfOikSiave^Sv^^rBMHiSiiMr ir fPMOBw  or  ^^v  iosmmi  on  ennK<n 

tna-tMn» 


poialll,iui  fJÊm  t  nniil  ptr  m  fol^'  B  lanr wpiiai  mu  pli»  9  mm 
fmaU  tu  Jn  phMi  P  it.  Iwite  mrfco  tiH—i^^ii  M  —  F*"  *  •''Wt  mt 
InstftHrmte  pir  pobifit  i<d|ir>qiMi  f«i  taim  taniMte  n  m  aa 
plu  P.  Dmi  «irftnt  ta^fwittt  ie  fhi»g<Bl  àmc  mm  dcu  tnCMes 
langMlM.  Dt  mièmim^  ti  tur  la  aonaale  m  M  à  «m  màrùM  quilcoB* 
qnt  S  M  porte  um  longueur  eoutUnte  MM'  s  1,  le  point  M'  Meril 
une  eurtee  S*  pmrmOHê  à  In  pfvmière.  Le  poeilion  du  point  M'  ne 
dépend  pot  eenlement  de  le  poeîtion  du.poinl  M;  elle  dépend  emai 
de  la  dîreelioa  du  pitn  tangent  en  M  à  la  enrfeoe  S.  Maie»  ei  on 
eoneidère  deux  eurbecn  S,  S|  ta^gentee  en  M,  lee  eurfeces  ptrallélee 
leront  tangentee  en  M'  puiiqiie,  eomnie  en  lait,  lee  plent  tengente  à 
deuK  eurliMïee  perellèles  en  deux  pointa  eorreepondante  aont  perelMee. 
Il  serait  beile  de  multiplier  les  exemples.  Parmi  les  tranaformationa 
lea  plua  aimplee  joui«aant  de  le  propriété  préoédentei  on  peut  dirr 
encoin  la  Iranaformalion  dana  laquelle  on  fait  correspondre  à  un 
point  d'une  aurfaer  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaiaaée  d'un  point 
Axe  anr  le  plan  tangent  en  ee  point. 

101.  Propoaone-noiis,  d'une  maniéffa  générale,  de  trouter  toutes 
lee  tftnalMrmationa  qui  changent  deux  surfoœs  tangentee  en  deux 
SttfffiMae  tangenteai  ou  qui  eonaenrent  les  relations  de  contact.  Soient 
«9  y,  f  les  coordonnées  d*un  point  d'une  surface,  p,  q  les  coeflldento 
angulaires  du  plan  tangent  à  cette  surCMO,  X|  Y,  Z  les  coordonnées 
du  point  correspondant  de  la  aurbce  tranaformée,  P,  Q  les  ooefliciente 
angulaires  du  plan  tengent  à  cette  nouvelle  surbce.  Il  est  clair  que 
X,  V,  I|  P,  Q  ne  doivent  dépendre  que  de  x,  y,  t»  p>  f  ;  !«•  formulée 
de  transformation  auront  donc  la  forme  suivante  : 


X==A(«»»»«»Pt«)»   ï=/s(Ay»»fFtt)i   K»A<«»V»<fPif)t 


Une  pereBle  transformation  fait  correepondre  un  élément  à  un 
élément,  aaaie  elte  ne  conserve  pae  nécessairement  le  contact.  Si  It 
point  («1  y»  s)  décrit  une  surface  S,  p  et  f  étant  les  coelllciente 
nngulain«  du  plan  tengent  à  cette  eurfbce,  le  point  X,  Y,  Z  déerim 
nne  autre  surbce  S'  et  il  faudra  que  P  et  Q  eoient  les  coefBdento 
angulaires  du  plan  tengent  à  cette  nouvelle  surbee,  ee  qui  n^aum 
évidemment  pee  lieu  ai  les  fonctions  f  et  f  sont  queloanques.  Pour 
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fM  M  toii  ainsi»  il  lluidni  que  Pon  aii 
ks  Uk  que  Ton  a 


«tyCMBine  la  premièra  eipresskm  est  ooe  feodion  linéaire  de  dXf 
diff  dt^  dpf  4«,  eed  ne  poarra  avoir  lien  que  si  on  a  îdentiquemenl 

rfZ^PdX  — Q  ilTss  A  (ds—pd«  — 9  ily)^ 

f  étant  une  fonction  qnekonqoe  de  x^  y»  Syji»  q»  neoonienanlpat  les 
différentielles. 

Plus  génènlecDent»  étant  données  (2n  -H  1)  YsrMbles  s,  «g»  *•.«  x^ 
Pîf  — »  P«  ^  ^^  système  de  (Sn  «^  1)  fonctions  Z,  X,»  •••»  X.» 
Ptf  — »  Pa  ^  ces  variables^  on  dira  qne  In  InasfisnnalMMi 

s'ssZ,     «î  =  Xb     p;  =  Ph         (l,fc=sl,2,...,n), 

.estnne  frons/brmalion  ds  eonlocf,  si  les  fmctioiis  Z,  X|,  Pt  satisfont 
identiquement  à  une  rehtton  do  la  forme 


dZ  —  P|  dXj  —  ..•  —  P.  dX,  ss  p  (ds  —  p^  daP,  — ...  — l»,dx.), 

p  étant  une  fonction  quelconque  de  s,  x^^ ...»  x.,  Pi»  •*.,  p..  Une 
transformation  de  dette  natnra  change  une  multiplicité  M  en  une 
entra  multiplicité  M,  mais  fl  dut  ramaïquer  que  la  multiplieité  trans- 
braïAe  ne  sera  pas  nécessairement  de  mémo  nature  que  la  multiplicité 
donnée.  Ainsi^  une  telle  transiormalion  pourra  ftire  correspondra  à 
reasemUe  d*une  surfiiee  et  de  ses  plans  tangents  l'ensemble  d'une 
eourbe  et  de  ses  plans  tangents.  Par  exemple^  la  transformai  ion  par 
polains  léciproques  appliquée  i  une  surfine  développaUe  donne  une 
esudbe  et,  appliquée  i  un  plan,  donne  un  point  Remaïquons  dés 
nmiBlananl  qne^  si  on  a  deux  multiplicités  M;  formées  de  deux 
eeuftss  et  de  leura  plans  tangents,  pour  que  ces  deux  muHipiidtée 
aisQl  un  éMment  esmmun,  O  faut  et  il  suffit  que  les  courbes  aieot 
•n  psini  esmmun, ,  Si  donc  une  transfiwination  de  contact  diange 

#•  dsn  esnibes  qui  se  coupent  et  iaveraeinent. 
n  «rtéWrfM  In  transfcnnation  interse  d'une  transfermatisa  de 


tn      LBCOKH  Mft  UM  ÈmmMê  Ain  MHIVttS  ^AaTlfiLU;iW 

« 

ciMit«et  «il  UM  IrrauftiriMliM  dt  «Mtod.isl  que  h  iailt  db  4iui 
lniii«lbnMUM4  dkiMilMl  imI  Mcort  miii  nmnalhnaMiiH  4«  coMMl; 
cm  tiiAsroniléikMit  furiMiiit  4om  ma  gr^Hft. 

IM.  Mottii  iOittKiM  ibMM  coAiliiilt,  poar  drlârmlnar  lotlet  «et 
IramiftirûiâlMifM,  à  rAioudrc  réqiMlioo  «uk  didttivttlMliA  MaIm 

uù  X,  \|,  P«»  p  Mil  ë««  fuMlloM  à  dUtoraiiMr  dt*  S»  4*  1  mtffak 
bli*»  :»  ;r;,  p^  CoCto  dqniUoB  inNit  wMkîn  qa*ii  doil  «iJator  iv  mtoim 
iiiM  Malioti  MlM  Im  variabk»  Z|  X|,  s,  «Ci,  contaiiaiil  Z  «I  t.  8«pp#> 
tOMét  ^r  imiMhv  hi  oat  ««inénil,  qu^il  tiUle  li  mIsUmm  dittinelM 
ttttm  tfin»  lâriibluv  «1 A  «eutoiiiriit 

(3)  î    (I  «  1,  «,..•,  n); 

PéfMUoa  (9)  devra  être  «M  ooakéquMcc  dit  dqiifttfeiit 

fl'fitt4<4ira  qu'on  devra  pouvoir  trauvor  h  cooflleitiiU  X|'»  ••*,  l^  lob 
qiio  Ton  oit  idoDliquenieul 

ilZ  —  P|  4Xt^ ...  —  P«  dX»  —  p  (dx  —  I».  cfjf|  — ...  — n.  dl«J 

s:  X|  d4»|  -tf  •••  4-  )i«  d^ 

CSod  ootralno  lot  égalitéo  luivoAlo^  ; 


Loo  é^éWOê  (3)el  (i>  iont  au  nombre  doSn  i-t4-fcot»on  ffnénil, 
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d«  »  4*  Ik  -#•  i  4fMlioiis  q«i  se  cMtitaaeat  fM  Z»  Z^»  ••.9  X^., 
\f  •••«  V  Ob  ttren  de  M  les  faleart  d«  Zy  X|,  •••»  X.»  Xg,  •••9 1^  ^ 
es  purUBl  cef  nhmn  ém»  Im  aoln»  équaboat,  m  nirm  les  tralMit 

Jl  ■*  j  aw^*U  #UipCioa  qiM  ri  leb  é4iialkNM  (5)  étmol  in^^ 
M  iMomfatlMct.  On  voit  immédialMieiil  ffm  cet  éqmUom  m 
ptiiiwl  étrt  tnJMcmiaéai,  mais  il  poomit  arritvr  ^*éllM  fimeat 
imunipuIMai;  cda  arrivieraii  si  oa  pmnail  éiimiiMr  Z|  Xi»  >t  ^*t^ 
cet  4(iialioM  il  M  oMIandrijl  une  nliliini  iê  h  IbriM 

Cm  en  eieêpIiotMl  iearté,  «m  toil  fM  les  ëquattoot  (8)  défliii«eiii 
complètenMtt  um  timnsfonBatâon  àê  conted.  GoouDa  le  Mmbra  h 
pcot  prendre  les  vtlavf»  i^  S,  ...^  n  4-  i»  on  néti  ^en  «0m 
(n  4-  1)  ealéferlee  dn  limaafbnaattone  à  t^màitm.  Thm  In  cae 
limiCe  ni  Ik  an  1»  4*  I9  ka  idationa  (B)  dilarniinent  complèlBnwnl 
X»  Xg9  .^  Xm  ni  an  n  nnn  tmnehenialian  ponelneiln.  Un  nnlm  cas 
liniiin  Irda  Ininartant  aei  oalnl  a*  >  1  ■  1  On  a  alun  nna  aanJa  lalÉlian 
#ttlM  lae  mniHHaa  Z|  Xn  Sf  s^ 

rf*.  =  0. 


.-•• 


é^t    é^t    iîï  "  li? 

7i     jrjti     4t     49, 


M  liftn  Z,  X{  dM  équalioM 

à  noêiu  qu'on  ue  {Miitie  éliminer  Z,  Xg  entin  ein  éqiilioiit  M  ^ktmkt 
IHM  inialioii  dtt  k  Carine 

Ibis  alors  les  équalioni  précédentes  monlf^  que  b  raUtiea  4^  fss  0^ 
où  en  considère  Z  et  X^  comme  des  eonslanles»  donnerail  npe  inlé* 
fraie  de  réquation  f  ss  0.  Donc,  ponr  que  la  fimelîon  f ^  fbnmisse 
une  tftnsformalbn  de  eontad,  il  Iknt  el  il  snlCI  que  la  relation  4i  s:  Oy 
oA  on  eonaidére  Z  el  X«  eoeune  des  constantes  atliilrsirss,  ne  définisse 
pas  nne  intégrale  à  n  -*-  1  constaules  d'une  équation  am  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  Cest  ce  qui  aura  lieu,  en  général» 
puisque  cette  fonction  4^|  contient  (n  + 1)  constantes. 

EuDiPue.  —  Plrenons  les  relations 

Xja4.i  ss  âTfi^iy       ...y      X«  :s  S^t   • 

Z  —  S  -h  \x^  4*  •••  H-  X|i«fi  s:  0; 
on  denm  avoir 

dZ  —  P|  dXg  — ...  —  P^  rfX,  —  p  [dz  —  p^  dT^  — ...  —  ji,  rf«J 
s=:  X  [dZ  —  ds  -f-  X|  dx^  -f-  x^  d\  —  •••  4-  X|i  d:ep  -f-  ^-*^fà 
-♦•  Xf^i  [clXfi^i  —  dx^^i]  -h  ..•  «I-  X»  [dX,  —  d«J, 

on  foit  de  snlle  que  Kon  a 

X^i.     pal, 

P|  as  —  x„       ...»      P|i  =s  —  Xpt       X|  ss  P|,       •••,       X|i  =  JP|H 
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cl,|iirimfe, 

2  ss  » — Pi«i  —  •••  —  J^«iN 

Mot»  relrouvoDS  use  trtnsforniatkm  que  ooai  afont  d^à  6mplo]ée 
flofticun  foi*  el  qui  oomprend,  eomine  cas  ptrlienlMn,  h  hnauÊot^ 
motion  de  Legeadn  d  h  tmMfomMlioo  d^Ampèrs  qw  Teo  vem 
plus  Mo. 

103.  OtmààimoM,  «t  pertienlier,  le  cw  de  tms  fariablee  m^  $f  t. 
IkiM  ce  CMy  9  y  eue  trois  disses  de  tnnsfomielieas  de  eoBted, 
eaifttil  qtt*ett  établit  1, 3  on  3  relattoDS  entre  «^  y,  s»  X»  T»  Z.  Le 
cas  de  Irais  rehtîoiis  eondait  aux  iFsasibniialioiis  pondiidks. 

SappeesM  qa*ea  parle d^oneseole relalioa entre «^  y,  s,  X,  Y, Z, 

«^X,T,Z,a^y,s)sO. 

Il  Cmdn  adyoiodre  i  cette  équation,  pour  déterminer  l^lpZ,  P^ 
Q  et  p«  les  éqnations  suivantes  : 

;rz'^*5x-®'  éi^^ài^^' 

'i»z*î7~^- 

La  IrmsfMrmalkm  est  esmplUeinent  définie  si  en  se  donne  la  relation 
4p  s=  0,  appdée  par  PlQcker  tfguaften  âireelrlee;  X^  T,  Z  seront 
doaaées  per  les  formules 


(A)       ♦«0,   ^-Hi^Sf-o,   JJ  +  ,J|=a. 

La  transformation  ainsi  obtenue  peut  être  inlarprilée  géométrique- 
comme  fl  suit.  Si  on  considère,  dans  réqoaiion  4»  s  0,  X*  T,  Z 
des  conslantesi  cette  équationt  oft  gg,  y ,  s  sont  les  ceordennéee 
ffiptésenle  une  certaine  snrfooe  Z.  De  aséme,  si  dans 

lupiliBli  «M  NrfhM  r.  A  limt  fébA  X, T, I^ r«|MliM  ^«9 
Iril  «Me  BiiiMfwiiii  M»  «uftM  Z  «t  à  loal  paial  «^  f ,  •  «m 


98t     LCço:(s  fttu  uct  tQOJ^Tidxs  aux  vtmin  ^AnricuJEi. 

suriM»  2%  Cela  |KMè,  iiJKJiMMW  ^pM  ks  puîAi  (x,  y,^)  4tefiii  mm 
sorlâifle  S;  k  Mfflwt  coirMpwiimto  9  éietile  fir  le  patal  X»  T,  Z 
lera  dùonto  pur.lc»  fanMdM  (A)  fui  CTfriMMaqMS'  ft  riMli|ipii 
d««  mirffMM  S' i^laltvM  au  iKvm»  pointai  4e  S,  D  Ml  iieé  de  eoir 
que  réqmlloa  (A)  expriMe  âMiu  que  S*  eit  le  liai  àf  poiste  X»  T»  Z 
Icis  qne  le  eiirfSvse  Z  corrMpoiiihuite  koîI  lençettle  à  S.  Cm  pfepridlée 
sont  évMentes  pear  le  tnmsToriiutkMi  per  poteiiee  rédpreqiiee. 

KscMMX  I.  —  Suit 

«sXà  +  Vy  —  Z  — tcsO; 

et,  par  euile, 

e'e«l  le  tren^fermetioii  de  Legcndre. 

Pltt%  g^inénlemeet,  euppoeene  qm  le  llMdiw  f  eeil  bili>ëeire> 
«le  feçoa  que  le»  eurleoM  Z  el  ff  ioieat  dM  pieae, 

4sX(M-f  »tf  >es4-d)H*  Y(«'«H.»>4-e^e^#) 

-•-  Z(a*«  ^  t'y  H-  eTe  ^  ^  — («,  ^  ^y  h-  ^e  -«-l)sa 

ElbelaeDe  d'ekerd  le  tgaaefarmetiea  iMMegrephiqae 


•  • 

«,3S 

•a:  -f* 

ty^ce^-d 

\ 

«OB  -h 

*y  +  Y*  +  »' 

1^1  = 

a'9s  -h 
zx  -1- 

1 

• 

«1  = 

py  -h  T»  ^-  a 

alMsItItnM 

f  pfaodia 

X9«  4- Tyg -h  Zfi  ~  1  ss  0. 

Lefaque  le  point  (x,  y,  s)  décrtt  une  eurbee  8p  la  peial  {»^  Vi»  fg) 
déeril  aae  eiirihoe  S|  lioaiovrepiifciiie  à  *t  piaaillre.  VeUleurt, 
réqaetioa 

Xxg  -h  Yyg  •«-  Zii  «*  1  s  0 
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WftémfÊÊB  le  phQ  polair»  dhi  pDnil(jB|^  Vit'i)  ptrnpport  à  la •phèr». 

L^fuelappe  de  2*  est  donc  h  trmfiMrmée  par  polaires  récipwwpwi 
deS^  par  rapport  i  eello  ^hkau  Os  oondiildo  là  fno,  qvaiid  f  osl 
Mhiéaira,  la  IraMlbniialMHi  oil  dfoifalenla  à  «so  tnuialiofm  lias 
hauMni  aphiqua  aahia  dTana  tranafaranatioa  par  polalfea  rtflipwt|<ai. 

■iBiru  IL  «-*  Soit 

•  •  • 

^  s  (X —  «)•-«•  (T -.  f/  I- (Z  -  s)l*  ~  R*  s  0. 
n  firat  hd  •4«M(«  1m  Niatf OM 


Zss± 


Rv  Ra 

aRaat  la  InuMftirmatioB  par  laqudlo  on  paaaa  d*iiiie  anrfcn  à  usa 
tttrfaoa  paraDUt»  oa  dilateHoit.  Laa  aarftces  S  eC2'  aouldeaiphêrea* 
de  rajoii  R  afasl  nqieelifeaaest  pour  oeairet  le  pSnt  (X«  V,  Z)  et 
lepeiiit(«^f,f>. 

IlL  ~  Ee  pwat 


nliettfe  la  InfnlbnMliott  par  la^wlla  en  paiae  dT we  anrtJMT  à 
pelaira  felatiteaMat  i  Fer^iiiiie.  La  auftce  S  ert  u  phm  et  la 
Z'meapUra. 


lOft.  SdppaaoM  nabtaHuit  (pTS  esiale  de«s  idalioMeBlra  X,  T» 


• 

H  tuidfi  Imr  tjlMiadvt  les  éMAlioM 


-».'^' 

.p. 

^1  <**• 

-«=».'5^ 

*x$î 

» 

1 

• 

fp 

-1  '»♦. 

^'^- 

B  Ml  aisé  de  tirer  dee  Uroi»  d«rnîèrM  éqiulioiie  une  rehlies 
coaleunt  plo&  p,  \  tt\i  en  éliminant  ^  on  a,  en  effet, 


«oaiaM  X(  «t  X,  ne  peuvttut  Mn  Mils  &  U  ht»,  d'après  b  pwiiw 
des  nIatHNU  écrilm  plus  baut»  «n  M  eondut  b  iMNiv«ne  jqiuliM 


▲  s 


âx      ^  é%       à*  àx    \ 


=  0, 


f  ni,  jointe  eux  équations 

♦.  =  Q,     «,=:0, 

fermettn  de  délMmiiner  X,  Y,  Z. 

On  peut  encore  donner  de  ces  équations  une  inler|urélatien 
trique*  Ckmsidérons,  dans  les  équations  <^|  =s  0,  ^  ss  0,  X,  Y»  Z 
comme  des  eonsf antc's  et  x,  y ,  r  comme  des  coordonnées  couranlea.  Gea 
équations  défiitiii'nt  une  certaine  courbe  G,  Heu  du  point  (x^  y,  «)•  En 
d'autres  ternies,  eus  équationa  font  correspondre  à  tout  point  (X^  Y,  Z) 
une  oourhe  G,  et  de  même,  à  tout  point  (ar,  y,  t)  correspond  une 
oiurbeG'  représentée  parles  mêmes  équations  où  on  regarde  X,  Y«  Z 
comme  les  coordonnées  courantes.  Lors(|u«t  le  point  («,  y,  s)  décrit 
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«M  MurflM  8»  lei  Courbet  C  Triatites  aux  dhrart  points  da  S  fafliMt 
«M  ooagnMoee.  VépoÛon  A sO  dMennîM  la  «hv/Smo /beola  dU 
cillo  congnieiiee^wrfteo  qûeiih  tfanifiMnDée  S' de  «la  awliMeS. 
Oa  nommait  awri  ipa  S*  ail  le  Hoa  des  poinla  X,  Y,  Z  ieb  qw 
lai  ooarbei  C  corroapeodaalee  aoieal  taageniai  i  la  awboe  8. 
Bbv  aaair  laa  liaiiafonnatkma  les  piua  riaipliiB  de  eéNe  aipèoa»  fl 
natairi  de  aupaaer  qae  ks  coariMi  G  et  (7  aant  daa  dieilaa. 


EnwuL  — Soi! 


ctt  par  aiiiie, 

Xasji,      ÎŒIff     2=s»  — p«. 
fiftdoriiaftCqM 
rfs  ^  «  tfji  — j»  il«  —  P  4ji  — >  Q  dy  as  ils  — p  djB  -»  f  4y, 


Ps  — c,     Qasf. 


Oa  •  aiiMi  la  tnaafimBatioQ  couia  aovt  le  mm  de  ImmfemMrtîdn 

EamîM  S.  —  M.  Lie  a  donné  on  caifn  eiemple  lemarimUe 
eA  laaeonribeaC  el(7  aont  doa  drailoap  en  partant  dea  deax  rda* 


f«  ss  X  -1*  <Y  4-  s  -1*  «Z  asO, 

Atont  peint  (X»  Y»  Z)eerrM|Wnd  nne  droite  appartenantànneopipleae 
linéaire  et  A  tont  point  (n»  y»  ')  nne  droite  ifâ  renoontra  le  eerob 
iaaayinaira  de  HnOni. 
CÎknlona  A;  en  traite 

AsZ4«p~f  (X-^iY)naO; 


9IB    iJDptM  mm  vm  é^ànoam  àra  Démrfn  ^àmojja, 
0»  tilt  Jt  là  ■hiwMil  tm  fcwmlM  —h—toi  ; 


\ 

i 


X-l-lYs 


f — « 

2  =  1!^- 


X-<Y 


f 


g  —  * 


îi:zi.    Q«_ 


f» 


f +  • 


i'iiae  bcM  pl«*  friÔM»  bit  «orrMposdre  aa  qfattaM  Joufalt—l 
biliai  d'èlé—to  ferne*  «Tua  pmnt  d'ua*  draite  et  d'as  pUa 
jpur  «etto  droite  le  cyetéoie  doublement  indal  d*«SKaiettt* 
par  ua  poiat  d'uae  «phèn  et  le  plaa  tangeal  en  ce  poiat  Seieat,  •■ 
eSfity 

^  ma  -«-ky  •«-«$  •l'cl  sO, 

(  •'«•«- k'y -I- ys  •f^CsO 

lee  dquetfeae  d*aae  draite.  La  traaaibnale  «et  le  Uea 
X,  Y,  Z  tel*  que  la  eourke  C  ceireapuadaate  roMoatra 
e'eat  doae  la  aurfMe  qui  a  pou^  éqoatioa 


•      h 

e 

â 

•'        V 

^ 

* 

z       • 

i 

X  +  <Y 

X  — IT    1 

0 

—  z 

cfirtèdiw  ttM  sphère,  comnii  il  cti  aiaé  de.lt  toir  «i  iiiiloppMit 
h  détenoiMftt.  â  deux  droites  qui  se  oonpenl,  eetls  transCBriMliett 
flût  eomspowlre  deux  spkèies  tangentes.  Aux  taageAtes  as|niipA»» 
lifues  d*iiiie  SQffsoe  queloMiqiie  S  eerrespondettl  les  êflAtm  etcnto 
Irteet  0)  de  le  tamsTorniée  S'  et  aux  U^nes  «ymplolijnes  de  S  lee 
ligfiet  de  eeiirkire  de  la  transformée  S'  (*)• 


(•>  ie«iMrtacttlMMitBlrttuMf»iAlVtMil4)l««tfslifr<ffflMt9«tln4t«i 
•ai  ■  è  H  eovrto  iiakn«ct!M  iMl  «Nifottdats.  iM  iphèfVi  «M^UiUfioit  à  «M  swfMi  M  «^ 
poiailiaoBtlrtéftiixsyliteislMCMilMMlIqiiiMil  pmt  ctaliit  Ictciitrts  <•  CMtfteft 

Miâd^MX» 

(S)  PMr  H»^  «éUlbMr cMt  ImportMls  InMftnMtte,  vtir  le  MMlfS  é^  cMé  Se 


ctikp.  xr.  -^  Tiuuc«roiuc4Tioxt  m  odutact.  187 

EuMMiB  HL  —  Soieal 

«.  =  X*  +  r  +  Z«-<c*  +  y«  -I-  O^O, 
4b  =^  Z« -«- Yy -h  Zs  s  0; 

\m  CMriMi  CMC  tonl  alon  des  eerdes*  On  t 

A  s  Z  (jty  -.  f  x)  -f-  X  (y  -h  qt)  —  Y  («  4-  pi)  »  0^ 

Gslta  éqmUoii  A  =s  0  reprtente  on  plao  qui  passe  par  la  droite  ON 
si  par  la  normale  XN  à  la  surfila  en  M.  On  coiichil  de  là  la  oons- 
iradion  sohante  dn  point  m  oarrsspondani  an  poini  M  :  dans  le 
plan  pasKsnl  par  OM  el  la  normale  UN  à  la  soiteSt  on  mène  la 
pctpendicnlairp  Om  i  OM  snr  laquelle  on  prend  nna  kngaenr 
Om  =1  OM*  GTesl  la  transfennaUMi  dite  qpsidate^  qni  permel  do 
passer  de  Pellipsoldo  à  la  surCMO  des  ondes.  Les  fonetions  4^|  et  ^ 
étent  sjméfriqnes  en  x,  y,  sol  X,  Y»  Z,  oo  on  oondni  qi*^     .  Uan^ 

a 

forroatton  osi  idoipnMino. 

106.  Les  paragraplies  prieêdento  oonllonnent  la  détermination» 
sons  forme  finie,  do  toutes  les  transformations  do  eontact  Mais  on 
peut  ao  proposer  snr  ees  transCnrmatioos  bien  d'antres  problèmes. 
Pur  oemplo»  étent  donnée  nno  Ibneliott  Z  des  Su  -4- 1  variables  s» 
nsi,  p«y  on  pont  ao  denuinder  s*î1  oiiste  d*antres  fenctioiis  X|,  P*  telles 
qno  tes  formules 

s'ssZ»      srfaX,,      ji;  =  P, 

défittiosoni  une  transformation  do  oontaet  La  solution  do  œtte 
qusBlMMi  ol  de  bien  d*autras  anabinies  se  déduit  sans  diflieuné  des 
auifanto  qui  sont  fondamentaux  dans  œtte  Ibéorio. 


TWnsiftmi  (f).  —  fisfoni  Z,  X|»  PaSh  4-  i  /teiefions  d^  Su  +  1 
*f  ^  Ai  ^^^  ^  di/férentleUeê  véri(lmU  MsnKguomonl 


PI  Si  en  ssfiHi  snew  li  ftlirt»  s*s^**  ^v  é^iaWwn  ees  êbMt$  fatMÊm  Se 

MiMir  Mi  tmmÊÊA,  Ce  tfftl,  «•  nsmttM  iH  m 


S  MMlH 

«SU  il  m 


•ie,%,,A,Obsmiéit  iiiilmsi  ^ortemsiM,  tsUiliiSt  li  mÊtUm  ê^^p^és^ 
— Jb#Jb«iOifir 


j 


Sn     UÇOXi  MIA  UBi  iQMVIilCt  An  9tU9tm  MMUeUM. 

fa 


(8)  «E— P.4X,— ...-*P.4X.Bp(49--A4l^-^...*^<«k)b 

<»6  p  «il  «me  fon/tUên  dm  rmrUUsê  z^  «i,  ji^,  fui  ii*«sC  p«s  milk  •* 
e«»  Su  -h  i  foiuiipm  aofU  iiuU|peiu<aiilei  et  MÏiis^teiil  «au;  «-«falJMe 

[X^X*1«0;  IZ.X,1:=0,  [X«PJaO, 

CX^PJ=-p,      P^PJ^-pPo      [PoPJ=««. 


lioM  fl,  1<J  «  i^  IS4,  X*)  s  •  MfMt  Mm  é8s  conA^MMM  te  frécMmlM»  ce  4Mi  •• 
fdir  lif  §—  il  <••  rf^dwti  tout  iteHif»wirt  ■»&,  ylt^iHt  ■• 
^  êm*  »'«■  Mlrt  fMé,  ift  raUtkM  «6»  pMl  irécifra 


•à«».-^««M«llMBtafei«i«l;.^8.isfeieéiteHBftctfftaia  «rdie.  Celle  Uealllétrt^a 
qp»  li  firaaiièr*.  attlfl  Ih  twrtioni  I,  &|«  .^  !«  smI  rcuii*Uc«M  fur 


Sata»  pt«r  wvlr  li  niiw  tf»  cncM  1X4  VJ  liriMMli  ftltflfli  fil  ««1  li  lH«i 


•itatfiitliaalM  «MviM  «Mfli  éi  «iriiiliiâ,|^-|,f.^|.  CoMN  l^lgifflbfMiH^ 

IliftiMt  iii#^^i,  jr^^i  M  tan,  4*iprHc«4al  ftitkéê 

0«ftalMlli»«ilMrt49lM*lnerMlk«la.  Il  M  mli  plw  %m%  font  «air  ^  IH  ta^i 
Itonctioit  X,  I4  r^  aoil  l«l«^pciidtalet.  SMffMtoit  o'mi  il(  mm  itMiMi  4i  li 


P|  ■■  ^  |X»  X|«  •••«  X«»  F||»  Mat  Ta)» 

••  teffilt  iffilr  f^i,  X,l  af  al  te  rtiitlMftir#c«iiilttt«tfMiilMi«MtelM  |^««  ttl  w€l 


CKA#.  11.  ^  TiUNtronvATioifs  »c  oo:itâcr.  9BB 

M.  Lia  a  dediiîi  ce  Ihéorème  de'  la  théorie  «lu  problème  de  Pfoi; 
MX.  Hajer  et  Darboux  ont  donné  ensuite  des  déoKNMlfatMNia  dmeles. 
La  démonstration  snivante  est  celle  de  M.  Darbonz* 

Uéqnatkm  (B)  peut  èlre  remplacée  par  les  Su  4-  1  équations 


m  îl-gp.§'= 


et 


<»  '"-|''ii=-">- 


àx. 


Employons  toujours  la  nolalion 

JL  —  JL  L 


w  ê-2'.S=». 


on  ponm  alors  rsmplaesr  les  relatîona  (8)  par  les  luhtions 

ébiennes  en  éliminant  p  entre  les  équations  (7)  et  (fl)»  Sott  •  une 
faietion  quelconque  de  s,  «^  p»»  m  supposant  que  les  dilHiuntisllsi 
il«it  rfs  ssient  liées  par  la  ndation 

ils  s  ji|  if«|  -f- ..«  -I-  p^  dz^ 


(au  dn\  du  du 


AppHqmms  eelte  fcnnule  an  fendions  X|  et  P«.  Nous  aurons 


i|u«  U  prtoiiêr;  00  âiira  d**biiril 

)Z  -  P»  IX,  - ...  —  P.  IX.  a  r  (If  -  fi.  I*,  -  ...   -  p^  %m^ 

Moienlsi  il  vknl 


iliZ  -  illî,  IX,  -  ...  -  rfP.  ÎX.  -  P,  illX,  -  ...  —  P.4I3C, 

s=  «ip  (If  — /i,  |X|  ••...— j»«  2x.) 
'^f\dlt^  •'l'i«»i  — .  ••  -rfAl«b— Pi^J'i  -  •..  — Pa4»»«  (• 

Suppoiûii*  l«M\î<Mirs  ^M  Tm  ail 

pamiiÉlMM  lea  diffiftreiilWlit  é  H  l  ààtm  la  firfatîM  prtnMinia  H 
ivliaociiuiiii  Iti  dauic  ivlatioiii  dûuai  oMmuopi;  il  vi#iHlrai  m  i^omt» 
quant  qiia  kia  opératiMa  «Il  ai  14  mmk  Aitiivalantai, 

éX,  IP|  ^  4P,  l.\,  >  ...  .«  <iX.  IP.  -  IIP.  IX. 

-  =  f  i^^t  ^Pi  —  4i»,  U|  •♦• ...  -4.  dM.  Ip«  —  4p.  1^.). 


Êeiifona  qiia  eHta  JarAiIrt  calaUas  a  liau,  qiiala  qiia  aolaoi  las 
aeeroiwioiiiaiita  |jr„  );«,»  ap«^  y  Afair  ramplactf  iPit  IX«'par  laim 
valeurs  Utim  dea  éiuatlana  (11)  aA  oo  aurail  raiiiplaeé  4  par  9;  U 
vîaiidra 

-'".=ii:«.-»:".-*i5«-î^'' 

LaM  deui  ayaièmaa  d'^iualkmt  (11)  al  (19)  dotiant  lira  dquivalanlp} 
al  on  raa(i|»laeip  dana  la  ayalèma  (19)  4X41 4P4  par  laora  nlaura  Urt«a 
da  (11),  on  doit  aboutir  à  daa  idaoUtda.  On  on  conduit  d*wipfte  un 
thdoiimâ  bien  cuonu  aur  Ica  subatituliona  liiiéairea,  qua  ai  A  déaiinao 
la  d^Uinnioant  de«  coerHcienta  «la  dx^.  Jpg  dana  laa  équatiima  (11) 
tt  A'  calui  daa  cocrOdanii  da  d\^  at  dP^  dana  Ira  ëquaiiona  <I2> 


Or, 


ca*r.  st.  —  TauwroMiAtKMis  k  oMtàa» 


SH 


As 


44^         ds,    dpt         êp. 


4'=4: 


1 

r 


ap^ 


»  •••»  ^—  I 


ax. 


-z — =»  •••> 


*p. 


4P,         «IP.        «fX, 
rfx»         ilx.         llXii 


•••! 


M  foil  tMitaBMl  fM  k  Meaod  déterminant  le  ranièM 


.•=^. 


«M 


Fw 


tenant  le  déterminant  (bodionnei  de  Z^  Xit  P« 

I"\«»  A|%  •••)    A^y  "jf  .•••  I%l 

'^  (*»  **ff  •••?  *•!  F»f  •••♦  P») 


àZ     àZ  âZ     àZ.        àZ 


i« 


àHt   4X, 


àp. 
àX, 


àx^    dp^         dp. 


«m  éiémentii  de  le  deiixiéme  -celonne  cens  de  la  |n^wntti^ 
par  p0  ele«**y  anx  ttémenta  de  li^  (ii  -f  if  eeua  dé  la 


A        I 


upoM  Mm  uei  CaoâiNm  âm  «tanrta  PAfttiajui. 

*  •  *  _ 

miUipliét  par  ji»;  •■  UwM 


àt    éZ  âZ    êZ         et 

éXt    éX.        éX,   êX,        êX. 

as    d#,  rf»,    ^p,  rfp. 


Eafla*  i({oaton»  à  b  pneiniira  ligM  Im  élteMMU  dk  I» 
■ittlUplUt  p*r  —  P,,  clc..,  esm  <•  la  (»  •«-  !)•  mallipUét  pw 
il  viaat,  «•  teaaal  compta  des  raUlloas  (7),  (9)  et  (10), 


"^m 


l8 


....  : 
i»î  : 


•••» 


(^    0>    -M    0 


ë*pù 


I  s  ±  ^♦•, 


GonuM  ^  Mt  diffiértnt  d«  0» 
d«  f.  ûi  iMGliaiu  Z,  X<t  Pa 
ritoodM  Itt  équation» 


Ml  tA  emieliil  qu*U  M  mI  4t 


»•=•/.     ^'«X^     PÎ«Pi^ 

^  rapport  i  f,  xo  Pâ- 

Pour  dénoatror  la  «acMdo  pariia  au  Ihterèmti  waiplafaaa» 
la  foroMilo  générale 


du 
du  s  -7—  dx. 


du    .  au  ^ 

d*.  dji|      • 


••• 


<#.. 


il«,» ...,  tfxa,  ép^, ...,  tf^  ptr  lean  valeofs  lirtMdM  ferau|i«<lS), 
Uviflul: 

p  4m  s  (P„  «1 4X| .(. ...  .*.  [P.,  m]  ilX. 

-(X.,ii]«IP,-...^lX^iil4P^ 


OfiP,  SI.  -»  TIUWFUIUUTIOXS  MS  flOlCTACr.  S13 

Si  on  ronplaoe  »,  dam  celte  fonnidet  siioee!»hp«nieiit  par  Xi»  P|  d  Z, 
caéerifMrtqw  les  eoeflkiMte  de  dX«ei  tfiSoaLaiib  {HÛaqoecce. 
fuentiléi  eonl  aiMniieiy  d*iqpree  les  fimnales  (19$»  ci  en  temnit 

ilZ  SB  P^  flX|  +  ...  4-  p.  dX^ 

m 

9m  InNive  fiëeisiiiietti  les  rrietioiis  qa?il  s*âgMsail  d*éCaUir 

fx^xj^o,    p;x,i=o,    [P^pj=:o/ 

tX.^PJ  =  -.p,      lZ,PJ«-pP.,     [X|,P*1»«»     (i^»>. 

Jl  ivsferaily  pour  eomplëlar  ces  rebtiiHM,  à  eâlciiler  les  eroebels 

[?tZ],      lp,X],     [p,PJ; 

c^esl  es  qui  se  fSiil  Ms  aiséniefit  en  eppliqQânl  b  finminle  généfélt 
4e)h]er 

à  lf«^  des  tondions  Z,  X^ ,  P^  On  Iranve  sinsi  (i) 

KM.  Meiproquemtnî,  Mani  donném  (n  -^  1^  foneîhin  «fMinefai 
Z^  Xff  «««^  X,  rfft  on^faHcs  r^  9C|«  p^  PéféfittiU  t0t  retofisnt 

nu  yenf  fen/Mr»  immverp  H  d'mne  seiifo  nianiiiv,  n  fm%cUonê 
Pg9  P^  •••»  P«  40i  m^me»  ««HeUet,  felfes  que  Fen  «M 

tfZ~P|rfX|~.M--P.rfX.âp(4r~ji«drX|-*...^^.rfiO. 

Konsnllsne  nmilctr,  i  cel  ellUi  que  lesSntff|nslions(V)el(IO) 


^ 

\ 


,mm^m 


fi|  €m  ImHda  tMl  éHi  à  n.  liiWs&  iMkim  ém  tHmn  ainiflisi»  i  tu 


«mt  compitaihi  el  pMVMl  Mm  fHahm  par  Apport  i  Pu 
t%  db  «raboi4  qia*il  |  ea  a  caffajatwmit  m  panai  dBta  qai 
rteolublei  par  fappuii  à  Pi,  .^,  P««  S'il  Wtm  Mil  pai  aiaai» 
dâtemûiiaoli  d*afdi«  m  qu'oa  pawmâl  lii^  du  liMia» 


«..P, 


dx^         dx^    ip^         dp^ 


aefaiaal  itknlMiuemeiit  aulty  ce  qui  C4l  impoaailila  ai  la«  ii  fanaUaaa 
X|»  ...y  X^  sont  di«Uiiclea  (|  97). 

Il  aiifDI  donc  do  prouver  qiio  k»  valeurs  de  P|y  «..y  P«  Uidaa  d» 
tm  n  ralalioM  salirfMol  aui  m  aulm.  Posoua 


àVs 


dX: 


ou  aura  ealre  les  pivantera  membre*  dea  «qualioua  A4 
H  felaf  iona  linéairea  diitindea 


=«.«k-» 


^fK 


ié  aorte  qiit  n  de  ees  éfiiatiiMs  «ml  des  couséquaMM  àta  n 
SappowM,  pour  Bur  iw  id<c«,  qa«  l«  délermiiMuit 


I  dX, 
•   -» 

"'1 


dx. 


dX. 
dx^ 


•  ••y 


dx. 


aoil  ditfirenl  de  0;  ou  pourra  alors  lirar  des  ëqualious  (  10)  las  f akOfS 
do  P|,  ••.!  P«  et  las  rclëtiaoa  prà.*ëdenlas  prouvenl  que  eos  valeurs 
qui  aimuleni  B|,  ...y  B.  anunlenml  aussi  A|y  «-y  X^*  La  valeur  do  p 
scre  fournie  ensuile  par  rêf|uaUott  (7). 


i 


J 


aup.  SI.  ^  rfiANSFomuTioM  k  oonricr.  975 

Toiil  eed  aoiis  permet  Diaialeiiaiil  de  rûMmdre  le  proUèine  que 
nous  mmt  somme*  proposé  (|  lOS).  £Uiil  donnée  nne  fimction  Z  de» 
mirieblee  r,  x^^  p^  on  dierehere  d^abord  n  IbocliMe  X,»  .«o  X. 
des  mêmes  wriables,  Ibnnaol  evec  Z  na  systéniè  en  intolution  de 
(n  4*  1)-  fimctioM  disUndes.  Las  équatiens  (^)  el  (iO>  lilumivoni 
«lors,  par  do  simples  opératioBs  algéMqiies,  des  fimclions  1*|,  •••,  P«, 
telles  que  la  Iransformatioa 

î=^z,    «;  =  x„    p:  =  p, 

soit  om  Innslbroialion  de  eonlacL 

107.  Étant  données  deas  fonctions  quelconqnes  F,  Il  des  variables 
'f  ^.9  Pt«  ^  on  bit  nne  transformation  de  eontact  en  remplaçant 
les  tariaMes  ;,  ac^,  p^  par  des  fondions  île  noofelles  varJablGe  t\  ai\ 
pi^  les  fondions  F  et  H  se  transformemut  en  de  noufelles  fonelions 
F  et  ir  des  variables  ;\a;4,|»*d  JccrodM*tlF,  H]^^se  transformera, 
i  un  fodenr  près,  dans  le  enicbet  (F,  H'].v,«  des  fendions  F  et  11' 
]iar  rapport  aux  variables  z\  xif  pi.  En  d*antrcs  termes,  le  crodiet 
{Ff  H]  est  mi  incarias^t  relativenient  i  toute  transformation  de 
conlad. 

Supposons  que  Ton  ait  entre  les  diflerentiellcs  des  fenetfanis  ;,  x.-,  fi^ 
des  variables  nouvdios  z\9tlf  pi  la  ndation 

fis  •—  Pi  «X|  ^  •••  *•  Pu  dx^  ss  ^  (ds*  ••  pj  daC|  ^*  •••  ^P«  rfjci). 

Toutes  les  fois  que  le  enidid  [F,  H]  sera  nul,  il  en  aéra  de  même  du 
cnehd  [F»  ir]«i^;  en  elfet,  lorsque  [F,  H]  s  0^  ou  peut  trouver 
«les  fondions  If^  ...y  U»,  Pg,  P^,  ...,  P^^  telles  que  Peu  ait  identi* 
^SNMent 

«IF  —  P.rffI  —  P.dH,  — ...  —  P.dll, 

ss  A  (tf«  -  pj  rfx,  —  «.  — /.  djO. 

Ea  NnpIagMl,  dMn  «illi  kiMlité,  s,  j>«t  p^  pir  Imn  nkiin  m 
f^artJM  4m  aomdlM  mriablM,  dk  dstiniÂ* 

«ir  ^  p;  rfH' — p;  «in;  - ... — p:  «ih: 

»  A*?  (d«*  -  j»;  rf^ pi  dx^ 


\ 


Lês  deui  crocMs  [F,  U]  et [r,  ir]4V^»  «*Maiilaal  ei 
ne  doiveul  dUE&rer.que  par  un  Cicleor  dépemlaiit  de  lalrtMtmmlinii 
eeulemeot.  Uest  fiicUe  de  celculer  ee  bcteiir,  cb  nui  Itannit  en  mtum 
tempe  uiia  vériScatioii  du  théorème.  HemarqmiDS  peur  crin  qw  «i  M 
a  deut  fojictîooe 

où  a„  tfji  M.»  0f  «Mil  des  fiMictioiis  ipiekoiiqiie»  de  Zt  ar.,  fi^  on  aura 

Applnpions  celle  formule  aux  functioni  F,  H|  les  vai-iablee  iateraiA» 
dialm  étant  ici  z\  x^  pi;  il  vient 

£a  teokat  oainpte  d«»  rehlions  «{uî  ont  M  ébUki  (%  iOB)  entre  1m 
JtfiMrliiMw  s',  «ô  j>i  du  variable»  ;,  «<,  ]*««  H  resta 

Plir  eon»équenl, 


108a  fîinm  le«  ooneûqueneee  de  la  théorie  pnSoédenle,  H  eenvieni 
de  signaler  dés  A  prisent  les  solvantes  : 
Les  intégrales  de  Téquation  linéaire 
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* 

p.  p  

font  Zj  X|,  •••,  X»»  ^t  •*•>  ~;  de  oicine,  les  iol^gniks  de  FequalkiiÉ 
Jifiéaire 

eoQt  Z|  X|9  •••!  Xn)  Pp  «««f  Pd— If  Pf^iy  •••9  •«•  Ptf  eoBsâqiidity  ei 
on  «il  panr^aa  à  trouver  n  int^^prales  X|,  •••» X^,  de  Féqnation  lioétire 
[Zy  F]  =:  0,  fimnaiil  tTec  Z  mi  ^«lème  de  n  +  i  fimetioasdisUndct 
Mies  que  fous  les  crocheli  [X^^  X»]  soient  UNiliqaemeiit  Bttls»  ea 
awm  les  antres  intégrales  par  des  dillërentistions  et  la  rtsolotianJnn 
sjilènie  d^éifualioiis  da  pieniier  d^gvé  (|  66). 
Phn  fén&vieneni,  le  sfstéme  cofonlei  de  yt  éqnations 


admet  les  2ii  ^  i  —  yi  intégrales  distinrlc» 

Zy  X|9  •••9  Xa9  Pj^^-tf  •••»  P«» 

doncy  irf  «fi  eanitoll  n  -i- 1  -*  |â  intigraUê  de  ce  êgiièmê  tûmptei 

Xf  X;ft^|f  •••f  X||9  fofUÊMHt  QVÛC  X^y  •••^  X||  tM(  $jf9ièWÊ€  ib  n  -|*  1 

fimcUmu  éUHnetm  en  «neelnCien,  m»  nnm  fhUégràU  ginérale 
par  €fes  rfi|||ft«nllitfiani  €(  In  rriiofiUfon  iTifn  sysCime  dTdiffcaMofif 
cfn  jfTtWwtt  di&gfé» 

109.  Étant  dennfe  nn^  équation  dti  premier  eidre 
(13)  F(^^<fP*)  =  0, 


si  en  rempiaee  ?«  a^n  ji^  |iar  des  Ibnetiens  de  nenreDes  fanaU^ 

(<,  ft  s  1, 9; ...,  il); 

aatisCttsant  i  la  fdation 

et  — pg  *«,  —  .•.  —p.  il«^  ss  p  (ia'  — pî  d«î  —  •..  —  pi  «Ixl), 

FéqaaliM  pwfwrfe  m  duinge  «n  viw  Mqrdle  éqaalion  da  fCMsinr 


<i^  K,  (t\  «î,  ii;> = 0^ 


m    UBçom  «on  UM  t^oxnùM  àxx  oCiuvtei  rAmoBLu». 

Hy  coauiie  AoÊÊm  mmliiflMÊé  M^  ••'  diâ»|0»  m  «ne  milUiilirilé  If^ 
iMte  ioUStffftle  «k  h  piviiiifcre  4qiaalioa  m  diaiift  mi  un»  iaMfmlt 
de  la  teaNude  ti  iav^rsniieni;  tiÊam  iatficimia  c»i|ilififl  4a  Fi 
fi*ell«i  INI  dëdoiim  une  inUjirale  aampUi»  4a  Tanlra.  Tel  apl  la 
qu'il  iiiul  atladiar  3k  bt  IniiiiAirniatîaB  qui  a  éU  eÉi|tla«de  A  plusieun 
repiim  (]li{  03»  00). 

Kiieu^  en  eSet,  ^,«  ..«,4^. i  k»  S»  —  1  int^ipralei  dirtiacles,  autre* 
que  Fy  de  l'^quatian  iio^nira 

• 

[F,  #1=0; 

los  caractMiliques  de  l'équalioii  (13)  aiNil  refNrticttléea  far  las 
^ualioDs 

F  as  0,      #1  ss  C|9      •••»      ^to^i  ^  Ci«-i« 

api^  la  f  ransformatiou,  aea  équatioufi  derieunent 

F|  =:  Of      #1  ss  Ci|t      ••*«      #!«  -I  ^  Ct««.i» 

el  eoaftine  ou  avait  [F,  ^iXt^  =  0,  an  aura  aum  |F|,  4»^]  .«y  s  fi»  de 
•oiie  que  cea  nouvelleH  rplationa  donnent  Ira  caradêrialiquea  de 
l'équation  (14). 
Le*  ^nations  diflet^atielk**  des  etraelâriatiqucs  étant 


dF  '"  ^F  dK~  dP  dF 

dp^      d.^^      '    d:      d|i,    ■  d|»^ 


•    (iMrs1,9,...,ii), 


on  en  eoncJut  que«  si  an  fait  une  tram^^rmalion  île  rontarl  qui 
change  F  en  F«,  le  ayslème'  imMdent  se  rbange  en  un  nonvraii 
arstèiaa  de  niènie  forma 


if'—      — J?'*i_—  ^^* 


dF,     dF,        .dF,     dF,    .  dF,   , 

dpi      d^'â  dz       dpg'*  dju 


t     (9,fc=£l,Sy«tn)^ 


où  F  (r,  a:,,  p^)  est  remplacé  par  F,  (:',  xî,  pi). 

ffune  manière  géndrale,  toute  tran^rurniation  de  eontact  rlungn 
un  synlèiiie  en  involution  de  m  équations  en  un  sjalèma  en  invalntion 
de  m  équations;  toute  intéirrale  du  premier  s)-stènie  se  dianfa  es 
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à 

fuie  imégnle  du  noufvêa  mtême  et  fe$  multiplicités  oirictërislîqiief 
•e  ooirespondottl  encore  dms  le«  deiit  mtèmes. 

Bmnt  àmÊOi  «M  applicaition  de  celle  propriété  générale,  Mn^idéitms 
lei  éqiialiifns  eux  déritécft  prtietles  dn  premier  ordre  à  Imn  ireiitUesi 
dent  les  eMUdéristiqnes  i«ml  dei  lignes  <Mjmplolk|ttet  (|  77).  Si  on 
appliiine  ft  eee  êquelimis  la  transformation  de  M.  Lie  ($  lOé;,  en  est 
eondnil  à  des  équations  dn  prunier  ordre  dont  les  raractérÎHii^ues 
aoni  des  li^jines  de  cuurlmre.  On  trouve  ainsi  deus  catégories  d*équa* 
lions  jonissant  de  cMe  propriété .  les  unes  ailniettml  une  intégrale, 
complète  eompoeée  de  sphères;  rinlégrale  générale  étant  une  ente^- 
loppe  de  spf^ères»  il  est  clair  que  lescaraeléristiques  sont  des  lignes  de 
canrbore.  Les  autres  équations  s\>btiennent  en  écritant  qu*it  existe 
une  relation  entra  les  quatre  p>iramètrBa  d*une  des  aphèrea  oscuia* 
trkss  en  chaque  peint  d*une  suriaie  intégrale  (t  ). 

110.  TmanftMwaliesn  na  x,p.  —  Ihmni  les  translbrmationa 
de  contact,  il  jr  a  lien  de  considérer  plus  particuliérenient  celles  ou 
le»  Ibnclions  X<f  P»  ne  contiennent  pâa  la  variable  <  ;  on  les  appelle, 
pour  abriger,  lammfvrmakkm^  en  x^p.  On  obtient  dea  transfisr- 
mations  de  eetic  expéce  en  parlant  d*un  sjsième  queleanque  de 
rrialiona  entre  a,  âr,,  •••,  op.,  Z,  Xp  ••.,  X^  où  les  TariaMea  Z  4  s  ne 
Igurent  que  dans  la  combinaison  Z  —  As,  A  étant  une  constante 
nrinlraire.  &iient,  en  eflSet, 

Z  —  Ar  —  {'i  ('u  •••»  *•»  Xg,  ..•,  X.)  r=  0,    4»,  S5  0,  •  ...,   .^ii  =1 0, 

«n  sjstème  de  rclationa  de  eKte  forme*  ^  ne  contenant  que  les 
tariabies  Xgf  X|.  Les  équations  qu'il  fiiudra  joindre  à  eellee*lii  pour 
déterminer  bi  Inniifomiation  et  qu'on  tirem  de  ridentité 

«X.[rfZ-Adç-d»J^X.d^.4.-.,-hiad^, 
donnent  d'abord  Xt  =:  1»  A  sp  et  il  reste  ridentité 


^  UanssaSBnt  amiewlioeotie  kt^wlfe  ptfOTMlrHa<MeaQ 
m  e<  mioU  â  om  é^imUmêm  ttime  méft.  nJi  euto  é^uÉBMi  éii         

'  Su  pisaHir  ofoie^  Siot  Im  loVeiski  OmeMl  le  vnUÉOn 


<îV    ,  :r:  =  ?» 


an    UBçom  wûu  us  Ahjitmncé  mx  ttteivtai  rjuimun. 

ifiiIcMdiiit  àte  fclalkMMeMilemftt  pta^'^m ht larUÉlM  Xi,  P^^ 
«•>  J»*i  Â,t  ..•>  V  Ob  IrMivsn  dksae  pour  X«,  ...«  X^  P^»  —,  P., 
Z  — Ac  dk«  fenetioM  de  X;t  ji^  seidtiMmil  «I  b  tfusihrma^ 
obleaM.ten  biea  iiBe  tiBMTMiiuUiM  ta  «yi^. 

On  oMkat  âbai  toulM  bu  tftlbrm<ii«nii  4ê  tttt  tipèo,  Sapy 
•oui,  M  cflU,  que  dau  ridealité  (6)  ks  fmicUdos  X^  P»  ne  conliettMAl 
|as  t  ;  les  furmuteft  (T)^  (8)  et  (0)  dpviciiiieol 

if: 

de  la  reiaUan  gûotelo  [P^,  X;]  s=  p  oa  ooaeliit  ifie  f  M  dépend  pes 
de  c  el|  par  conséquent,  Z  len  «le  le  femie 

Z  s  f  :  -1-  n  <x,,  .•.,  ar^,  y^  ,•.,  p^. 
lleiupliçoM  Z  par  celle  valeur  dans  les  <!quaUoiis  (8)'  et  (V/;  n  vient 

■r^  5  rr  j^  (Xj«  ••.,  «^  p^  •••!  Jij, 

Tjr  *  ^^  l'^l*!»  •'••  **»Pi»  •••>  P«X 

ee  qui  ne  peut  areir  lieu  que  ai  on  a  j2.  s  0,  jX.  sO.  La  fanrtian  p 

ne  réduit  Aone  i  une  eoasiante  A,  diflerente  de  n^ro,  et  Z  art  de  le 

forme     • 

2  =  As  +  il  (Xj, ...,  X.,  Pi,  ...»  p,). 

Si  on  éUmîne  P|,  •••! p«  entra  les  équaliooa  qui  donnent  X,, .-,  X^^,  Z, 
il  est  dair  que  Z  et  s  ne  ligurenuit  dans  les  relalions  obtenues  que 
dans  la  combinaison  Z  -^  A?»  En  rapprocbant  tous  ces  risùltats  du 
tbâorèinc  général  démontré  au  1 105|  on  i^eut  donc  énoncer  la  pnyo* 
atlû>n  suivante  ; 

Si  on  a  nne  UenîUé  de  In  formé 
il  ^  P^  dX,  - ...  —  P,.ilX,  r=  p  {dz  •  p,  dXj P.dx.), 
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•M p  wfetifûênMt  H oA  le$  fmtUmn  Xo  P*  ne  renferment  pa9lm 
fpmriàUe  t»  pee  rédnU  à  nne  emuimde  keileeUeia  ferme 

ée  plm»f  ke  tn  fènetienê  X»  P^  iMl*  indépenéanlee  €C  m  «  te 
rdatiem 

(X„lUs<l»     (XoP*)==0,     (P|,XO  =  A,     (P,,P^)sO, 

Ott  |tt«l  loqfoniy  nus  reilniiidro  h  géiiéralilé^  nippoter  A  ss  i^ 
MTcek  levieut  à  ranpbesr  Z  ptr  AZ  «t  Xi  pw  AS<.  Si  m  mnphm 
Ml  ootfv  Z  ptr  s  ^*  0  \9|9  «««f  9^  p|f  •••!  Pp^  em  |Hirvieiit  à  réwiM^ 
snitant  : 

Éimni  dmmieê  Su  4*  i  feneUene  0»  X«»  P*  «bi  Su  weriMee 
tndépendemiee  Xi^  p^  dent  lee  éiféfentietfee  Mivin  vMfent  te 
rfteltoM 

(15)    dro  +  Pg <IX,  +  ...  +  P* dX.sr jij rfoPj  +  •••  -HP, iIjp., 
toi  Su  fmttiene  Xf^  P^  ton^  ind^^endantee  eC  on  «  les  retellom 

/4m<C^^-^=*'  (^oP*)=«r  (P*P»)=o,  (P„x;)=i- 
^^"^  (c-o,x,)«o,    (i-g,Pii=-P|. 

111.  Invmiemaat,  ■iippooom  qee  Ton  coonakso  n  Iboeliom 
dMioelco  X^f  ...^  X.  des  vaiiabks  x^^  p»,  telles  qoe  loales  les 
poiMlUscfi  (X|»  Xc)  soient  nnlles.  Les  éqnstionff  lin^ires 

(*7)  [X„  ♦1=5=0,      ..•,      (X^«]sO 

fimieni  nn  Sfslhne  eompU  de  n  éqnnlions  distinctes  dontoneonnsit 
d<ii  n  inUgides  Xg,  ••.,  \^;  ce  sjstène  admellni  dooe  «ne  entra 
iallpnle  fni  esnttendm  nèossssivenent  s.  SI  on  prend  nn  nonvcan 
PTiMnin  ir  TsriiMfn  hdf  iwindsnlf  ■ 

» 

*»  Vi*  •••»  y**  Ifa^l»  •••»  Via» 

iMii  4t  fcpNi  à  fcfwr  ««M  X,t  m.»  X,  «■ 


iadiifêurfinli  àèz.Cm  woinékê  îiioUoiii  détail  idaitlff»  cmmm 
InUgralei  y.,  {fit  •••»  y*  m  MMiendiMt  pM  de  teram  eu  j-»  •*•! 

r-*«  On  iieurra  les  létoudre  pur  reppoii  à *~^t  •••!  •: —  ;  »iilf«» 

ment  oii  en  lirarail  ;p  ^  0  el-  le  ey«lème  (17)  u^edmeltriiii  |nui 

d^inléfrnde  eonteiiinl  t »  ee  qui  est  impoceaUe.  Let  ouations  (i7> 
neroni  dene  reeipbotet  par  dea  iSqiialiena  de  la  fomie 

et  lea  oaenicienta  A  oe  eonlk^uiient  pas  f •  Peur  qu^un  Ici  ^fMmm 

■ 

aelt  Jaeobieii,  il  faudra  que  Ton  ail 

êXt  _   éAi  ^ 

et,  en  peaant  •  as  t  —  Q^  on  aura  0  par  une  i|Na  Irelune.  On  peut 
done  obtenir  pr  une  quadralnm  une  fonelion  0  det  variaUea  »^  p^ 
nérillanl  lea  n  équaliona  [^*-  Ut  X|l  sO.  tne  Ibia O dèierminé,  len 
mialiona  (H)*  et  (9V  détermineronlt  et  d*une  seule  leçon,  lea  valeura 
de  P^,  •.•»  P».  Le  raiaonneuieni  est  le  même  que  eelui  qui  a  M  CmI 
plua  haut  (|  100),  On  conclut  de  là  la  pruposilion  suivente  : 

fyani  dênnéeê  n  fûmiiomê  rfislineles  X|«  ••«,  N»  dn  8n  oerieMea 
•A';»  Pk%  $atwfai9ani  mux  rWefiena  (Xo  Xt)  as  0,  en  fN»itl  imitf€mr$ 
iroyver  des  fencliens  Q,  P^  ••»,  P«  des  tuâmes  vaWntlfs  éwumnt 
lt>M  à  rUmîiié  (15). 

f«A  faneiion  Q  m'çbliûnî  pèr  «ne  funtfrnfMff  el  en  n  ensuite 
Pi«  ...,  P«  en  réêolvant  un  sj^stème  dVfnnMens  Jn  |^«vniier  d^i<ë. 

1 12.  On  peut  faire  encore  une  autre  hypolliéae.  Suppoeona  que 
Ton  ait  an  fonctions  Xp  ...,  X„  P|« ...,  P^^  des  Sn  variaUee  «oPi 
aalisraisanl  aux  i*elationa 

(X|,  X,)  n=  «.      (P„  1\)  =  0.     (X,,  P,)  ^  0.     (Po  X;)  »  i , 


OUF.  n.  —  TnAxtroiuaTWxt  de  coktact.  VO 

]•  tUi  d*«liort  goe  ces  Sn  fondioiis  9Mt  ditUnctes,  En  HhHf  iTIl  ^ 
oisteil  «M  relatioQ  telle  «[M 

* \^i»  ••••  ^«t  *i»  •••»  ■^■z  ^ ^    ' 
on  n  dédttinit 

H  k  femelimi  ^  «e  réilairmit  i  une  eonsUnle.  VtLffH  ce  qui  prfeèdrt 
•a  posm  Ame  tnNirer  dce  faocUeM  ▼» ili»  •••?  K.  deiiMnl  lies  à 
rMearilé 

dX  -f  Il|  4X|  4-  —  <^  Du  ilX.  8  p,  tf oTi  -l-  •••  4-  Ji« Wjt.: 

le  tnHffeoee  1%  *•  n||  eeniy  |ief  ennséqimli  ime  inWsfele  eoeuMNie 
Jet  II  if  wlioM  liaéeiree  ^ 

dleat  e«  eomielt  m  miégnilee  dieUnctce  X,,  ...t  X..  Os  eiini  done 

P4=:n»  +  W^(X„...,X.), 
et  les  icIfttieQt  (Pu  P^  s  0  doMMil  eosuile 


1  • 


Il  — >  <e  li  «pie  reiproiri— 

«I  MM  aiiikvatielie  csiide  4W  s  Z  W»  ^X^  et  M  a  ninrtilè 

Oa  fwal  dbas  iMMcr  le  diéartMM  nhMil  : 

ifilMl  éêmmée9  Su  /iwicfCiiit  X^  P^  des  Su  vorieèfce  liiéf|iew« 
dbtiCee  «lit  j%  eetfa/Uiefil  «1»  relelfoiii 

(i^   (I»XOa^    <X„P.)««»    (P«Pi)»0*    (Pi.X)««. 

(I,  ft  ax  I.  ^  .^,  «X 


9M     UDCMS  WH  IM  tQUATIOM  AUX  PtelVttt  rAiTUUJDl. 

éonMmt  Ui¥,  ««ce  kê  prétédtnim,  à  ndentUé  (tS) 

Remarfiioat  qnê  k  Ibnctloa  Û  eti  déteminéty  à  um  cwHiiate 
«Mtlive  prtt|  quand  mi  emiiaU  les  CmicUoim  X^,  V^  Om  peut  doM 
rtfgardi^r  um  trAnttfumMiUnii  m  >,  p  eomme  imUtoMMttt  dMUib 
quand  on  connaît  le«  Su  fonctÛNii.  X^i  P^  laUtbisaiit  «ut  oondK- 
tion«(18). 

1 13.  Let  timaformationa  en  jt,  p  joueul  k'  même  rUo  par  rapport 
aux  é<|uationa  au&  diSrivétM  partiaiknt  ou  t  nVutro  pa»,  qna  laa 
Iransforoiationa  de  contael  (t^nAmle^  pr  rapport  aux  éqnationa 
quekroiiquet.  Aiust,  élanl  donnée*  dinix  foncikinH  quelconque»  F,  4» 
des  variablea  ;ri,  p^,  diHignaoii  par  P,  4**  ce  que  devienoent  ces 
fonctions  aprbs  uue  transfoniuiiMn  en  ^,  ji» 

a?;  =  X,,     pi  .=  P^ 

leii  fonetfama  Xi,  Pg  satiafaisaat  aua  relations  (18);  on  aura  klenli- 
quement 

Toute  équation  du  premier  ordre,  oii;  n*entre  pas»  se  change  en  une 
équation  de  mènie  forme  et  les  équations  dUMrentieiles  des  caraci&* 
ritf tiquas  donnent^après  k  transfoi*ittation»  les  équations  dilK^renticlk^ 
dos  earaetëristiques  de  k  nouvelle  équalieu. 

Ceci  a*appUque  en  particulier  aux  aystàmes  canonkiues.  Êtaui 
donné  k  système  d*équatkma  différenUeliea 

ksaginona  que  Ton  prenne  un  nouveau  système  de  Su  varialiles 

Ti  SS  Xi,         pu  =5  P4, 

ko  rmictkna  X|,  P^  satkbisant  aux  nktiona  (18),  et  sait  IP  ee  que 
devient  la  ftioctkn  H  par  cette  substitution.  Le  système  (10)  est  akrs 
rouipkcé  par  un  syntèiue  do  ro«^iAa  forme 

/^AM  ff^î  àW  dpi  ÛW  iz     M.  4     a  K 


ciur.  XL  «-  Tii.U6iiroiiiuiio:cs  de  oontAcr.  9B 

Ce  théorème  éteil  ooooii  de  Bonr  (<)  el  de  leeobiO,  qui  en  a  lail 
£impQiimale%  appUeaUonsi  h  Ihâpriedesiieitailietions.  Il  te  prttenle 
ki  comme  mie  conaéqynee  dee  pitipriélëe  d'invarieiioe  d«  eyalème 
dee  carecteristiqiiee»  leliitivemeDl  à  mie  trmiMfoniialMm  de  côntaeL 

Oft  verra  de  même  que  si  en  eoDiiatt  n  intégrales  fp  ••.,  f^f  •••!  /^  . 
ds  sjstime  complet 

fiirmani  on  sjrfème  en  invololion,  les  anUes  intégrdes  de  ce  sysième 
s'obtiendront  par  nne  quadrature  et  des  opérations  algâiriqnsai 

• 

114.  TrnnnlbfauilUmn  homo^teAn*  ^  Si  dans  Pîdentité  (15) 
la  feoctioB  0  se  réduit  à  une  oonstinle,  cette  identité  prend  la  iMrme 

Pj  dXi  +  ...  -••  P.  dX^  ssi>|  dxg  +  ...  -♦-  j»,  dx^f 

et  les  dernières  des  rcbtions  (16)  donnent 

t'''=i=-{''îs*"*'-îs)-* 

les  fondions  X|  sont  donc  des  fonctions  homogènes  de  degré  0  et  les 
Pi  dee  fonctions  homogènes  de  degré  1  des  miablesiii.  Laprsposilisn 
dn  i  liO  peut  alors  s'énoncer  ainsi  : 

fii  Su  /Smcltons  X«,  P*  «le»  Su  wtruMeê  x^  pt  9aUÊfmi  à  VUmdiU- 

(90)       P.dX.  +  ...  +  P.ifX.=ji|rfjr,  H-  •••  +  nrfx., 

ces  Sft  fm^ttkm^  nota  indépendatiUê,  X|  est  <tne/imcfien  ftemegcne 
de  degré  0  et  P<  nne/encrton  Jbomsfine  Je  iêtré  1 4»  tmrimHtêp^ , 
èfmttf 

(M)(X|,X^sO,    (X;,P,)=:0/(P«P^)«Ot    (P„XO«<t 

L'identité  (âO)  peut  encsn  s'écrire 
rfZ  «^  P|  dXg5— ...  «^  P«  dX.  s  ds  — *  Pi  djC|  «•  •••  —Pa*'^ 


«*■ 


1^ 


^^WB   ^^^ffWvVW  99   ^^^^   9  9  9^^P   ^^^^^^^9  ^B^B^^P    ^^9  ^  w^^^^W9B9    ^^9   ^^^^^^^^9^9  ^9^^^9  ^P  ^9^9    99^^^^^9^^^9^^9 

M  CMlienMBt  fM  T.  Lft  IniBifanMfttiMi  de  cotolacl 

5*=Z,     jr;«X^     >{t=:P^ 

•  ■  • 

diange  uoa  iMielkNi  bonM^fèse  de  degré  f  dei  firiiblat  f]  m  ua» 
roodion  haM¥>n6pe  de  degié  ^  dai  «uriabk»  j»^.  K^iim  r«ppcltefooii« 
IMMir  abréger^  îrmnêformaîiêH  héHH^gèuÊm 

Béeifiroqkêmemi.  éîami  dommém  m  f^nellomt  diUimcieê  X„ ...,  X. 
de$  tariaUêê  X|,  ji^  liAiMgèiift  él  de  degré  0  ^«r  tnpff^H  «lUt  pf 
ri  tcliafaiMml  «ux  rrfffliaMa  (X|,  X«)  =s  0»  un  |i0ic(  Un/oiift  Irourcr» 
el  iTiiiie  imie  mamii^  n/SmcItoiit  P|,  ••••  P^rfrt  m^met  eorMilpIfty 
lelkf  f  lie  Vcn  mit  TidmîM 

P,  dX,  -^  ...  +  P^  dX,  =  p,  dX|  4-  ...  ••-  p«  djr., 

Oa  aura,  en  effet,  pour  déterminer  Pp  ...»  P«>  lee  ttii  êqualiuiis 

dont  lee  pn^iniem  aaeinbree  vériliml  le»  h  relaliona  lioéairee 

Les  iMicliuiis  X|»  ...iX.fJUnldiètiiieteetOii  poiinra  lo^{eiir^ 

de  ees  équatione  |nr  rapport  A  P|,  ••.,  P^.  •(  lee  falevre  ainei  eblesMet 

eaUsfbiit  aux  n  dernières.  (Voir  |  lUO.) 

ÈUani  donnieê  9ii  /biicHonj  X^,  P^  ifee  r«rIaUe«  Xf«p«  miiêfitimmi 
eux  reteIJOfie 

(X;,X,)=sO,     (X,,P.)^-0,      (P,,Pi)=0,    >„X.)=rl, 

X|  <*'lafil  tfite  fNtrltoA  Aouteg^iie  de  detrrtf  0  et  P^  «me  /b2i«f ien 
hom€igine  de  degré  I  des  variahleê  pi,  en  a  ideiilîfuejneiil 

P,  dX,  4-   ..  >  P.  dX^  îs  p,  dx,  I-  ..4  -h  p.  dx^. 


OUF.  u*  —  nuKii'oiuiATioxft  im  qoktact.  SS7 

On  iMaiMilwri  iPabord»  cooine  au  |  ii3,  qm  Ict  foudioits  X|»  IV 
«Ml  iktimdlm.  Vmt  suite,  os  pMm  InniTer  fi  imctioM  n,f  •••«  Il 
koBMgiMt  d  de  degré  1  par  nppoii  eus  p;,  doBUiit  liea  k  l'identtlè 

Ladilljrawe  Pj  —  Il|  tem  une  isIÂrmle  du  fysièine  complet 

et  eomne  eelie  iaU!;prale  est  fiomogêoe  el  de  degi^i  1,  èMe  term 
feitteent  avUey  paiMio'cile  me  peirt  être  une  fonelioB  de  X^. ...,  X«. 

1 1&  De  lente  trnrformalaen  hoMegine  à  9n  ^- 9  tiiiddet  (^^ 
en  peut  déduire  une  tanelbmalion  de  eentael  générale  à  Su  «f»  1 
wriaUee  7«  «i,  jv  Suppoiona.  en  eCilt  f  n*en  ail  une  idanlilé  de  la 


(29)    Q,  dVg  +  ..•  +  Oh-i  rfY.4.1  =  ïi  rf|f|  -•-  •..  -••  f«4*i  d|r«4.f ; 


y»+i=^'»       |f|Sssa5|f      •••9      y.  ssjfii. 

2»  X|,  Pft9  f  eerani  dès  fancttuue  dea  aeulea  fariaUce  s»  jc^  ]%  el  la 
lublion  (92)  devient 

(91)  dZ-P.dX.— P.dX.=9(ilt-it,ifjr|  — ...^p.dxj. 

On  aura  done  bien  une  Iranalemialien  de  eontad  i  9fi  -i>  1  mriaUes 
^  a?;t  ji«.  Invenement»  de  ridenlilé  (91)  en  peut  remonter  à  Tiden* 
tilé  (S^  parla  tnmeformalion  (9n).  Donc,  de  la  tranalîfnnalian  de 

gteérnie  à  9fi  «•*  1  TariaUoi  (r,  ât^  p^)  en  déduit  la  tinnsfcr* 

lioniogiine  générale  a  9n  4-  9  rariaMes. 


F  ei  ^  dIaftIéMx  CoaclkiM  fMskiaqMS  an  |f«»  •••»  |U^i>  fi»  ••••fu^^t* 

a 

.       JÏ! .  Jfc .^ 

« 

F  «t  ^'ifovmoeiit  des  fimdions  4e  s,  jPj,  p^  d  on  i4riio  hbmMhh 
lecneiil  qiM  Pon  a 

I^wr  4|tte  Im  3»  •»•  i  toadiiwn  U(,  ...»  Q.44*  V, T»».t  d^9• 

rarnblea  y»  ft  «drifiM*  ridanlitt  (9S]^  il  but  «I  il  mflU,  «1  «ieol  éa 
k  voir,  qo*  IVmi  ail  lei  idalioM 

(i,  ft  S 1,  S» ...»  n  •«- 1). 

Si  on  odbcitto  la  tronsformatioii  (S3)t  Tidenlilé  (S^  dôme  rideoUlA 
X^l)»  Zy  X|f  ...,  Xa,  P|9  ••.»  Pm  f  éési(piasl  dse  fcncUoog  du 
2n  H*  i  variables  ;,  x^»  ji^.  Lat  raiatioos  (Y^,  \^  ^0  bunibieiil 
h»  nouvdloB  relalnins 

IZ,XJ  =  0.     [X,,X*1=0; 

Toyoua  00  qvo  deviemieot  les  aulrta.  La  robtioa  (Q.^19  Y.^iX»  ^s  i^ 
|iar  oaeniplei  peut  8*écrifo 

«Ml 

Oa  déduira  do  mémo  des  aalMa  idaiiom  qui  oal  lioa  Oftln  Isa  Qi»  V^ 
les  fiquatioDs  nouvoUos 

(P„zi=^P,.      |PoP*1:s:0,      (t,  ft  ss  I,  ^  ...»  •). 


ÙUP.  %U  —  TlUXSf  «NIMATiexS  MB  OnTACT.  SBH 

1I*M  an  CMidvl  le  iMofime  Mivmat  fui  CDippicto  h  ftùfomiim 
4agl05: 

• 

IWr  fnê  S»  +  9  fpnHian»  Z,  Xg,  ••.»  Xa«  'it  ••*»  P.t  p  ^cê 
9%  *f*  a  MriaHci  z^  x^^  •••^  c^  j^i^  •^•p  jin  tféfijfliiiC  MfiiMfMMMl 
fa  refarf  Ml» 

if  Aral  ef  «  «ti/lll  f  M  Tm  atl 

'[P«P»]sO.      |P„X»1=sO,     (X<,XJa^t»     (PoXJsp, 
k[X«Z]s^      (P«Z]s=pP«       f^O^ 

\  (i,  *  =:  i,  S,  ...,  «). 

Oa  rwooMit  iTaîlloan  iMÔMiit,  «i  appliqaul  k  (inMik  giîaiii'Ji 
4e)b|er 

(f«,  ej,  w]  +  [[*,  w],  h]  +  [[«*,  «l  »] 

—  ^  f*»  "î  ■•"  ^â  l*»  *1  +  ^s  I**»  "'i 
quB  1m  4f  wlioM  de  k  ienuhrt  Upie  aoat  te  eoMûqnoMM  des 

11*.  Applimttttui  da  la  théorie  préoéâMrta.  ~  Aprk  cetU 
étude  ffommaire  dn  propritilûs  fomlaoïeoUiles  des  traostometieiiii  de 
eooteclt  noua  aliène  appliquer  les  lésulCats  ebleaus  i  la  théorie  dce 
éfoalioiis  ans  dêrisécs  partieHes  du  pramier  ordre. 

UnrftheéedlntégniliendeiacsMeedMMtiweiiiHilinisnlde 
f«i  préeUe,  débamssée  de  toutes  ses  nesirktieos.  Sm  e^agH,  en 
^flèt»  #int^yrer  Péi|natkNi  du  premier  oïdfe    • 

(9S)  Z«tft, 

el  si  en  a  oMenu  n  finndiona  Xg,  ...f  X«  formant  avec  Z  un  sjstéuie 
de  n  ^  1  JMdiMns  disthctes  satisfaisant  ans  wlalisna 


n  tn  fÉte  pouvait  tiuuvur  n  faastione  Pgt  ••*•»  1*  dènnant  lien  à 


MA      Mttm^um  tâ/nm  ijê^  ÉOUAHUM'  AÏS  BÉftIVÉtt  WàMtŒLLMM^ 

f  «"«étaaifM  ad.  Lm  • -i-,!  4f«ilioM 

OÙ  «i»  •••»  ««I  «Ml  de»  CQMlaatM  êMÊnkm^  «IhImmI  Amc  Ia 
relatioa 

(87)  rfs  —  j»,  4*,  — ...  —  ji,  à»,x  « 

Ikm  (S&).  On  peut  dTaOleim  dbteoir  •«»  h  ntae  bcUilè  riMWgrab 
féoérak.  En  dbt,  le  sjslème  dat  éfMlioibi  (95)  et  (SI)  pool  Hm 
renpiaoé  par  le  spAèiiie  des  deux  «qnalkNis 

doot  on  eblieol  la  aolulioii  gteinlé  par  la  atMiode  qri  a  d^i  aani 
bien  des  ftait,  Oa  eilislail  i  la  idatioa  (tt)  de  plueieiin  nurièmtt 

1*  En  poeani  X|  s  «g,  •••,  X.  ^  o.»  et  qui  dôme  «m  failéfnW 
cooiplile, 

3^  En  étabUnant  entre  Xg,  •••,  X,,  à  rdaliuoe  dialmdce 

et  en  écrivant  ^ne  Pon  a  idenHnnemenl   * 

Pi  dXg  -f* ...  -1-  P.  dX.  S3i\  €i4»|  4- ...  «I- 1^  d^ 

* 

^eel4-dire 

(30)        ^  =  î^i5^^+--^i*55f;      (<  =  *•«,-»«)• 


de  Xp  •..,  Kk  entra  les  m  -h  Ji  ^  1  éioations  {V^  (Ml) 
et  (30)  eomlttit  à  ii  4- 1  relatiou  entrs  r,  x^  p^;  c*est  rinM^mle 
finérale. 
9  On  satislail  enoora  à  Féquation  (9B)  en  pmani 

(31)  P,  =  0,      ....      P^«0. 


'  OIAR.  II.  —  nUMSrOMUTIOXS  M  OONTACr.  SM 

Lialégnia  dMaie  ptr  Im  éqnalioflB  (SS)  et  0i)  ert  mm  Mégnl» 
timgiUièr*.  Eb  cftt,  poar  Iom  1«  ëMâcoto  de  wlte  iaUgiBle,  «k 


tfZ  s  p  (ils  —  ji,  tf«^ ->...— ]p.  tfa;^ 


^|irfl«il0. 


ce  qtti  eil  bieo  h  délliUioii  te  inlégralet  tiagalièM  d  U).  U  €il 
dair  «Tnlleort  que  eelte  aoialidft  iiagttliAre  ft*«snitefm  qii*ftiilaat  qM 
Its  ëfoaliMs  qd  li  iHIlBhwt  M  d«fièBttail  ftt  iaBoropatihlt. 


117.  C»  proeèdé  s^dlaûd  dt  Id  léBM  mu  tyalAaes  es  tevdtiliMia 

• 


t 


va    UBçow  tm  ut  tmunmi»  Auà  atânÈ»  fXKnauum. 
c'«t-4-dira 


^^    •••    ^^    •! 


•-I 


ÛZ 


à\ 


I  I    »        ^"^  •••  •■^  "■ 


•  -  Jiï 


— I». 


t 


^h 


-^  «— '  p  iIjV     (I—  1|  St  •••§  *•/§ 


«I 


•«•t 


00  eoeoro 


•0« 


<>K 


•••  -  *:--•  "ds; —  "• 


On  •  ■»  apHimo  et  Su  équation*  liaëMrai  à  m  «•  1 
P„  ...,  P...|f  P«urf«a«»«jiténeMilean|Mlib|«»il  tet 
iWM  Iw  dUhmoiaaato  d'onlM  (M  ooBlauM  4mm  b  taUoN 


•••» 


i? 

*!•. 


dXa.t 


éX, 


-I 


•••f 


rf»,  '"•  4»p. 

•Meot  Bub  pour  tous  kst  éléuMnlft  dt  rinltfgnile  cootklério. 

118.  P*uiie  naaiirc  génénle,  b  coKuaiMtfioe  d*uM 
deconUct 

|i«raMl  de  Ibmer  une  iuAuké  de  tjtlàaHM  «  ûiVBluliQU  dout 
lieut  écrira  iuiiuëdkdeuieiit  OAe  ioMirnle  eouipitte.  Eu  tM» 
satYona  que  lai  âqualioaa 

Zss<r^,      Xi  =  «|,     (tssi»  2, ...,«), 

où  a^  a|i  ••«,  ii«  août  deaeoaalantes  aiiiilnûics,  ont  pour  cottaàfuaiioe 
laralatioii 

éz  —  Pi  4jP|  —  •••  —  P.  **••  =  0 

al,  par  suitot  r^rêsenteol  tonjoun  una  aAuHiplictlé  11^.  Rir 
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fMBt,  les  éqQatîoni  prteideolOB  CMumuMiiC  voe  ialégrale  eomplHe 

♦k  (^  ^»  •••»  ^W  '■^  ®f        •••!        ♦l  (Zf  ^|f  •••§  X»)  SB  0, 

fomnm  fpê  Tem  êH 

e»  qai  iaitfw  bie»  «Éhnsler  m  *-  k  «•*  1  contlanlet  arhitniircF. 

Dm  iMMiqveii  de  cette  nafinne  «taieiil  d^  élé  Aiiles  ptr  E«ler  et 
LÊgnaf»  mu  Mgcl  de  eArtaine»  dtsset  dTéqnalMM»  dUKrenlidlee* 
amlogwee  à  réqwttiNi  de  ChuranltY  que  ron  pcul  imUgrer  per  des 
dilKrailiiCioM.  Gii  équatinn  sont  fiMâémmà,  eriles  qm  Ton 
eblienl  #■  perlnl  fmut  InneronutkNi  de  eoalael  eefuiiie  en»  le 
plaa«  BonoM-MM»  pour  Hier  les  idées^  e«  eee  de  Ime  Tariablee  et 
eoiesl  Z»  X,  T  Uoit  liMMlioiie  dMwetee  de  t ,  «,  y  deniMiiit  lie«  à 
ndeirtiU 

tfZ  — PtfX  — QirT  =  ;(4{:-.pirx-^t«ty); 

•oit«  d'astre  perl, 

(38)  Us^(S,Y»Z)rs:0 

V 

me  éfittlioo  du  premier  erdro.  loUgr^  oHIe  équlioa»  cela  wtie»! 
è  meJMir  'f  y  »  Sf  Ft  f  ta  IbocUos  de  deux  tariables  iudi^peadautei 
de  Mie  ti^M  que  reu  eit  h  idutkMi  (3^  elle  leteliett 

(0)  tfs  — p4«  — qtfyssO. 

De  réquelieu  GIS)  en  lire 


*  f  i2  (*'*'•'*'**■  '  rfjr)  =•> 


gt  lg  ijiMwf  (M)  <t  (3a)  pwt  êh»  iwapheé  par  k  wJWHit  ; 


.*' 


fH    UDÇOR*  tmi  us  t^mtwMi  im  «tewtM  mmmujbi. 

Oi  «tiiAtt  A  cts  4i|«iiliaM  <b  flwiÉMi  BMaièra»  : 

i*EB  p«iM  Xs«»  Y  «  t^  r <X,  Y,  jQ » 0;  <f«t  riiHpwili 
coapltto; 

^  Cb  MiMiiHBl  Mtr»  X  «t  Y  «M  nbliM  die  fNÎM  «rikilnii* 

fui,  joiato  i  l'<^pnli«i  (MX  ^mm 

•Me  la  idaliM  U  s  0,  on  •  riatégnle  fteénle; 
3*Ed  iwoiunt 

■ 

81  C6t  tnis  éouttiMs  sMrt  cowfttliMtt  éltet  délinMMBt  HBltafife 

ëliBÙBâtkMis.  Maifl  iMi  m  doit  Boiol  ùOÊuUént  fet  daMlkBi  àê  mMii 
teiM  eooima  CMmaal  «ne  dame  ptrtieulière.  Au  coatinirt»  H  vtailte 
da  ce  qui  prioède  qu'éUttl  donnée  une  dqualiofi  fmelcêmquê  àm 
piemiir  ei^  Z  a  0, 00  fieyl  toiqMn  iRwver  deiis  autree  fcndtona 
X  et  Y  déleraiinant  aine  celle-ci  nne  Iran^fonaatien  de  coulaet  Tente 
b  dinicullé  du  iifoMAnM  ounniKle  prëcia^oient  à  trouver  cet  deui 
funcliona  X  et  Y,  tandie  qiae»  ti  ri^eation  est  de  la  ferme  (SS),  la 
question  cet  Immédialement  Ktolue. 

Quelquea  etplicationa  giVmiélrkinet  Ibnt  bien  comprendre  la  nature 
de  Cl)  procédé  d*înt(&ynition.  Imaginons  que  lea  feadlena  X,  Y,  Z 
•oient  dtSdnitea  d'une  seale  rdation 

(05)  *(A1^,?,X,Y.Z,  =  0. 

à  bMiudle  il  bmén  joindra  (|  100)  Im  éqaaliom 


Conaidérottii  pour  un  moment  X»  Y»  Z  comme  dae  paramélraoi  j», y,  c 
comme  de^  cnontonnéet  courantes.  On  a  ainsi  une  aurboe  S  dépendaM 


CBAP.  n.  —  TnâMsnmvAniHis  M  ooxtact.  SflS 

i 

iê  tnit  pamntoet  dont  m  peat  disposer  de  fiiçon  ^«  elle  ail  atee 
sae  Mf&ee  donnée  S  en  mi  poiat  donné  (x,  y»  e,  p,  q)  un  conlacl 
d«  piemier  ordrà*  Les  valears  des  ptramèCres  X,  T,  Z  seroni  prtdsé- 
neni  dMermiaies  per  les  équations  (35)  et  (98).  Tonte  éqivition  aux 
dirifées  partielles  dn  premier  ordre  telle  qiir 

(32)  /(X.Y,2)«0 

eipritne  doue  la  pHipriélé  entrante  des  surfaces  Intégrales  :  si  Ton 
eonsidire  nne  de  ces  surfiioes  S  et  la  surCwe  Z  tangente  i  S  en  nn  de 
ees  peints,  les  trois  paramètres  dont  dépend  cette  swftoe  2  satiaibnl 
à  la  relalion  (SS).  Or,  il  est  dair  qne  Ton  a  des  surfines  satisfaisant- 
à  cette  condition  :  1*  en  prenant  les  surfaces  Z  elles-mèines  pour 
IsMittcllee  W trois  parMnètius^périfieniréquation(9S);  9^  enjoignant 
à  réquation  (33)  nne  antre  relation  ailiilrsire  f  (X,  Y,  Z)  s  0  et  en 
prenant  Tenidoppe  de  la  enile  simplement  infinie  de  suiftees  Z  dent 
les  paramWres  salislbnlà  ces  deux  idations;  3*  en  prenant  fenve* 
loppe de  toutes  les eurbesa  Z  donilea  paramètres  férifieal  uniquenient 
b  rrialisn  (32).  On  retmute  ainsi  les  trois  cat^goriéi  d*intégndesy 
rintépnle  complèie»  rintCgnie  générale  et  llnUknde  aingulièra. 

On  nuisit  une  interpfétsiien  analogue  sf  la  translbrmation  de 
contact  était  déduite  de  deux  icktions  entre  m,  f  »  f  «  Z,  T,  Z. 

ftenonsy  par  eaen^. 


_  .       Rp  «.  lia  ^  R 


KÎHhj?+fl*  Kl-^p'-l-q*  Kl+p^H-f» 

Z  cet  une  sphère  de  rajon  R  ajant  pour  contre  le  point  de 
Xf  Tt  Z.  Teuié  équation  de  la  ferme 


/               »F  Kq  ^  R        A 

I  g—  V— — ~=r»  f r===*  «-•••^===1=' 

\     Ki4-ii»-n»       l^i-i-p'-^q*       kTTFTîTv 


que  la  splière  de  rspon  R  tangmie  en  un  point  quel* 
à  k  eurbee  InUgiule  8  a  eon  centre  sur  une  surfKo  donnée  9. 
UMéseuls  csmnièla  ee  csmnosera  druneanhèiu  de  laien  R  amnl 


•  •  • 

poyrcfftifi  tm  polAl9«eioMiqMil«6';  rîAU|mk|pHMlnJeÉ*0liliaMlm 
M  piMuat  r^fivifeppe  Al  ta  sphfcrt  d«  rajoa  R  dont  ta  centra  étant 
UM  eutirhe  ipMstaoïiqiio  «ta  ta  turfiMn  S*  Knlliit  on  «un  pmr  inlt^ffalu 
ningiiU^ra  ta  MirCieo  partltata  A  V  obiMiie  m  i^niaittt  mr  ta» 
namialra  à  8*  iino  taiiRii«iur  égata  AH.' 

nRifAHOi'C*  —  ta  mMliodê  â^iiMitnlkm  prûoédaiita  «ta  TAqualbii 
Z  s  0  revient  an  fond  A  iléienuiner  nne  tnnsformattan  de  contad 


i|ul  nmène  octta  dquattan  A  ta  fofma  s'  a  0.  Si  on  a  dant  éqitaltana 
F  s  0,  F|  ss  0,  A  un  mteu)  nonibra  da  tartaMaa,  puiaqnVn  peut  Ifa 
ramaMT  tonta^  taa  dans  A  ta  forina  s*  as  0,  il  «iitt  da  ta  ^n^an  fani 
louera  pM^ur  da  l'une  A  Tautra  |iar  nna  tramformaltan  da  aontaal. 
Donei  «na  i^oltan  anuù  JàrimStê  jNirlMtaa  4I11  pftwder  mtétê  n%i 
jHia  <l'<iivnf îojil,  ivfaHtfoueiil  «i«i  yraniia  d^a  Citi»ii/tfrtu#f liant  4$ 
eanlacL 

Da  mènie,  âant  dannte  doux  ayatèmaa  an  involuliun  da  m  ^iiationa 
A  nn  mémo  nombra  da  vartablca,  an  pmit  toiijoiira  paMar  da  i*iin  A 
Tautra  par  una  tituiafiirnialian  da  eantaet. 

1  !••  Il  nana  reata  A  mantrar  ta  Itaiaon  intima  iiul  axîtlo  «^nlra  ta 
mélhoita «ta  ta  vartalion  claa  i^anatanlei  ci  ta  tlntoîa daa  transfianiMliani» 
da  cantaet.  Cm«id^i»aa  nn  ayaièina  da  (m  -i- 1)  ^uati«>nH  dii>ltiidcn 
dn  praoii«ir  ordra 

(:n)  F  (f ,  ar,,  j>4)  =5  0,    F|(t,x,.fiA)3sO F.  (:,  ^;,  p^)  =  0^ 

admallant  nna  inl«î|prata  «:AniplAta  geprtfaanlée  par  h  lataliana  anlfia 
f ,  âP|t  ••'9^09  dépendant  d«>  »  —  m  aanatanlaa  affMtraifm» 

(   A  ('»  *|»  •••»  '«t  ^4ilf  ••••  ••)  ^  ^ 

V*)  J  ^ 

\  A  ('»  ^11  •••#  ^ët  ^4.1»  •••!  a  J  =  ©• 

On  adijA  remarqué  (|Û7)  qu*on  pouvait  inlmdnmdana  ta  ayalMne<W^ 
m  -h  1  ronstantaa  arUlrairea  nauvcllea.  Suppoaoni»  pour  tsar  laa 
idécfly  que  laa  équattans  (37)  conttaonant  z,  ce  qui  no  raMnint 
dvMemrooni  pan  la  géoéraliU;  noua  pou^'ona  même  auppoiiar  (|  ftt) 
que  c.'s  équatioiift  pui».«eni  Mra  rrfîolui^  par  rapport  A  r,  pg,  •••,  pg. 
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a;4.i  CD  «;^t  -i^  cu^if  •••!  a^  €n  «a  «1-  «at  Ml  introdutt  dans  le 
ffalèna  (37)  aiMi  q«6  daM  nntégnde  eompMe  ÇH)  m -I- 1  co^^ 
Mbaniiwi  «»  «it  — f  «M*  NoiitpoitvMis  AmcTOmphicer  lefj!4éiiie(37 
pir «I  WMv«MiikplAiiie coBteiiMt ^  -1- 1  eonslanles 


Ç»)    F  (r,  jtj»  j%,  a,  «I,  ...^  O  —  0,      P|5=«,      •••,      F^ssO, 
d  admettant  vie  intégrale  eomplMû  définie  par  h  rehtione 
( W)     /;  («,  a^,  ...t  Jî|«  «,  «,t ...»  «J  ^  0,     ...»     A  =  •; 

le  iijilènie  (30)  n*dlant  pas  an  fond  pina  géndtal  que  le  «yaième  (37)» 
c'est  anr  ee  dernier  qfslème  ipie  nens  raisonneinns.  Vapiès  la 
nHNli^re  mtee  dont  nous  arona  oblenn  les  éipiationa  (39)»  on  pant 
résoodre  cee  équations  par  rapport  à  n»  «|,  .«•»  m^;  aoient 

(I1)i»s7(x»«i»a)»     ^i  9  ?i  (Sf  «I»  P*)f    -..f    «•sf.C'f^/fA) 

les  Talenrs  ainsi  ebtennee.  Le  système  (39)  pent  eneste  steira 

(30/      fznCenst.»     f^ssCsnsl.»     ...y     f^ssConat 

Ssit  P  la  mnllipiieitd  poneindie  représentée  par  ka  équations  (40)» 
La  nrahiplieité  M.  esrmpondanle  aVbliendm  eomme  9  snit  :  Qnand 
en  ae  di^hea  anr  P»  les  eoordonném  s»  Xg»  •••9  st^  sont  ndm  par  ms 
sentes  rriatiene  (40);  par  csnwiqna<l|  k  rdalion 

(1^  éz  —p.  rfjr,  — ...  — ]i»4âr.a0 

detra  dlm  nne  eonsêqnenee  des  leMions  n/g  ai  0»  ...i  df^  :s  0.  H 
tMdra  fkne  q^  Ton  eit 

«fs -^  <«,  —  ~.  —  F.  <*.  =  >i 'A  +  •- +  Xi  </l»      . 

*  • 

(«0    1  ^*  ^, 


Ln(il<«>i  -h ft) <q«aliiiM (40) el (4n) petinelMrt dVxpnnar e, 4e;» 

j%«  Agf  •••f  aa  ^n  pmctians  ne  n  vnrianiss  MMPpennanieaf  eues  repiv* 


• 

réUMiniIlM  àê  «b<^if  •••>  ••«  X|»  •••»  Ift  mtm  1»  éfttfttioat  (10) 
fl  (48)  cotttoit  «tt  wkttoM  (39)  wulgmot  Cila  wt ImH  i  iirt  ^m 
Ml  éqoalioM  (40)  tl  (43)  pemént  êlm  iteihMt  pv  Apport  à  «»  %» 
••••  «•!  X|f  •«•9  Xm  1m  valeun  d^  «,  «i,  •••,  ii«  ëtanl  donpéti  piéciii 
««ni  par  lea  relation  (41).  8<nmI 

les  valeurs  ablMoet  payr  ««4.1,  ...t  ««;  lalrodvisona  fi  fanctio— 
noardles  (g«  ••«,  k«^  définies  par  lea  équaiiona 

(  (<s8  4»9»..,,ii), 

Dai  étuationa  (40)  et  (43)  ifui  défifiitaent  lea  fbodiom  «II,  M 
difljfnmUant  et  fimnaot  TeipreMion  3^  'A  ^  •*•  *^  ^  'A/ 

no  aura 

(48)  4«  —  è|  àm^  —  •••  «»  feb^'*  s  f  ('t  '— Fi  '^i  *-*  •••  *-*fk'4i)* 

• 

>iiNie  ratrauTOM  dene  Nquatioa  twidaaiienlaie  dea  tfiaafomaiMM 
de  eonUiet.  CoanaBe  p  n'eat  ftui  wû^  en  voit  d*iherd  qna  lea  fcnctiene 
a,  «i, ...,  •«,  èg)  ..«y  t«  aont  ind^endanlaa  et,  par  anile,  en  ponftn 
eiprimcr  r,  «1,  p^  en  Smction  de  «,  «1»  k^  Nena  vofana  en  entra  qiin 
les  éqnalions  ^/  fennenl  un  ajstème  en  iMointian  et  le  calent 
précédent  nous  donne  d*autres  fonctions  «^4.1,  •«•,  n»  fonnant  of^e 
oifltt!-là  nn  nouveau  wjMmB  en  involulion  de  n  4-  1  équations.  Il 
conduit  donc  au  but  que  Ton  se  propose  d*obisnir  quand  on  appliqne 
la  méthode  de  JnooU  et  liaver. 


\ 
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randedeoelte  mélbodt.  U  s|ilèBed«éqMlioH(Si) 
«I  (I1)l  pMH  Alvt  nttplaoé  p«r  k  «Ytltat  iqirivaksl 


On  satitfiût  à  b  dernière  éqaatkifi  en  prenant 

ce  qni  àmm  ViMgniê  eomplèle,  on  en  prenant 

>•♦!  5=  0,      -^      K  ^  <^ 


ee  qni  tanne  rinUgnla  ainjpiliére.  Pbar  avoir  nnllgrile  ginifde, 
ëlaMieiona  cnlin  n«^iy  •••y  m^  I  reiiClena  diatindes 

w  ; 

amqnèDea  il  Indra  ijanler  lea  reiaHena 

(«)  î - 

Lea  ëqnaliona  (30>%-  (ttf),  (40)  repftîeentont  nnU^rda  génésale. 
EBea  donnent  bien  fi  -f- 1  rdationa  entra  a»  «^^  ji^  et,  eomme  lea 
fc»<tfwwtf»ni,>^aontdi3tinctea»eearelationapanneitront»  en  générai^ 
d'eaprimer  s,  ^»  F*  m  fimelion  de  n  4- 1  «ariaUea  indépendanieai 
ai  lea  iMWltona  ^  n*ont  paa  élè  priaea  #nne  fiçoa  parlicnlJère, 

La  thdaria  fénérala  daa  aanltipliciUa  canwUriatiqfea,  «ne  aana 
aima  <laMIe  diwn  tennint.  ae  dédnil  ■leOmanl  ifcn  iflanllaia  artddnnta, 
Appehnia  mnltiplieilé  earaelêrietimie  la  HMRipllailé  i  m  4*  1  dimen* 
aiana  dtfnia'par  le^  ^nnalhwia 


300    UçKm  ira  us  to/cmoam  ads  wÊBuxim  MtmujBi, 


M  €p  •••!  •«»  - 


im  MmmU  oontiMl  low  eeu  4»  h  MoltipliriW  caracUiiitiqM 

da  cai  éiéfliMt  Pow  déOair  h  Mfdtiplktié  c^^ 

de» équAtioiis  OBff  ellesHiiénet» il  0ttfni  àù  ranuqMrqua «|, •«•««a» 

^'^'  ^*    •oalktiayfnlatèBflfalènemnpIciaM^ 


Tout  lat  élénenU  da  la  aolvUon  aingolièffe 


annolant  tous  laa  d^ermiiianli  d*ordra  tu  +  1  ranlcniii  daaa 
tabkao  ladaiifiilaîre  {%  117) 


0, 

le 


dm 


•••f 


du. 


•••1 


àp. 


Or»  ti  on  déaigae  ^r  y,, ...,  yw^u  ••  -l- 1  fpwkoaqi 
bi«i  :,  »;,  ji^,  «o  a,  d'uBc  Bwaiéf»  géafrale, 

D  (F. ...»  F»)    _  l>  (F,  ..♦,  r^  h  (•»  •,, .... 

i>  (Vt*  •••*  y>4.i)    i>  («>  •••>  ô  O  (y«t  ••••  y- 


7)* 


par  aoMAfiianl,  laua  ka  dëtamiMnia  d'ordre  m  «I-  i  ciwiteHpa 
la  taUaaii  raelaiigttMre 


dF 

dOTi 


•••» 


dF 


d.rj 


»       •••» 


dF, 


larottl  nids  aa  anèma  laanpa  qua  ka  précédenla.  Il  aal  dow  praiivd, 
riHM  ■uiaîèra  génénda»  qua  ka  aokilkaa  qna  1*<hi  «a  aoiiduft  i 
ipprkr  siiifNlttraa  an  généndiaaiil  k  mMioàm  da  k  tarialka 
■ottslanlas  aatisTonl  bm  am  èqnalioiia  que  Voù  «4  eoodiiil. 
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Mire  0M9  i  prendre  pour  défiiiitioii  dee  inlégiBlee  etogulitm  «s 
géoêfilMDl  h  ndOiode  de  CuidiT  (f  07). 


190.  Les  rêeiiltatf  préeddento  permetteat  de  résoudre  «ee  qnesliM 
qae  mm  atme  laiseée  de  oMé,  le  pessage  d*ane  int^prile  œnplèlé  à 
«M  Mire.  BomoBS-MMy  poar  Oier  les  idies,  M*ctt  d^iiM  eeiile 
AfMtioii  cl  suppeeoM  que  h  ecmelante  a  ail  été  introdiiite  M  chM- 
fCMt  f  eo  s  -1-  «•  La  fommle  (16)  derienl 

dm  -»  (|  dag  —  «••  —  i»  <lif«  as  if  s  -«» p^  itx|  ^  •••  — *|»«  éx^^i 
fomt  «M  aiBlre  mUgnla  eoeapièle»  os  mn  de  môme 

tf «  -^  h  liai  —  ...  «-  9«  dj^  s  rfe  --  jig  ix.  —  ...  —  p^  dx^ 

€l,  par  enita^ 

(BO)        k|  rf«|  •§•  ...  ^  I;  <l«,  a  ^  <f  ag  +  ...  +  9«  4i.« 

KoMMvoMConiiiifîiiloo  obtieiiibeidalîongièiiénilederéqMlieB(BII). 
tîtaLlieauM  eDirc  «g, ...,««»  «i»  •••>  Vt  ^^  **  ^  relalioM  disUMige 

i    «I        ^^       A  (^  •••!  «irt  ^if  •••>  <^ijl  * 

CM)  i  

l  •»-•  ^  A-«  (%»  •••»  ^  «If  •••»  ««)• 

Eki  iwtlii— I  les  HÊkmtUO»  «ta,, .»,  <«..  dam  ridenlili  (BO), 
■  fiart 

^         .    *'- ^  j;^^  •••*'•-' -duc 


\ 


• 


Im  éfMlioM  (M)  el  (58)  rieolMi  deMMl  des  résdlMa  de  h  fanM 

HiM  fl  («g,  ^^  m^  jjif  •••#  jf V 


808    UDçom  909k  um  é^oknom  aux  Mbmttn  p^mnauMM. 

>Hni ti  M  étaMUiuil  «•§  mi  plorimn  idatioM  calm  «^,  •••,  m^ 
M  iMil  pltts  dUiliBClMflVMid  99  ptft  dfe  bi  Mnvdk  inltenloMSMlèl^ 
b  0>bI«  rf  «I  regarde  «ht  •«•»  c.  coiDMe  fe«  coonloiméM  i*iHi  poiat 
(liM  rcspaoi  à  n  dinattrioM,  k  trusIbniuitiM  fvéoédatfc  rafkal  à 
«ne  Irsûiifarmâtioo  de  eonliet  Or,  ai  r<Ni  a  dans  rcifaea  à  it  dif  n 
aioha  nna  mulliplicilé  IC^i  dddiiita  d'une  mnltiplktlè  paartngMe 
wpfffeaentée  par  r  ndations  entra  9^^  •••,  ««,  apria  la  UanaleraMlîeny 
h  mnltipKctlé  pondoelle  oorretpondanle  aéra,  en  géndral,  reprtenlée 
par  nne  aenle  rrialion  entra  «gy ...,  a.,  ai  la  transformation  n*eal  paa 
choiaie  d'nne  lliiçon  pailknlière.  On  voit  donc  qu*une  dassifleation 
des  inlégraleay  baaée  snr  le  ncunbra  des  relationa  éiablisa  entre  a«, 
...,  e«i,  sarait  iHuauira;  celte  dialinelian  tient  an  cboix  de  rinlèimin 
eoinpIMa,  luaia  n*a  rien  d*casenliel  pour  réquation  aux  dèrireea 
partielles  elle-même. 

121.  On  peut  railadier  à  la  tbdorle  des  transbmiatkina  de 
eantaat  une  méllMide  d^intégration  des  équalions  simultanëeay  due  i 
Korkine  (t),  et  dont  la  démonstintion  direde  exige  de  longs  calcula. 
Vune  manière  générale,  aott 

<5I)  Y,=:0.      ....     Y.^0 

un  sysième  eu  înioiutioQ.  Suppoaona  qu'on  ait  obtenu  une  int<|grale 
eoniplele  de  Têquation 

OU  poarra  alors,  nous  senons  de  le  voir  (|  liO),  délenniiier  par  des 
calcula  algébriquea  d*autrea  foneliona  Z,  X,, ...,  X«,  P|, ...,  P«  lellea 
que  lea  formulea 

s'œZ,      «;=X«      piaPt»  (I,  *  =a  i,  a,  ....  w)t 

où  Y|  =2  X|,  définissent  une  translamution  de  contact.  P^  cette 
transformatioo,  le  sjslème  (&i)  se  change  en  un  nouveau  système  en 


(55)  *;=tt,    y;=so^    .-,    v:=ao. 


4sc  à  Smt. 
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T„  ...,  T;  étÊmH  et»  taucAm»  et  t\  «i%  j^.  Ptm\mt  <•  qfsItetMd 
«■  wKlaliM,  M  a  UeoliqiieiMnt 

Lis  tadioM  Ti  ne  eonlienntDt  dkme  pas  fjct  on  «si  nmené  à  va 
fljittHMs  en  invohiljoa  de  m  r*  1  éqintMms  à  I» -- 1  vari^^ 
h«r  friciwf  davantage,  aepiMeuiis  qw  les  équalioM 

M  cMlMWieBl  fM  s  et  aoil 

r  -I-  •  s  F  (x„  x^  ...,  X.;  a^  o^, ...,  a^ 

we  ial^grale.coibplèle  de  réqnalioo  f^  =s  a  |.  GomidéniM  la 
■atiea  de  eontael  oMewie  en  parlant  de  k  vslalieQ 

s  «4*  s  2^  F  V*!»  '^tf  •••>  '«t  *tf  't>  •••>  *«)t 

il  Aaidra  joiadie  i  catle  Nialion  lèi  anifaaiea 


^P 


*F 


'•^rfîf     '''^SJ/ 


(<  si.  S»  ..M  II)» 


el  ces  êqoatîona  définiront  x^,  ..«t  x]^  Ptf  «••y  pi  en  fandion  de  «o  jv 
Fmt  avoir  xî  par  exemple,  il  budra  éliminer  x^  •-,  xl  entre  ke 
«  dernitffee  équations;  mais  celle  étimination  eendnil  i  la  rrialion 
«rî = /^«  La  première  éqnalioa  dn  nonveeo  sfsième  aem  dow  m[  sa  0, 
01  les  antiea  éipiations 


vital  sjslème  en  in%ol«lion  ne  leniwrmant  pas  p^. 
Des  Iransftrmalisne  onalqpws  ont  été  omplojées  par  M*  Uajer  (0 
lier  la  méthode  de  Lie. 


I*  i« 


^MBaM 


9M    uçoM  tua  Lit  toiuànmm  au  steivlB  Mimny^ 


CHAPITRE  XII 


Théorie  4m  fiMpeiu  HMkode  géi<rato  riiMfratlM  (^. 


193L  Ataut  iTabonler  k  tUoria  àtà  fimpes»  iteuBOW  hs  fiM» 
railcf  mélhodM  d*ml^nitiiNi  qui  Ml  Mé  4lablMt.  New  wppoiariM 
AStimoaM  qiie  ?  ne  figun  |ias  du»  ki  AlMlioM  f  tt^ 
Soit 

m  syMèaié  en  invoiiition  de  m  dqoalaone  dittinelee.  Fmt  inligt» 
per  la  mélhede  de  Jaooiii  et  Ihfer,  il  iindrm  eenneneer  per  déter- 
miner H^m  runeCione  f^^i^  ...,  f^  àm  farieUee  x.-,  ji^  fermanl 
avec  lee  pnîcédentee  un  synlènie  en  in  velulion  de  n  fgnclioni  divtinctee. 
bit,  ii  les  éf  ualione 


pMvenI  être  rieoluei»  par  rapport  à p^  ...,  p.»  on  aura  um  inUginle 
eonipiète  par  une  quadrature.  S'il  n'M  eat  pas  ainsi,  on  OMploisra  In 
méthode  tfuivanltf  qui  est,  au  fond,  êquivalenta  i  In  prenûèrs  et  qui 
s'applique  à  Unis  les  cas  ;  on  deCenninen,  pmr  une  ^mmdrmiwrt,  ww 
funelion  O  et  dss^fenelions  P^  ;..|  P.  des  fariaUes  x^  p^  donnanl 
à  ridentitô 


il(:-Û)-p4d/|— P.4/:  =  dr—pjdXj  — •..•!».  cl«^ 

et  riulégration  sera  terminée  (S  lii»  ilT). 


^ 


<*i  Lie,  Befrêwéuu  eië»  îuêriÊmUm'thnfleéêt  Bffêknti'TmÊtftmmimm  UR 
imkê  jlMMlM.  t  TUI.  pc  SI3-nn:  Mé^  1X1,^  au-OSl.  •  TAmN*  #rr  r 
lin/fTtf,  tvciter  Aktftotll,  |i.  IIS-t'A 


aup.  xn.  —  TttÊoiuc  tes  Gr.oupc8.  306 

Dfeitt  h  nilhode  de  CftiKii  j  géoèffdMa  tt  M),  M  piwèib  a^^ 
On  €9l  nnené,  m  cflht,  i  intégrer  b  système  eonplel 

eappeesiie  ^*ua  ait  iiiU^fit  le  eyiiltee  eomp^ 

^eil4-£f«  qii*oii  ait  tramé  les  S»  —  m  ialigiiles  da  sjtièiiie  (S) 
qoi  ae  eootieniieat  pas  r.  Ce  système  (S)  admetlim  en  entre  «ne 
antre  intégnie  ^i  contiendra  néœssairement  s»  et  les  considéntiens 
taqiojétM  an  1 111  ukmtreiit  eneore  qne  cette  dernièfe  inlûgrale 
e*elitiendni  par  nne  qnadreture.  Ainsi,  abstraction  lailo  d^nne  quadra- 
Inre  finale,  la  dilierenee  des  denx  méthoilus  pent  être  caractérisée 
conune  il  snil«  Dins  la  méthode  de  Caudij»  on  cherdie  Tint^grale 
fsénétfale  du  système  complet  (^  tandis  que,  dans  la  méthode  de 
Jeesbi,  en  chereKe  seulement  les  n  —  m  infégnlcs  de  ce  système 
qui  lormenl  avec  f^^  — ,  f^  nn  nomrean  système  en  invointion. 

Les  den  méthodes  penvisnt  être  eonsidérhs»  en  Fa  d^  remarqué 
pfneienrs  Ms  df  09|  90),  eomnw  des  cas  particnlisrs  d'une  méthode 
plus  générale.  Bupposonst  en  eUely  qu'en  ail  ehlenu  un  lyiliime  en 
iufolntien  de  m  -i-  k  équationoi  renfennanl  le  s^elènnj  (IX 


%d  quTon  eadbe  inl^rer  le  système  omipict 

en  anra  par  une  quadrtriura  une  inlégmle  complèle  dse  éqnatione 

cl^  par  enitcv  des  équations  (!)•  h&  preblème  de  rmlfégnéien  peûi 
dsno  être  peeè  nfaisi  :  IVsufer  mm  tffHèwÊe  oh  iwrof uWÉn  àe 
sn  «#•  h  â^tÊÊÊÊÈ/ÊÊÊM  tfisfemsim  nemnrannnl  liu  doMnitaw  fl  V 


«    . 


•  -• 
tii  ft  sO^  «■  •  k  «Mwii  4a  GHMiif  ;  rf  *  «  »  —  «,  w  •  k  MédHia 

133.  Géh  ipoti»  jmhîmw  4«*m  ail  olitaNi  fàmmtmn  kl^nte 
?••  •••!  tA«  «&>ttûcl«s  d»  /"^t  ••.«  /«»  ém  tyaltaM  «iplit  (S).  D*apièt  te 
tMorèma  de  Msaon»  foutes  k»  partnlhèbCt  (f |«  f^)  aerMit  ém  telè* 
palet  du  même  ejiiteBM.  Nous  pouvons  doue  teujoun  eu|ipoeer  fuu 
Uê  m  -h  h  fendions  f,,  .«.^  f^,  f,»  ••.,  f^  sont  distindes  H  Vie  tes 
{larHiIhéftes  (%^  ^^)  s*expiinieni  au  moyen  de  eea  fondions  elles- 
marnes;  car,  s*il  n*en  Mail  pas  ainsi»  on  i^oulerail  eee  parentbéees  auK 
inteirrales  déji  ebtenuee  et  en  rseommeneeimil  les  .mêmes  epémlions, 

Plusieurs  caa  peutent  se  piéeenler.  Si  fc  ss  Sn — Sm*  rinlégmtten 
est  lerminde  immédiatemeni  par  la  niélUode  de  Caucby.  Suppoeoue 
h  «c  3h  —  Sm  d  adrodlons  do  plus,  pour  Daer  les  idées»  qu*auainn 
dot  parenthises  (^i,  f^)  n>si  idenliquemenl  nulte.  Si  A  ed  fuiste  dn 
Su  —  8  m,  il  y  aura  avantage,  en  géuéral,  à  laminer  Pinléffalâon 
par  la  mélliode  de  Caudiy.  Pour  appli«|uer  celle  de  Jaoobi,  il  teudm 
miy oindre  aux  (onctions  /"i,  •••»  /«,  une  des  intégrales  d^  obtenues» 
f  I  par  eiemple,  et  cheroher  une  int^égrale  du  système  oompld 

(/;.»)  =  o,     ...»    (/«.♦)  =  (^    (fit  ♦)==«. 

En  opérant  ainsi,  il  semble  que  les  autres  intégrales  f  »,  f  »,  •••,  Ça  ^^ 
servent  plus  à  rien.  Il  ed  donc  naturel  do  se  demander  ai  on  no 
pourrait  pa;»,  sens  renoncer  i  la  méthode  de  Jaoobi,  profiter  dn  ces 
intâgrales  pour  simplifier  davantage  l'intégration  d  qud  ed  te 
meilleur  moyeu  pour  dilenir  ce  but.  La  réponse  à  cdte  question 
nous  sera  fournie  par  la  Themrie  cfet  fronces»  qui  est  due  enoore 
i  M.  Sopbus  Lie. 

12i.  Soient  if|,  ...,  m^  r  fondions  didindes  des  In  fariabi^a 
«,, ...,  ar.,  p»»  •••,  I»..  On  dit  que  ces  foncttens  forment  un  grêupê 
d  toutes  les  parsnthéaee  (ti^,  n^)  s'eipriment  au  moyen  dm  fondions 
M|>  ^j«  •••f  Hr  sentement 

(i«if  ^t)  =  fit  K»  ^M9  -I  u^),        iif  i  =  i»  S,  ..•»  r). 

•  •      • 

Le  nombre  entier  n  ed  Tordre  du  groupe.  Si  tontes  les  fondions  f^^ 
sont  identiquement  nulles,  te  groupe  se  rE«iuit  à  un  système 


CHAP.  X0.  -»  TutoBie  lies  groufcs.  907 

bifoMiM.  L*ovdr0  d'an  groupa  mA  êu  plut  égal  à  Sa,  de  Biéme  qm 
Tordm  d^uii  wjMmê  ta  iavolutHiii  ma  peut  dépaisanr  n* 

TMle  fcndMNi  dt  n,,  «,,  ...^  «^  tdie  que  F  (ti|, ...,  u^  a|ipartieiit 
■u  gmipe  {u^p  •••,  u^  Étant  douiiées  deux  foncliont  F  («i,  •••,  u^) 
et  ^  (ti|,  é*.,  «r),  appttlenaDl  à  «n  même  grMipe»  il  en  est  de  même 
de  k  panenthèse  (P,  4»).  On  a»  ca  cfist, 

^*  *'  =S  lî^.  ^  ^•''  "'^  ""?  ?  ^.  5^  '■'*  ^""  •••  •^>- 

Il  mtU  de  li  que,  si  on  eoiiiidtTe  t  lbm;tioas  distim:!»  quekonqiies 
^tt  •**t  Vr  eppanenanl  au  gnwpe  («i,  •-»  HnX  ^^  ^  fooclioos  forment 
encart  nn  giunpe,  puisque  les  partnttiêses  (ri,  Vt)  sespriment  au 
mofen  de  Up  ••.,  u,  et,  par  suite»  au  aMjen  de  t|,  ...»  v^*  Neus  ne 
oonsidércrons  pas  les  groupes  (u,, ...»  «^)  et  (r^  ..•»  v,.)  comme  deux 
groupes  distincts,  mais  témirié  deux  f^rmtM  d*un  même  groupe.  Il 
est  clair  qu*ua  in^upo  déterminé  est  suseqiUble  d*nne  ififinité  de 
formes  dilKmites.  On  lumarquera  que  ai  un  groupe  est  en  involutiou» 
toutes  les  formes  possibles  du  gnrape  seront  également  en  involulion. 
Donnons  encore  quelques  définitions.  Si  les  fondions  ii|,  ...t  f^ 
dTun  groupe  d*offdre  ^  appartiennent  à  nn  groupe  d*ordro  r  (ii|, ...,  tf^, 
m^^u  •••»  *frX  ^^  ^1 V^  ^  second  groupe  contient  le  piemier  an  que 
le  premier  est  nn  soHs-ifrttfjM  du  second.  Une  fonction  v  est  dite  en 
inrolulidn  avec  nn  groupe  (if|, ...,  n^)  si  on  a  (r,  Ui)  s  0,  queNe  que 
sait  la  fonction  tC|  du  groupe.  Hua  génénlement,  deux  groupes 
<«i,  ...y  u,)  et  («1, ...,  rp  sont  en  inrointion  Ton  arec  l'autre  si  on  a 

(«t^r^ssO,  \issi^%...^r;    ft ae  1, S, ...» p); 

dsnx  fonctiom  quelconques  n  et  r,  appartenant  respectivement  i 
diacun  des  groupes,  seront  toiqoun  en  involution.  De  ces  définitions 
découlent  immédiatement  un  certain  nombre  de  prspriétés  dont  la 
démanslratiim  n*offre  ancunc  dlIBcnltë  : 

i«  S  nn.a  a  fonctfens  «1»  «1, ...,  «^  tsUes  que  loniss  les  parembèses 
(«,9  n^  sfipriment  an  mofen  de  ces  fondions  elles  mêmes,  eBaa 
nppartisnnsnl  à  nn  groupe  dont  l'ordre  est  an  plue  égal  i  t.  Ce 
gnnpn  aara  dMre  s  ai  les  s  fondions  ssnC  distindes.  Ftnr  prendre 
k  cas  général,  anppoaona  quiH  niait  f  rolatlona  dislinelsa  entre 


t 

^ 


di  •  —  4  d*Mtra  «Uit»  toit  «^  m^  ««•»  is«»^  ^ 

ildi  iMKliMs  de  «1,  •••»  iv^f  IteaacM  •  ^>  f  IflucâioM 
iw  ipmipe  d*onlre  •  *—  f  • 

S^  Êluil  diNuiés  «Imul  flmnittM  Q  dt  G'*  Im  fanolioBS  mû  immi^ 
liMUieiil  à  k  bit  à  CM  dau  g raapM  iumitmi  mu  imi^itae  K^^Hipow 
Ka  eflRH,  supposoM  ^M  1m  diMS  grmapM  aicat  f  iMctioa»  dwtiMiM 
eomoittiiM  iTi,  .••,  «Y*  TmiIo  pirMtlièM  (if*^,  «i^)»  devaiil  appiriMir 

i  U  lois  aiii  deux  fi«Ni|i)M  U  H  G\  «VspriMiïffm  ail  iii«»)i«  do  av^t  ..M  «^^ 
>TlMte  Itaoïhnnalîoa  de  cealael  es  x,  i»  duaie  ••  fiMipa 
d*eidM  r  (ii|, ...,  «,)  en  im  miivmii  nfMipe  d'uidiv  r  (aiî^  •••^  Ur)  et 
diaqae  paiMiUièiie  (iC  tiiv,  s^eiiiriMe  a«  iBop»  de  «î,  ...,  t»^ 
ceuiMe  («n  «i^pcau  aiefcii  de  ii|»  •••^  «g.  SJeMi 


Im  tmMlM  d^  lraa«ilennalie»|  X^,  P«  éUiil  dM  &hicIhmi«  de  x^^  ji^ 
qui  vérileiii  Im  tehUeni 

(X^Xi)  =  0,     (X,,P0  =  O,     (X«PO.^-l.     (PaPà)  =  Û; 

Wi,  ii,t  ...^  i^  M  dbaogMMl  eft  «î,  tij»  •••»  ni»  en  a  vu  fii*ea  avait 


de%ieyiicnl  doae 


Kiiparlicidier,ai/UsO»eaMiidenêMe(«:,«;)sO<|ll1). 


UBL  La  llaletie  dM  giMipM  Rpeee  aiv  le  lUertaM  eaifaal  fai 
Ml  faadaatflal  ; 

TÉtontmc  ^S{  r /bueMene  dtaOïièlM  «i»  -.»%4Mf  iieaHaUM 

'ii  ***i  ^(M  Pi«  •••#  f^  (MMfWineM  vu  ^MMipe  v  #9vpe  ^^  IM  i^  tf^'Hi* 

/#  "Mirai  MN  eyelrine  ceiiijilrl. 


oup.  in.  «*  nfoiUB  Ms  enaonau 

Vthùtd  ecM  r  ëqvatkias  sdoI  éUUnOm.  On  i^àl  appiijé  plumars 
im  fv  t«te  pfopriélé  qui  a'nl  q«*mi  c»  partieriier  te 
ite«li<e  M 1 87.  Vamrars^  fl  ctl  tité  dfe  !•  iMSer;  p^ 
r  éi|MtfioM  ae  ftttMot  p»  JiaBttetoi»  il  firadmil  qw  tout  les  ditar^ 
minulfl  d*M^  r  eontemis  dtm  le  tiM«i« 


£!!! 
•»'. 


•^f 


nds  «•  même  teaps,  ce  qoi  esigecait  qu'il  j  eût  VM  whliwi 
M  aaiM  eotre  «,, ...,  «»  eMtraiicflMat  à  rkyyollifae. 


niealilé 


((«i.%X/)  •♦•  ((«i.  A*»»)  +  ((/i «iX  •»)  =  0 


A*  (A*  V))  -  A,  (A,  r/))  =  ((II,.  «hX /). 
A.  (A.(0>  -  A.  (A,  (/))  «  î^!  A,  (/)  +  ...  +  ^  A,(/), 


^M, 


*«* 


M  qw  Mwùùltn  M  pfiipositioii* 


RDOMinc.  —  La  wèdfntpm  ém  thteitaê  CM  «ncle.  Si  mi.  a  r 
CNiclioiit  dkliiielit  f|,  .••f  f^  àm  2a  tariaUei  «n  ji^  poar  qae  I» 
réqaaiioas 

Carmcal  aa  t^ptiêaie  oaipleti  il  ibat  el  il  cafBt  qae  les  r  feadioas  fy 
dMlenaiaeal  aa  gfoape  d'aidrs  r.  Ea  afiblt  iTqprts  TideaUlé  4erile 
plas  bnO^  toalt  iaUgiab  te  ee  tytIèaM  ikit  «Mflar  r«^^ 

si  la  SfsièaM  €il  osaipMy  CBlte  éqatUoa  teil  Mia  aaa  coatéfasaoe 
tes  faMaihaiy  ce  qai  aé  peal  atair  liea  qte  n  (fi,  f»)  ctt  aaè  fcatlisa 


•Mf  fbn-r»  it  iMlt  mire  iaUgftIt  •'tsfrioM  «u  isoyM  d«  oéllwlt. 

Ii*aprèt  k  ttiJûKinii  4t  Mttoa^  In  tiptuioM  (941  «^  mImI  mmI 

49t  ial%»|«i4t  (8)  itf  fir  Mitto»  t^cifrineiùttl  au  mo|Mi  def»|t  •«•9 

t*f  »«4^  Cot  Sii -- r  McUoM  téteniuMiit  do«e  «a  gr^ 

d'ordre  Su  «^  r»  émi  iMitii  l«i  ftwdiiKa  iMl  en  involuliM  mm  !• 

grpupo  priinilif.  Oo  Taiipello  le  §mipê  jitlaifv  du  premier.  I>e 

^iielioiie 

forment  à  leur  tour  un  eyM^nie  eomplci  qui  admet  Ice  r  inûgralee 
dUtinctea  «1,  •••,  n,  et  dont;  far  eon^lquent,  leulea  Ice  inUtfralcn 
H*eipriment  au  aM>yea  de  ff|, ...  u^  U  j  a  done  véelpraeité  entra  les 
doux  sfoupea  (U|, ...»  u,)  et  (e,,  ...^  f,».,);  eliaenn  d'eus  eat  le 
icreupe  polaire  de  Tautre.  On  lea  appeUê  pour  eetle  rniaon  freM|ife 

Le  groupe  polaira  d'un  ipmupe  donné  ne  compeaant  de»  fonelionii 
qui  «ont  en  involution  aver  ce  groupe,  il  est  elair  que  toute  tmntfuiw 
mation  de  eimtact  change  dru&  groupée  rfcipmquea  eu  deux  groupea 
réciproques. 

138.  Une  bnrtion  V  appartenant  à  un  groupe  (U||  .^9  w,)  eat 
dite  une  foocliciu  dbKiitf  ude  (umuget^ieimélê)  de  oe  groupe,  lonqu'ellô 
est  en  invention  avoe  toulea  lea  fonetiona  du  groupe.  U  auit  de  I& 
que  les  fonetiona  distinguées  d*un  groupe  sont  les  foncliona  eommunea 
à  co  groupe  et  à  son  groupe  polaire;  deux  groupes  polaires  ont  lee 
môinos  fonetiona  distinguées»  les  fonctions  communes  à  ces  deux 
groupes.  Soit  (i>p  e^, ...,  t^«.r)  le  groupe  polaire  du  groupe  propoaé 
et  F  (jr,  p)  ime  fiinftion  dintingiiée  commune  à  eea  deux  groupes; 
F  («Ti  p)  pourra  a*esprimér  comme  funelion  des  Ug  ou  comme  Csmetioa 
des  rji  MHilemeut.  Il  en  résultera  done  une  reialion  de  la  forme 

**  ('t  F)  =  U  (m.,  ...,  u^)  =  V  (r^, ...,  e„-r>. 

S'il  existe  m  fonctions  distinguées,  on  aura  amai  m  relations  dislinclM 
entre  les  fonctions  des  deux  groupes 

0)      1*4  («l»  •••!  M^)  =  Vi  (fp  ....  f.«-r),  (f  =  1,  %  ...,  m). 


cauip.  xn.  -*  THCowK  des  omîmes.  Ml 

AMprofoemefity  tll  eiiste  tu  nshlkn»  dittindes  et  m  seulement 
ciitfB  les  fbodioQs  de  de«it  gfOUpes  poltirtey  cet  leletioM  ont  ftéd» 
eteMttl  k  iMioe  (7)  fl  ko  Iboetiotis  distiliipiéee  sont  an  iloiftl^ 
En  ellieC,  fcs  9n  fonctions  u^f  •••,  «^  «p  •••,  rt..^  appertiendront 
«loni  à  mi  groupe  d'eidie  Sn — m.  Ce  t^Hipe  d'oidre  Sn — m  admet 
nn  ffVHqpe  polam  d'ordre  m,  dont  toutes  les  Sonelions  ssnt  éridem« 

nwnl  diatinfuiet  pour  te  groupe  primitiCi 

• 

19?.  Étant  donné  un  groupe  d*oidro  fr  îl  ^  important  de  saroi^ 
roeonnaltro  combien  il  renferme  de  bnctiona  dislinguéen..Bardétt* 
nitîon,  il  asiate  autant  de  Ibnelîotts  diatingnéés  dana.  fc  groupe 
(«gy  •••,  «^)  quTil^  a  d*intlgralea  dialinelea  do  ajstème  complet 

^ui  ae  rêdmienl  A  dea  mnctiana  de  9i|«  •••$  n^  ORUlement*  IViaona 
Im  éfÊÊtàom»  (8>  éttietuioA 

<»)} •* «•••• ' 

I  A,  (ir)ss  ^  (1^,  W,)  > -^  («^ «;) -h ... -t- j^  («^  ««,)  se 0. 

On  a  ainai  un  système  de  r  éq[uatkme  linéaim  arec  r  variablea 
indépendantea  aenlement  tip  ii,,  ..*,  jM^  puisque»  par  hypothèse,  les 
parenthèses  (hi,  «j)  s'expriment  au  moyen  de  il|«  n^  ••*»%^•  Suppo* 
aona  que  cea  r  dqnations  sa  riduisent  à  r  ~  m  équationa  distinetes, 
par  exempte  aux  r  —  tu  premièrBR, 

Ma  équations  («0^  tement  un  ayatènse  complet*  L  identilé  de  Jaaobi 
MM  dinM^  «  «M,  M  mpponat  (ii«  «^  sx  f,»  («„  ...»  m,), 

et,  yr  lailt^l»  pwrf»  iwk»  ^wiiwt  to^jwrt»  »Vifriw»  Hil»l 

A,(0),...,iU,(D). 


3IS    Lcto!»  iCR  US  iQUATHMSi  APS  ÊÊÊÊPtin  r^wrinm, 
•  te  aiiffm  dose  fo  iioaihn»  iêê  ftNMliiM  iMUingirfM  «  chordMit  It 

iwiMl  an  mèrn^f  r^idra  des  piMucn  ÉMMsrt  Ai  Mcrmiauil 

i|oi  fMil  dUKmitodeiénK  S{  ce  •«MuroitiMiil  «•!  nul,  <<iiit  fw  l>Mi 
1^  miMiiri  é'érdre  1»  S,  ,••«  <i«»  — 1)«  mnj  fur  Imm  Im  nrfiiMvv 
é*0rdfê  m  «ttiml  itiili»  If»  âfiiiilteiw  ^tf)  «0  rMimnil  é  (r  «—  «1) 
dftiflItMi  Uii^otrM  rftiMMt«%  H  h  §mmfe  mdmm  m  fmtHmê 
di»tingu^e9  djf Itncfa». 

Vue  tuU  inmvé  le  Aonibi^  in  âm  fouHions  dbtiosuéM»  li  dUteimt* 

Mtion  «le  !:«•  Ibaftion»  «^llfiiHn^niii*  «^i|{!e  ViâUnEntàm  du  lytllat 

.  complet  {i(ï\  c'tfsl-ÀHlm  les  op^^ntioM  m»  m  «-*  1»  —,  S,  1«  ai  o« 

ap|ilM|iie  la  aiâlbiMkr  do  Mavar.  Gat  ofiéralioM  ae  aimpUMeol  ti  aa 

cannail  di^ji  >  ftMieliaiia  di4liafttt6ea. 

Si  le  déleriiiifuiiit  D  a*ast  |Ma  nal,  la  gmiipe  na  laftfbnMn  aMcnaa 
fondioa  dkl|i)fl^\  Go  cas  na  paunra  ta  prSaealer  ai  r  asi  impair, 
rar  U  est  un  dùteiiainaiil  iraiiclio  d'après  lea  idaliam  («i,  v^)  s  0, 
(Mi*  M*)  -t-  (vtf  M|)s=0.  Doae,  laiU  grmm^  dtmrdn  iwijiair  rtmferme 
mu  tMotna  tma  fomeUêm  MUtimgnét. 

Soianl  U|«  U^,  •..,  U^  lea  m  fûnclione  dittingnAet  di^Artea  d^ui 
iritmpe  (ift|t  ••.,  «,)•  <>WH'|ue  la  délemiiiiatias  de  vm^  CsMicikiM  csiae 
en  KéaAral  de»  ÎDlégmtioiH,  an  jtetti  lar/atini  fermer  un  •ffêlême 
iTeif  ualfona  Uiiêcrîrts 

.   (il)  B,(/)  =  0,      ...,      B,r/)=rll, 

«ff  If irafenf  aii  tysleiiie  aaiitpirf 

(i2)  (iv/)  =  o,     ...,     (î;.,/)=:0. 

Soit  (rg, ...,  r,«^^)  la  groupe  polaire  du  gronpa  propaod;  to  éipMK 
tioiia  HS)  adroetlent  lea  intégralea  ii|,  •••,  u^  a,,  ••.,  a^».*rf  ^ni  •• 
rédttiiient  à  811  —  m  fouclione  dielindae.  IVait  ajulèma  da  m  ë^ualiona 
lioéairf>9  ilMinrtea  admettant  les  nn^mea  inli^gralet 
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éfvivalMt  M  irfléiM  (11).  Gela  pwS,  kl  r  ^qtatiom 

âteeMcnl  kt  Mégnlei  «i»  ••*,  tVi^rt  et  9  en  eeni  de  m^me  de  toulo 


(1.-1)  \(iip/)-»---*->r(«^/)  =  Of 

1L|9  •..,  Ir  'tsnt  dee  eoeffidenln  qiMlcoiH[iiM.  Celle  noiiTelle  éqnaliott 
•era  nêritèb  pour  fsz  «,,  ...t  /=:  «i^  iimimi  qiie  les  coeWdeate'Xgy 
•••t  >^  vérifleni  U%  r  rettUon» 

Xt  (ti|,  «i)  -f- ...  -t-  V  (n,^  «<)  =  0,         <<  ==:  4  »  9.  ..••  r). 

Oa  a  un  ajelteM  de  r  équalioiis  linétireff  et  honogénes  dont  lé 
dèlenniiisiiit  est  iinnciaéiiieiit  D.  Pur  hjrpoIhéM»*  es  dMeminant  est 
aal,  ainsi  qne  Ions  ses  minenrs  d*eniie  m  —  1,  sans  qne  Inos  ses 
minenia  d^eidro  m  soient  nuls.  On  ponm'done  IronTer  m  èquatisttS 
dislineln  de  la  fbrme  (19)  admettant  le^  intûgialcs  «|,  ..«^  %•  Ces 


B,(/)=:0,      ....      K(f)-0 

ndmsilent  ka  inMgfales  Hg,  *••,  «,,  r,,  ...i  rt»«r  et,  par  eans^uent, 
braient  nn  qstfrfne'tqniTalcnt  au  systime  (12). 

128.  Panai  les  formes  en  nombre  infini  d*on  mAme  groupe,  il 
eit  natnrd  de  prendre  poar  forme  eanûmqHf  edie  p9ar  laquelle  les 
psrenlMses  («i,  u^)  =  f^^  (« ,, ...,  «^)  ent  les  valeurs  les  plus  simples 
possible.  Si  on  considère  d*abonl  nn  système  en  insoluliony  tonle 
antre  fmne  da  nrfne  groupa  sere  éitalement  en  involution  et  le 
gnmpê  est  lédnit  de  Un-mème  à  la  ferme  canonique.  B  suffit  done  de 
mnsid<rer  nn  grenpe  dilKrent  d'un  système  en  inrelution.  Remar* 
qnana  d'abmd  qne,  si  es  groupe  est  d'ordre  r,  0  icnfcrmere  an  plais 
r— S  fendions  distinguées  distinctes.  Kn  effet,  s'a  an  m^f  r~i, 
^»  •••f  %'-tf  <M^  eomplètcrsit  le  grenpo  en  i^jontant  à  cellos-là  une 
fendisn  T.  On  aurait  alon  les  rslatioM 


el  la  giunpa  aa  iMuiraH  i  «n  sysHnw  en  inTolulion. 


*      M 


UKOm  MA  UBS  CQUATMm  AQS  BtelTtal  PAlITHQLUi, 

• . .    ^"  " 

PiMOM  dpM  MA  |nMipt(i»ûi*««  «,)  BM  M  Ittvéliiteh  i||i«ofi  «ira* 
ImmUmma  dktiagwét  d»  gimipe,  dt  telle  Oiçimi  fut  rjliMi  M  moiA» 
dtt  •xpwjiiom  (n^  «^  •••«  (w  g»  «,)  toit  diWrratj»  de  |^V  Ob  puiirft 
trouver  iim  a«lr»  tbadiiMi  d«  p^P*  F  (ii|,  •••9  «f ,)  Mtkfatiftttt  i  Ia 
coAdilioA  («19  F)  =  1.  Ea  eflM,  ctlte  coAdiCiM  dé«du|i^  t*éenl 

K»  «H)  j7  -^  -  +  Kt  •''>5f5;  =  *» 

et  oA  â  pôor  déCermÎAer  F  SAt  dq«ation  linéairt  dMl  W  pr«AiSar 
niemlm  a*mI  pM  îdenliqiiMAtAl  auI.  Prtnons  pour  m,  uaa  lutéfrule 
de  cette  iquatioA»  de  telle  »orte  fue  Toa  «il 

Je  dis  fu'eA  peum  coAiplAler  le  groupe  avec  t  —  \  IbueUeui  «î»  .^\ 
«r  •  i  vérifia  Al  les  relatioQ  t 

(u„F)açO,     (w,,F)sa. 

Si  OA  auppbee  que  F  est  uAe  sioiple  IbAflioQ  de  M|,  ...«  n,, 
éf  uatieAt  s*«criveAi 

^^      i         %  *F  _       _  -         V  *F      ^ 
dF  dF  dF 


elles  seul  dvidemimeAt  dislineies  et  rormral  ua  ayslèiae  eemplett 

K  K.  F))  -  (ti„  (M,.  F))  =5  ((n,.  u,),  F)  =  (1,  F)  «  a. 

SoieAt  tf*9  •••,  iC.H  rr-S  eofulioAs  disliACles  de  œ  sjelèAie 
UA  troupe  d'erdrp  r  --  S.  |iPs  r  fMielioAs  «f|,  «g,  «i|,  •..,  m\,^%  eoAl 
ÎAdipeAdautes;  eA  effet,  toute  retetîoA  OAtro  ees  ioertioAS  eeutieAdniil 
ttèoesiaireAieAt  A|  ou  ir,,  «g  par  eseuiple.  Soit  ' 

♦  (•••f  Ait  a;,  ...,  a;.,)  =2  0 
eette.relatioA;  sa  aArait 

di 

et  te  proAuer  uieAibre  se  réduit  i  »  2^  » 


aup.  sti.  ~  TflCoiiis  Ml  mmmsB. 
On  fêwtéomt  <aiictr  le  théertiiM  •iii%-alit 


ÊUmi  iênni  nm  §miÊpe  {n^^  •••y  t^)  nom  «•  invoUMùn,  M  jmil 
iùujomn  iitêmfmer  m  §ramp9  tm  émm  mÊirm  :  tm  grêHp$  4$. 
énm  fmcUmêê  «g,  m^  fdfcv  f Hi  (ii|«  «,)  ss  1^4t  tm  froiqM  #9 

1^  *^  S /viWfMM fl|y  tigf  •••)  ii^^if  en  ifMPOltlfJ0fl  MI00  1$  JUVfllIVf  \y> 

iiiwiwTWi  w  rvttuciion*  sh  W|9  w^y  •••^  Mr— t  eti  m  IJUMBO  fB 
iBfolvliMy  te  (UNipe  prapoié  01I  nuimé  A  w  nmM  cftftMp|M 

A|f  F|f  tl|f  «««f  Hr— «I 

dk  X|  s  «y  P^  ss  «p  pour  laïuelle  on  a  let  idâlioM 

(Pv\)^u    (P..W)=o,    (x„trf)=«,    («;,ii;)«a 

Si  k  groope  («!,  tt^,  ...^  tC.t)  b*C9|  pas  en  inroliilioa,  en  M  ippli- 
i|nint  le  mène  procMé,  en  le  déeempoeeni  en  denx  gMipee 

A^  't»  •if  •••!  ^'^êi 

ei  (Vi*  •••»  «'-0  ^  ^>>  invoIntioBy  le  ejfttème  pmpmé  eera  ramené  A 
la  fMrme  eaneniqne 

A|9  Pjf  X,9  Fj^  t(|9  Ifgy   «««y  1^«>4» 


pour  laquelle  tenlci  lea  paienttiieea  aeronl  noBea^  naf  (P^  X|)  et 
(P^f  ^1)»  4»Â  ae  rédumnl  i  Tanilé.  Si  («2t  •••»  tC««)  n'eal  paa  en 
infolnlion,  on  leoommeneeia  les  niènies  qiétaUons,  et,  en  eonlinnanl 
ainsi  jnsqa'à  œ  qn*on  arrive  à  nn  ajstime  en  involntion^  on  Toit 
qn*oo  peol  toojonrs  mettre  nn  gronpe  aona  la  fbnne  cammtqne 


Kfisi  —  psfttKsMw  asslraslios  aséilfft  fft.n«^  si  «  «n  sw  ftHKliis 
<MSiè<s#>,^JW^— »lb<tfssgfcsrtks  taMsast  ta  «tant  fifIttaiL  UiSa— t 
an<i|f1w.wtffw^stâ^<s<tm<<satlwi  firnnilsts>ssa<ifpte^teieSs->l.ain% 
^^•CM  IslllpntoiSfl^  M  pMlllis  sssItscIlM  SiitlS(sSi^  fir  In  4m9I  éfsittHi  f^tlMM* 
i/IsBceêsisInlSs**!  IsMIsfini  ciSMMHMb  pÊf  SMMé^sMt*  fs  piMts  iispllltf  Is 
iWi<ts->SlsKiyStoay  ^■^,-WHililisliW  lililltM 


«j^fltf»^   Oii.fl^->%   ««  n%.%i.t»»< 


^  ™^a^B  B^^^'^^^^^^^^^^^  ^^^^^w^^pn^^^^^^^^  ^^^  ^^n  ^w^  ^^s^^^^^^^b^^b  s^^^^^v  ^^^v  s^po  ^^^rwow^^B^^B#r 
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Xj,  P»  étort  det  JMMlioM  ia<Upf  ftihntoi  lelltt  fM  tooUt  lin 
IlOMi  (F»  XJ  «kal  pmir  film  IVniM,  tudb  ^pie  1^^ 

Ua  graipr  rUml  léliiil  à  k  teiM  cuMNHÎqMt  les  éqwliottt  i|i|i 
(létarmmcDl  lai  faocUoBS  ilb(iiigiii*e«  il  (X|,  .••,  3C«^«»  I\i  •••»  P^^- 
pnHUMint  la  forint 

toute  fbndkm  disUnjpiée  ae  védail  doM  à  une  suDiiie  tomdkm  de 
^f*^i»  ««M  Xc4«.  Ia  dîBireoce  entre  le  sonb»  des  fiMMlk»M  di4^ 
d'un  (foupe  (9f  4-  nt)  et  le  nombre  des  fMictioli»  dietingnéei  m  eet 
done  toQJoQrs  uo  nombre  pair  $f  • 

En  réuniuant  tous  i-es  résultata,  on  peut  énoncer  la  propowlion 
suivante  :  ' 

Timi  grmipe  de  fièneilên^  peui  élire  rmwk^hé  i  In  /iirme  cvnenlftie 

A|,  1*1,  •••«  X^,  "gi  Af  ^If  •••!  Af  >«9    . 

é 

peur  kupiMù  Unies  Icn  parenîhèâeê  $mU  nnifet»  amt^  fee  jinrtii* 
tfcdMs  (Pj,  X^X  f**<  '^  nMniffnC  à  fnnlld.  LMfimdiùHM  dUiinguteÈ 
dm  groupe  eetU  le$  seules  fefuUeme  de  \^^\^ ...»  X«4.«. 

la  d^érenee  entre  ferdre  dn  grempe  eC  le  nemHv  dte /imef iene 
Meiwguéee  et(  «in  nombre  pair. 

199.  Étant  donné  un  groupe  eanoniqne  d'eidre  9)  -*-  m  <9n»  e« 
peut  trouter  d'antres  groopes  canoniques  renfennant  edui4&»  em 
particulifr  des  iproupes  d'ordre  in.  Prenons  d'abord  un  groupe 

(A)  P|f  P|,  •••,  P^»  X|9  ...»  X,,  Xf  ^ly  •••»  ^4^»»         \»  ^  U)p 

renfermant  des  bndions  dittingnëet.  Supprimons  une  de  ces  foncUona 
distinguées»,  X,^i  par  exemple»  on  a  un  nouveau  groupe 

\p)  P|,  •••»  r^f  X|f  •••»  X^  Xf^tf  •••»  Xf^«y 

dent  le  giwipe  polaire  renfermera  X^^i  et  sers  de  la  forme 
(C)  X,+i,  ITp  U,, ...; 
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AiHews,  Xy4.i  ii*e>l  pis  mm  tamdûtm  disUngiiée  du  gimipe  (C^i* 
poMfiMb  a'appftttieiil  pas  an  groupe  (B).  Qa  pour»  doae  IrsMer 
dtfls  (C)  aœ  autrs  foncUiNi  P^^i  tdle  ^pw  {f^^u  ^4.1)  s  i* 
P,4.t  as  peut  sppsrleiiir  w  gfMps  ( A),  our  si  sa  «vail 

•f +1  ^^  f  (Pif  •••?  Pft  J^f  ••••  Xf^w/f 

sa  sa  dédiainnl (Xf^i)  Pf^O  ^®*  Par  eonséiiiieal  Iss  fimclioas 

rormenl  an  aoutvsu  gmope  cansniqua  (  Ay  «  rsntamaal  le  groyps  (A)» 
si  «Tsat  une  fiinctîon  dîstinsuée  de  msias. 

Ea  rêpèlaat  les  mômes  opéralioas  sar  le  groupe  (A/  si  ainsi  de 
saile  aalaat  de  fuis  qu'il  est  aéosbsstrs,  sa  toîI  qoe  loal  groupe  caas- 
aiqae  esl  lenlérroé  dans  un  antre  groupe  csnoaiqae  qui  a^aduMt 
pss  de  Ibadioas  distiiiguêes. 

Pqnisas  ua  gioups  de  celle  espèce 

P|«  Pgf  •••9  P^,  A|t  •••9  \^i 

ta  lai  ilîoalanl  aaa  foaelîsa  X«4. 1  da  groupe  polaire^  oa  a  aa 
grsnpt  laufennaal  uni;  faadioa  disliagute 


Pjf  «««f  P^i  Ail  •••9  A^,  Air*- If 

que  Tua  peal  esaipléter  ea  ajouisnt  une  foaelion  P^^i»  de  Ciçoa  à 
aa  groupe  caaouique  de  S^  4-  9  tenass 

*  gf  •••f  Pf^H  ^f  •••#  ^*t+lf 


ibaclîsa  disUagaëe.  Ea  csallaaaal  aiasiy  oaamfuroàaagrsapa 
deSalenaes 


Pff  •••f  P«f  ^f  •*•$  3^ 
■Vf  •••*  ■€•  '^it  ••••  ^♦f 

M  jMff  te^rsaro  f#aassr#«a(rie  fmtttmm  P^^i»  ft  P.»  X«^»^i» 


818    VBÇom  tra  ija  AicAnoiit  aux  nbuf  tes  mmicubs. 

formeni  «n  fffêufê  ttm^niqiÊê  de  %n  iêtmm. 

I80>  Le»  rt<uH>li  Jtt  p^wigrapin  ftieiilirt  fÊntiÊltÊmÊiéêwimmérm 
UM  qiMiiiM  qui  ni  Irtt  imiporiaAto  dbM  la  théorit  te  groufMi 
fiUùil  doûii£s  deux  git^pci  d»  r  fiwiclHim  (ag,  •••,  ««)  «1  («i»  •••»  v^)» 
dau  qiidt  cat  paiInMi  passer  de  Tim  i  raatre  par  «*e  tonsfennalioa 
de  contacl?  En  terniea  plus  prèûSi  qiM  faul-il  pour  qa*il  eràla  wtm 
fraMtormaliaii  de  cantacl  chanfeanl  «i,  .••>  «^  an  de  MUfallaa 
fbnctiocie  tr^  ...,  ir^  qui  t'eiprioieul  au  aMyea  de  «n  •••#  ^r^ 

Il  eel  ^f  i«ieat  d*abonl  que  loole  IraaaformalkMi  de  coalad  àe  ehaage 
pas  le  Btimbre des  faactkait dialîaguéea d*ttii gro«pa.|httr eaueéqueid» 
le  problème  ne  «era  poseilde  que  si  lee  deux  graupea  oui  le  mèma 
■Mubre  de  foncticHia  distinguées.  Celle  condilioa  uécmiiire  est 
d'atlleun  suffisante.  Kn  efleC,  soit 

♦l»  •••!  *f»  ^|t  •••»  ^♦•t 

un  groupe  d*ordre  r  =  S9  4-  m^  avec  m  bntlions  distinguées.  Nous 
fa«ions  de  voir  quUI  existe  toujours  d*aulrai  fonetloua  Pf^^n  •••!  P«i 
X,^.4*i»  •••!  X.,  telles  que 

F|f  •••f  "41  X|9  •••«  \„ 

aoit  un  gMipe  canonique*  On  aura  donc  les  rslaliona 

(XoX^  =  0.    (X..,  P,),  =  0,    (P,,P»)  =  0.    (PoX,)=si. 

(1,  *  s  i,  S, ...,  tt); 

par  suite  Q  llSy,  an  puiim  liunTer  une  anirs  fanaitsn  O  (^|%)b 
telle  que  les  formules 

définissent  une  transformation  de  contact.  Plir  celte  limnifannalian» 
.la  groupe  conakléré  sera  ramené  &  la  forme 

Pi»  ••'•  Pt»  *i»  •••»  •*€♦•? 
tout  autre  groupe  du  même  ordre,  ayaul  le  même  namWs  m  dt 
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tecliont  ditlingiiéts,  poami  éln  noieiii  i  celte  ménit  InM  |itr 
me  «Qlre  translàrmatioii  de  eimteel  €1»  pur  eepeigmem»  m  pewim 
pMeer  de  raa  i  Tâulre  par  «ne  tmeUMmatton  àê  eeniaci» 

OiNiey  fae  fMff  intmriê9Uê  JTum  0rmif9  fwbrttaeniMl  A  lente 
imtuf^rmmtian  de  eoRtecf  eenl  r^nliv  du  grmipe  et  te  wwifcre 
ibi  /bficlieHf  duUngiuleê, 

131.  TkMit  seoope  à  Sf  «i-  m  termes,  reafemuwl  m  tboBlioiie 
djetiagmtet,  povfanl  Mite  naMoé  à  la  Ibmie  eenoniiiiw 

P|,  ••;  P^  Xp  •••,  X^.Xf^fff.«**9  X,^i 

cMlienI  va  syelènie  en  inrolulioii  d*ordre  f  4-  m,  le  ejaUme  X|t 
•••>  Xf4^  Il*eilleiire,  0  ae  peut  'eoateoir  de  ^eléoM  en  iandatioa 
d*enlm  eopdrienr  i  9  <h  ta.  Soil,  ca^eSel,  *|,  ...^  #»  aa  eeae-gveape 
ca  ÎBfolatioa  da  groupe  propoeé;  oa  a  va  piae  baul  ^'oa  peamll 
tfouwar  d'âQlrae  IbaclioDe  X^^^^if  «««y  X^f  Pf^i»  •«•yP^  foiaMal.Mia 
te  praauer  giaape  aa  groupe  caaoaiqae 

P|,  •••,  P,f  X^f  •«•,  Xa« 

Im  tettdieae 

♦ft  •••!  ▼»!  X^^^f^lf  ••.•f  '^ 


iaraieraat  aa  ejilèaie  ea  iafolalioadoairefdiaeeni  t  *l-  a~f  <-»  ai. 
Oa  a,  per  ceaeéqaeal, 

t-i>ii  —  9  —  rn^is     #08     Y  ^  f  ^  ai. 

RcMABQua. -*  S  Tordre  d'ua  greape  eel  çipériear  à  a*  >l  ^  ^1^ 
d'ufoir  aae  liaitte  eupérieiura  da  aoaibre  m.  Sok  r  fefdre  d'aa 
groupe  6, 

r £9 Sf  «t^ai 35 II  •!•  ft; 

G  cùBlieal  aa  eialèaie  oa  iafolatiM  foidia  a» -lr  f.  ftear»  aa  ja 

fa-ff^a,     ou     Sm^Sf^fla,   /  * 

•       .  ''    ' 

ol»  par  eaite,  ea  luIfanciMUil  lee  deax  rohlteat, 

ta^-n-^ft.' 


1 


costale  daM  m  fmipt  dr«»ii«  S%  4>  m  «VM  iM 
«life,  M  irteénri»  d«»  ial^gnlioai.  8oil  («i,  ••*,  u^^^m)  b  tnNipe 
ff^fùtè.  On  BtmiBMOini  pardélaril—r  n»  toftiiia»  JlMJh^gwéw  Ug» 
•••»  Uy^ eeqw  «sife  ks  apénHu—  Mi  m  —  1,  •••,  3,  S»  1.  PineMal 
«iMiuUi  une  autre  bmdkm  mum  ikàmpde  du  liDiipe,  «i  par  eienfle, 
Téqualioa  liiMSaii» 

ou  on  reinptoee  F |iar  una  Iboetioa  de  «i,  •••.  Mf «4.«>  art  uaa  ëqaatlas 
Itoéaire  k2q  ^  m  vaurialilea,  doot  ou  oeiuuii  tu  <4-  i  ialêgnilea  m^, 
V|,  ...,  U«.  On  aura  une  imufelle  inlôgrak  ie,  far  une  uféntkm 
Sf  —  S.  On  considérera  ensuild  k  «yrténie  eonpiol 


«         # 


(ii„r>  =  0,      (u^g,F>sl^ 

dont  on  eonnail  m  -•-  S  intégrales  Ui,  w^  U^,  '••.,  U.»  al  ainei  da 
■ttile.  En  rêsuinè,  on  'nntti  un  êffUèuu:  en  i nvolu Ken  d'ordre  f  -I  n»» 
oonlenn  dan»  le  §r9Hpe  prûpoÊé,  pmr  fet  operofione 

■ 

139.  Arrivons  naintenaut  à  Fobjet  essientkl  de  oe  chapitra.  Sait 

(14)  f.  =  c.,    ....    /;  =  q, 

iftn  «y^tème  en  in%olulion,  i|u*U  s*aftt  d'inlëgrar;  snppoeone  fue  Tott 
ait  obtenu,  par  un  uM»yen  «luelcuniioe,  un  certain  nonbra  d'inldgndea 
A-^ tt  •••»  /r>  dilliivnles  de  f^^ ...,  /^^  du  «latèaMi  eoinpiel 

(15)  i/oO«o.   ...,  (/ur)=«. 

Par  oxeniple,  s*il  e'agit  d*une  étuation  unii|ua  /"iSsO»  pran'anant 

an  ^^nn  w^nn^np^^^^^^^^v  ^n^y  ^H^^^^^^s^HffaHa^^pA  ^^^^n  lav  n^Bnvnn^^^^v  jni^Bn^^^^a no^ven  n^^^  oto  ^H^^^^^aanni^^H^^^^n 

ferant  aouvent  eonnattra  un  oi^rtaln  nombre  d'intilgraltfs,  outras  que  f^^ 
de  ffiquation  linéaira  (/|,  f)  ss  0.  Gomment  peulnm  utiliser  ace  inid» 
Iprales  eonnuca,  pour  siropUtter  Plnt^ration  du  sjstime  en  Inralutiott 
prapoeé? 

On  peut  toigonni  suppoeer  que  rapplication  du  th*or6me  da  Msaaii 
à  deui  queleonquesdes  intérim /^^.i, ...,  f,  ne  donne  pas  d*inlégraln 
distincte  de  fp  ...,  f^.  S'il  n*en  dtait  pas  ainsi,  on  «ajouterait  ka 
nouvelies  intëgniles  ainsi  obtenues  aux  anciennes,  et  ainsi  de  snile. 


aup.  m. —  TBteiiiB  MB  GRocrai.  3S1 

n  mlBl  iofic  d*€imiaer  le  cm  oà  lei  r  feodioM /g,  «««f /^»  •••9  f^  Ibr* 
■WBl  «I  fntvjir.  Si  Torên  rttKRid  à  Su  —  f»  oa  a  wunëdialaBMl 
nirt4)MeiM«le  da  qsltee eonpM  (iS)  cl  a  «^^ 
tafc  CI  19S)  po«r  CEvoir  égcIcnMil  nat^gnlc  générale  dn  tplèmc 
CB  ravNelMi  \14)»  Novs  soppcccranif  pcr  consé^scsty  t  ^c  Su  **•  f • 
liC  gnNifc  (/|9  «Mf  /^  ••••  /^)  cmlicHi  Ni  f  fiiscttoM  CdnigQécc 
fit  «..yi;»  MMii  pcvlaiciNilMirdrMlrai.  Vmtfim  4c  féiiéraliU» 


I*  «• 


'^  A»  •••# iff(^^^  Ob  a  m  pkM  kMl  Q 1S7) 
OTi  pcaïaH  liNyciuri  MtcimiMr  le  MiiilNe  ealier  m  per  4cc 
Osamaalera 


rsf  <«>m  4*Sv9         v^O. 
Ce graafc ccaticadim «a cjelèrae ea  infcittlictt d'enlrcf  +  m  ^  y 

A»  •••>  A»  ûif  •••#  ft»  '•if  •••f  ^n 


elf  «  en  pcel  Mermincr  ce  eystèmc,  nnlégntioa  ém  ef^téiiic  ca 
wifclaiita  ptof  ci<  eera  ramcale  t  Pialégratioa  d'à»  ■cfCMi  f yit^ic 
en  hitelelicii  de  (f  -i-  m  -f-  v)  éqiuitteMt  prablèine  qui  «1  éividen- 
ineal  ^as  siiaple  que  le  ftepcei  ci  ^  aVitfe  qm  ke  cpératfciai 

lic-*Sf  —  Sai  — Sy,     Sa  — S~Sf ~Siii~Sv,    — »    4iS, 
aaaénlafa»  ci  ea  emloie  la  Mélhade  ^  JMoèi  cft  Manr. 


133.  CToA  aae  draea«lanoe  de  ce  gcaie  f  ai  ce  pitfcaaii  daas  le 
BfaliUaM  dcc  traie  coiae*  SaïameBe.  aear  ciaiBliflcr.  aae  Paa  dee 
ccrpe  ecH  lie  Oa  cd  alera  ciiadail  i  aae  éfadiea  aaa  difieiai 

patvieilei  de  la  wiaïc 

a  (J?!,  •••,  ^0  p|9  •••9  j»J  js  a. 


d  la  priacipe  dcc  aira^  Uk  ccaaelftra  Irais  iaUgrâles P|9  T^  t^éê 
■  a^aanea  aaeBaa\a9  wf  ^b  a*  wra  iraH  lai^graiei  lenaca»  aa  graapCf . 
eer  aa  a  Ice  raUicae 

<Fif'J«'ti    iP.,F,)«r^    (r^rjaar.j 

d'caira  «k  eaae  élra  ca  iafehdieaf  ae  peal 


•<* 


1 


vj. 


f. 


'% 


•     < 


•    ^. 


.4»..  •  • 


,  ^ 


..'.'  •'  '* 


.•» 


tal  iNi»  éf IMliOM 

♦  «  P{ -1.  p;  •«■  r j. 

fiitiMHit  «kfft  «H  îqftUîiM  M  IftMluliM  él  rtrtljwihw  ifiMl  pttta 

tiMé  6/4;  V«l  iite  fittditliiiii. 

On  trriiM  à  na  rMillal  teul  parril  dtM  W  al»  ftaénl, 
iff  corps  a'esl  tniifoiè  llit  0).  On  •  abn  rât  éfiMliMi  4 
onir»  i  Muf  variaMat 

M  (X^f  f*|  •,§  JPti  ^«-t  1^)  SB  #1 

al  WalMovbmaa  néndraua  4è  là  orfoMiiqM  fcuniitiMH  8  JaMgiilia 
«UiliMlta  da  léfMaUan  Itiitet  (H»  ff) * 0.  G^  laMtnJiiM  tMiènt 
M  gra<»pè  f|ui  aanllMit  deux  É)MliliM  ^MiafàiMii  ai  ^ni  laafciâaa, 
far  4Miéi|iiaiili  ii)ll  ajritèiii*  a«4falalla<Li#<ahlMSr  Lia  ia1%ia«h^ 

ÉcteAi»  W  j^MiliNM  mH  jiMe  da  >ÉiAnH  «nb*  que  4nr^  «m 
firtkUiw  MMrinél'Mioril. 

è 

ISft.  Aa  liatt  4a  délanaiAar  la  ayalNia  mt  lafalBliatt  4*afrfra 
f  -MM  -f>  «  conlaoB  daoa  la  t^tfe  (/^«»  ...t  /«»  •••»  /^X  aa  oMiaBl 


M  Uib  umktmÊUÊsy  XêÊÊÊn^  i.  fin,  p. 


•    i 


:i 


j 


•'  «    - 


•■  •  »-  •/■ 


GHir.  SO.  *  TUtiCMItt  Des  (BHOVMB.  ^  3iKI 

to  timpltScalioM  éqomleiite  en  détemioMil  timphiMBt  les 
m  bmakmM  dietingnéesy  autres  fue/i,  ..*,  f^  SaiffmiQgf  ...9  Q«cee 
m  budûmm  dietnguéee  et  #|,  ..«i  #»  hs  Sy  fooetione  qui  conpIMeiit 
kgfwipe 

A»  •••»  Mt  "i«  •••>  flL»  ^i>  ••••  ^f I»» 
CuasidUroiie  le  «islènie  oonpiet 

dont  ett  «Minll  m  -l-  f  uit<i;nles  f,,  •••9  Q»;  on  e»  obUeodim  «us 
astre  f^^i  par  «m  opération  d*ordre  Su  «*Sm  —  Sf  —  St.  Celle 
CNietm  /^4.i  n'appaHiendra  pas  su  groopo,  car  dlo  eerait  «no 
fbsctmi  disliagoée  dans  es  p^ospo,  e*eel*i*dire  one  bnclion  do 
fgf  •••9  /^9  Q|9  •••f  C^  cty  d*sprès  Is  bpsn  dont  on  ophoi  H  bo  psuris 
pas  sn  Mre  ainei.  Oa  eem  abri  rameiié  à  inldgisr  «n  «|BlèiM  oa 
istsislisii 

A  ^  C|t      ««^     f^^Ç^     ^4.1  SS  (VMf     ûi  ^=  CJt      •••»     ou  =S  Gif 

winiiwl  l«  Sv  mIhImnm  #,» ...»  4^  Ai  sjilta*  cp«ylrt 

(Ti./)»*,    ...»   (r«-«.i> /)  =  0>    (0|,^  =  <^    ...»   (flUO  =  «. 

Nom  sptieioBS  do  la  aièoM  fkpoa  que  tool  i  FlieiaDe  os  oon^idéniiit 
lo  ejstteo  oomplel 

dont  OB  oobmB  m»  +  f  -I- 1  iaUgndes.  Oa  en  trostora  «as  âairo 
psr  aas  opèralioa  d*orire  Sa — Sm — Sf — Sv  S.  Ea  ceatiaasal 
sa  arnsenif  par  aaa  opéiàiisa  dVirsia  S^  a  aa  9|iwao  sa 


esaaaiiiaal  Ise  St  isdatisas  ^i,  •••»  *>»»  da  syitèaw  eoeaplol 
VifO-^^i    -•    (riM/)  =  «r  (0|,/).=  0,    -^    ((U/)aaO. 
LlaMgfsliea  ds  os  eyiiiaw  a^iei^ia  plas  qrtao  qaidwdars» 

.    A*^      •^t    Yt^Ba<^ 


flt  «f*  m  inMjprato  ém  jtmêkm  (^•Y)"*^f  f^ 


•If        •§  ^  «f        «Mf       «Ip  a^  «9       ' 

•  .  «    *  • 

tN— Sf  —  m— Sv»'   fi»<— Sf  —  tu— Svi«     .^     ?»%t* 

m  pAiticMliiP  l#  CM  ^SM 
A  (*!»  •••!  ''^  Fit  •••t  JN)  **  Cm 


^  faniicnl  «vce  /"i  m  k>^<mip^  mlBnMuM  m  ffimcliiai  dfatugirft» 

MM  compter  f^.  Om  a  piyMur»  cm  à  iictfaigucr»  «MfMl  fM  fe 

mmImvSv^  m  crt  iafificw  m  Mpériaw  à  »• 

i*  Soit  Sy  •«-  m  <  n  —  i;  «A  wmn  mmà  m  <  ii  «- 1  et»  par 

coMéqu^nl» 

Sv  4-  StiK  S»  —  S. 

I^M  nombcM 

•My      M  — •  Ip      •••9     9||  89  •! 

9ft  — t-»-Sv  — 9Mt    Su  — 4-i-Sv  — Sm» 


MroAl  rttpcelifCMMl  phw  petite  fut  fec  «mAmc 

9m  — S  — Sv  — Miy     Sm  — 3— 9v~tif9    «••»   9^9tii 

h  ooumIIc  MéUiuile  Cil  piM  iiMpte  q«c  celle  ëc  GHKif • 

9*Soil9«-|-iiis8ii— 4;  el  «  s 0,  fee  ImcUcm /g,  #1»  «m» #k.^ 
ftimiettt  «a  eyeUme  ea  tavohiUeQ  cl  ITaUgreUca  cet  lem^e^icMirf» 

dKalemeiitpertenéllMMledeJM0lM.Si«>0,esâwmMis»~*» 
Sy  4»  9m  ^ Su  —  4  elt  per  evitep  Sti  —  Sv -<-  Sm  —  S> Ol  La 
Mélliode  ect  cmom  pim  sinple  q«e  Mlle  4e  GtMbf • 

ySeit  St  -I-  M^ii.  Ob  tem  cmom  qw  le  mbmSc 
Cil  phis  simple  «{M  celle  de  Ccttdijy  i  roeiM  ifue  rc«  tt*irfl 

Su  —  St  —  Sm  —  S  s  0; 

dent  M  CM»  le  fimpe  (f^^  ^p  ••••  4»tv^ti)  ceatleill  mi  ifeltme 


ou».  Ht  —  tiiAmib  ims  omompi.  tS& 

hwdalioa  #Mi«  Y4*«i4-issi»eC  mus  neniNU  pHtt  Ma  q«*il 


pnUabbiMBl  kt  IbartioM  diattogoiet  do  granpe  (f^  •••»  /^  •••»  X)* 
M •  lie  Cil  TOVMV  fliirc0«|icldaii8  le  lone  XI  des  Umihenutihehe 
Am<fc%eta  ■Mstiè  qw celle dMenriaaliott n'Wail p«i oéennira. 
La  mélhede  t'^'Anda  à  Icfwlle  0  cal  panco«  eîMi  pcndl  «lleuadve 
le  plw  gnad  degié  de  aniplUlealiea  pœaiUe.  New  dtaUiime 
dTakenl  m  certaui  aoedhre  de  prapeaitioM  frtHiaaiiiairM 

'••^  ^  ^tf  •^f  ^B»  'if  •••»  *•  •••  •!•  •  iCBallaBa  fMeaafnaa 
••  i  fcriaUca  nddpcadaMiea  e»  9|f  A»  4a«l  ka  dMbwliallai 
à  la  nMhm 


(48)  dnE— Pg4Xg-» .••—*P«itS«s5p(4s<*ji|il«g •«•«••— ji,ilfl^ 


p  cal  «M  teeUaA  daa  taiiaidea  t^a^^  PkV^  b*^  P^  mdie.  La 
wKÊKBt  w^  se  pcHl  dliv  ialMev  4  iif  caff  ai  es  e  CBlealee 
lariablca  s,  c^  j^i  lea  in  •#•  1  nhtioM 

Z  ^  tfy  .  X^  ss  m^     •••f     X,,  as  ^9 


cal  Mf  #|9  «Mf  a^  aasl  dca  caMMUca  qudeoiiqiieai  es  aicni  cbIic  laa 
Mteasliallea  le  icfadiett 

mifA  «Kift  Q  M)  fini  y  ail  M  — ii  i»  >  i  <|MliiM  ÉirtiaclM 
Min  Im  «Miriblas.  Ob  •  «OMiaé  M  détail,  4aM  k  obapiln  pvéoMaal, 

•É  w  cB  it.  SnMMM  wriitiTuI  M  3^  M.  OmIummums  4m 

1m  riJBilifllui  ds,  da„  ^,  da,  mima  Uim 

linMiM 

4« -*  ^  Ac^  —  ^.  ~  j^  #ai,  ■■  ^ 


-  ^  as  1|  Sf  M»f  wl^ 


i 


ht  cthélt  ^  Ml  M  Mte  à 


«  4Uat  BM  roadioa  qndoMiqiie  da  c,  «^  y^  ti  mi  ramplafit  «Ixi, 
4^1  par  les  \êkw  prêoédailes  dans  la  fctmile  ful  donna  if  v 

0  vianC 

^    '    (  -  Po  «1  *P.  -  -  -  P.»  «1  *'•• 

tt  m  ail  pliia  gnaà  qua  it»  laa  Sm  Kindiana  X|,.P^  m  aant  phM 
Indépendanlea  al  an  no  paiil  paa  eandnra  da  aalla  idalion  qno  les 
croaholf  [X^  Z^]  al  laa  analognas  aaionl  nub  an  féninl. 


I9ê.  Canaidëfana  n^niifnfn^  nna  idcnlIM  da  la 
(90)  dV+V^dft-t- ...  -»-  f,4f,szpt  ix^  + ...  -I-F.''.    ('^«X 

.^  U,  P|t  /*  aoBt  des  IbadioM  im  Su  variaUci  «|, ...»  x,,  p,,  -.«Pa» 
G«tU  idMliU  p«ii«»  lUMMT  à  b  ftmw  (18)  «•  rteitant 


«IIm  fcmalM  (18)  «I  (Ifl)  dmieanml  id 


^/\  -  (A,  •)  rfF,  -  u.  -  <r«  «)  rfF, 

••         • 
«  étui  nna  bnclion  ^nriaanqua  dai  urlablaa  9^  jv 


OUF.  Zn.  ~  TBfOBB  US  CROUPIS. 


Ut 


Sn  findëpendanm.  S'il  n*cn  était  pw 
éTofdra  S  n  coatem»  4bns  k  tabtani 


flaraiHit  iralif  al  aat  vriattoM  (i8)'  an  pauiiâlt  Maaiia  mia  laliUM 
liaitiia  aâiia  let  ^BSIraBKellat  dm^  ép^  ae  qpi  ait  érMcauMst 
vmjmMièf  pais^oa  les  tarisMas  «^  p^  «wt  iadépsndantoi.  Naas 
sappatetans  da  pia^,  as  ^*oa  psat  tu^jawa  faira,  qaa  Iss  feaetion 
/i9  •••»  A  '^'B^  distioeles. 
Gds  aos&  an  a  la  Biéottaa  sait ant  s 

Si  0H  mmm  UeiuRU  à»  tm  fwmu 
<»)     dV  +  F,  âf,  +  ...  +  F,  df,  a»ft  il«,  +  ...-•.  F,  rfau 
^  A*  ***9  A  ^^  ^  laMjpralM  dipHnefet  rfn  syilèaia  asmpbl 

F«4*if  •^  'r  'smiaiil  Isi  «nfras  kM/ràlm  de  as  qftfèma  catiqilil 
at  an  «  faa  nIaCiMt 

W  K.*-m=»»      ...»      I/-^  t -  0] as 0. 

V 

flt  tels  ridentilé  (19)'  naos  lamplaçsns  •  par /|,  il  vient 


fltf  pnisqpM  pir  hjpoIlKaa  les  wwwwians  f^,  •••y  |^  sent  inaapendsnicSf 
nn  a  les  falslisns 

Ba  laaiplapnil  da  nênM  n  par  f^f  —f  ^  an  an  aondal  qna  r^^tf 
••«»  F^  sert  dea  inUgndas  da  sjsIèaMf  aomplet  (M).  Van  antiasau, 
fsrail las >r fcnd isns  Fj^/^flyan  a  ts^janta >n dindipsndinff ■; 


Slt^#  dtBlipiBÉiSlM»  BbsdMMlMltplf  CMMéflMMyrMiénBfe 

4yw— t  «M  <»  whtiwM 

y  '*•  •^  'i  •t  •••f  ^Jb 


K,s-U)a^F|<y;,f«)«<ik 


il  M  viil  de  ■>«•  ^m  Tm 


.    lSf,lltM««oMCMoi«beMui4aeMUMtlTOlAttliliM*i 

laBei  fii*il  «liiie  d'a^tiM  fiMKtioM  P«» ...,  F^  U,  AoumbI  bm 
!■>  fiécédertità  ridMitHé(»\  OBMWtatélitieatoht-— o 
iMMlMM  17»  P|,  ...»  F,t 

i|iiinlilé8  ti|9 11g»  •••!  iifl«  «.  9t iMiDut  svic  /g»  •••»  ^  mi  ifillM#  w 9i^ 
iMctioiis  dkliiicta.  U  rabiioii  (90)devkia 


••— r   •  A_  r      • 


-^Mf-.^ÎS*^*?^-*- 


Set  Amudet  (9S)  oft  dédnivi  U  par  «m  qpurinibm,  €•  nopfoanlt 
^^g«<^^<od^^^»bpt1^Méinelûitpo^^ibb|<l^^^^^m^M^to 
WÊ  mmjÊù  ém  tenulet  (S7).  RaBaifMw  qtFm^  pwÉl  Ioim— "  itfiwiT 
à  U  «M  CndiM  iribiliiin  de  /;,  •••«  /r;  a>f>iHritifM>1#yiir<> 

fiMnif  /^  «««f  /^  déi  ftnMmÊê  cmuÊiun  de  9^^  •••^  J^  jUg^  «««^  ji^ 
iflbt  fii'JI  csMt  «M^  fieteliMi  di  te /imM 

U  i^ièHiil  JMNP  «ne  yfrfmtut^  «!••••  Miiiiie  F^  U»,  F,  jdr  dii 

laS.  L'iffHfrtian  de  eee  léidlile  em  dfwâtioM  mx  i<rfiéee 
f FtMIce  coadail  à  rboperteal  flrfottiae  d-daneai* 

TMoRÉnL  — AWf 

wfi  ^^ifeiiie  en  imieiiiiieiiii  e»  eeiiii»  f^  «««^  j^  •••^  ^  t  inMpNMee 
iHif tedce  du  ^yettnie  têiuplti 

tfU  êgitlê  Jtm^Htm  pmMdm  F|,  ...,  F,,  U»  MIei  fiie  Fei»  •<! 
te  lelefliii  (H),  thMgrMm^  du  êffMmê  (98)  n^êsifê  fN'inie 


Bi  eflbif  MM  MMM  de  voir  ^  en  enn  per  vm  ^jMlniwi  lèe 
''f  F(f  m^f  Wpm  I^e  fMcaoM  fg^  —^  f^  'r^%9  ft  F^ 
rkàêtniê  ttelrele  dn  efriteM  eMplel  <^  el  U 


iy;,s— ii]m«^    .^    K#«-*m»»; 


Ml  aura  Anw  Su  «-^  f  ^  i  'uMgnkê  iiMmtÊm  Ai  i|ilèmii 

•  « 

•I  hi  MéllMfe  Jb  Cndiy  fikifailitô»  <|  M)  m»  iMmim  pir 
ëli»!— tfam»  «st  iAlégfBle  compKl»  du  isttteie  ai  iavdliitmi  (9B). 
C»  fliéorèiiie  domi*  une  rûêll*  iiAporUiice  à  la  qoeilMMi  suiiaAle  : 
CilnhtMit  les  r  îulégralM  /|»  •••»  /^  •..,  /^  d«  syilteM 
pifi  (SB\  CMPaml  rcooMuilIra  ai  on  peut  tmover  d*auUet 
tiiiiia  F«t  •••,  Trf  Vf  telles  q«e  l'on  ait  la  relatioii  (ÏO)?  Nom  suppa* 
■aroM  que  rappliertian  da*  thtor^ine  de  IViinoa  aux  iatégrdes 
ciNiaiiea  ne  doone  paa  d^inlAirralea  nouvrilee,  e*eat-à-dm  que  km 
ftmdioaa  /g»  •••»  /",»  ••«,  f,  CNVieot  un  froope.  Fmit  qu'il  exisle  «ne 
relaliea  de  la  Ibnne  (SO),  tl  /aul  ef  il  nfffii  qu»  ce  groupe  rmtfërmm 
un  sifêième  en  tnruliff ion  dCeirdrr  n. 

D'aboidy  il  ait  clair  que  la  eendiliea  eët  siifllnnte:  eu  elM,  si  elle 
afit  leanpUe,  le  groupe  (/*|,  ...,  f^  ...,  f^  peut  étra  nuueiiè  à  la  fuma 
carionique  Q 1S8) 

■  I»  •••%  »  «J  ^11  •••!  *^»> 

et  OU  a  une  relation  de  la  Cmna 

flamme  X„  ••.,  X.  eont  dca  foncUona  de  f^^ ...,  f^  eette  rdation  peut 
aussi  a*éarira 


jii  daP|  •►  ...  •♦-  jf,  djr^  as  K^  df^  +  ...-♦•  F,  d/;  +  dV. 


Invermasenl,  si  on  a  une  identiU  de  la  Cmne  (M),  les  jonctions  /|, 
••M  /^  engendrsnt  un  groupe  qui  renfrrme  un  système  en  in%^lutiMi 
d'ordre  n.  Soit 

P|t  ...f  Pgt       X|t  •.•!  X«t  (9  s=  *  s  •X 

la  tanM  CMBoai^M  d.M  gronp.;  k  rétallM  ^Q)  fomtm  s'éerii. 

tSk  ISï  iTi 

On  peut  trouver  d'autres  foodious  P94.1»  ...t  P«»  Xc4.11  •••#  ^  litau 


CBtf.  Xn.  —  nCOMB  DES  GflOC 
•lf  •••f  ««f        ^lf  •••»  ^^ 

êoll  fàm  groope  cauMmique  et  «i  a  ptr  cooiéfiMl 

En  rcf  nmduuU  ht  deux  idmiitét  waewim  i  «Mnlife,  U  viMt 

m 

«r, «M toBe {dentilé €0l inpoMkk^  ai  a^zn,  Gir»  M  freotal  X,t 

•••y  X^  P|f  «««y  Pa  poQf  Yifiabiot  iMépoiMbttiteSy  m  âMut  ns  wn 
épntioM  iMompaliUes 

— ^  ^«^  rfP.       -* 

N 
\ 

Koot  pMvMs  àofoc  éooneer  la>iopDriliM  Mivaate,  q«  a*cil  qv^QM 
fiNmada  théortnê  MécAdints 


A  *=5  C,,      •••,     /^  ss  C^ 
al  an  awiwall  r  foMjyralai  /^,  ...•  /^  ...t  /^  itii  Ê^Mtttê  tmnjfHH 

fttmmnî  un  grpupe  fid  renferme  im  «ytUmaan  invelnUen  jferdre 
n  (ee  fifenpeni  itn^omre  recenmalire  par  en  epértMnu  éUmern^ 
iairat).  Ti%iéomîi&%  dm  eÊÊÊièwie  en  Invaltfllaii  vreBeeé  ee  mMène 

é  «M  flMMb«fiftV. 

190.  La  pfapaiitiiHi  ëa  JasoU  a«r  la  damier  mritipliailaar  n^ant 
nTm  caa  aartiaBifar  da  aa  Ihêofèna.  Sait  /l  ^  CL  wm  dnalias 
MifM;  rdfMliM  KoAdia  (^o /)  »  0  adnai,  a«lm  Z;^ 
gialaa  diiiiaalaa»  SappaaaM  animas  ait  aMami  laaiea  laa  iaiifialaay 
aaaC  VMt^l  anlioA  m  wilMa  ablasif  aalla  dinaiêfa  iai^iiaia  aaf 

fmmgMgmâ^tm  ^m  ^^mmàmmm  é^  PalMiB:  alm  Im  ialiaffalia 


A»  /•»  ••^  ^m^9  wÈtWÊÊ^  Ml  f^9^Êfê  vMWi  Sfl  ^  S  flMil  li' 


P|f*fP^»     X«,  .-9X«  («  4>  9  as  te --' 10; 


i  «  •!  «n  anni  CBVoteeal  c  si'H,  Lai  isiéfftlts  X^»  — »  !« 
doQo  «I  tviiièaM  «n  iafolvIiM  tùtdn  «•  Bir  Wi<imwit,  #■§■*■ 
fo  l^éortnM  pféoidML  mi  pMum  •htasur  h  jhfiiHyt  iBifaif|§  4^ 
TéiIiMtiM  (/"it /)  ss  0  par  «M  fUidntera. 

Li  pffMosilMii  MicédflBlÉ  mi  imébm  phn  kui  9W  W  lliédrii  49 
Jbeobi.  Eb  dM,  m»  ^oadritauv  luiiqM  mim  iammb  à  k  bip  «•• 

rëfitttaM  (f«,  /)  as  a  En  ««pbyul  le  d«rakr  writipUatear,  «m 
Cm  h  deraitea  ial^gnfe  4»  l'éqiMlioa  (/;,  /)sO  obteoue  ptr  «ae 
i|iMMlratera^  fl  fiiiadiail  enooitt  ium  quadimliira  imir  avoir  «im  ialè- 
gnit  conplèle  de  réqualiM /;  s  C|. 


140.  Void  naiateoaat  eomiMMl  oafoomi  te  tarvir  des  iatégnlfla 
coûDuet  poor  dmplifier  riaUgratioa.  8oil  toiyoïin 

m  A=c„  -..  /.«Pi 

le  fljeUeM  ea  iaietalioa  propeeé,  el  aoieat  f^f ...,  /^t  A-»-!»  •••»/#!•> 

ialégialee  eeaauee  du  tjalénie  eeoiplel 

« 


aeue  mpiiQeoaii  fae  eet  iaMgrries  fcnaeal  aa  ffaape  qai  eiaMi, 
^*ili*  A»  •*•*  /t»  ^  faactioai  dieUagaiei  Q^t  •••t  Qm  d^iJHeari  iaeea 
aaee.  Oa  a  va  plat  haut  (|  197)  eoauae&i  oa  poafaii  efeileair»  par  lea 
caleale  les  plue  éUaieaUiret,  aa  syalèoie  d*éqaelioae  liaéeiwe 

daaivaieat  aa  anléaie  eeaialel 

CM)  <A./>»0.  ....  <r„/)-<K  <Q|./)»«.  ....  t^/)««^ 

•  ■ 

H  MifBi»,  par  cumpl*,  d«  fOMT 


^dt 


aup.  sit.  ^  nCoMB  Mi  «oom. 


f«i  atoeHoit  Im  ialéinlit  ff^.^  •••»  f^  B  «listo  m  é^fÊttkm  Hê^ 


t9 


fil  —  f  ^  m  —  r, 

••,  €•  iMiM<|Mnt  que  la  diSiraMt  r  —  f  — >  m  «l  «i 
pdr  Svy  par  ««Mpéralm  dTofdiv 

S»  —  Sf  —  Sm  — »  St. 


8oil  ^1  «M  iaiégfile  ifai  wpUmm  (30);  dais  cw  pwiwt  «e  pré- 

tttcr*  viboray  il  pcvl  arrhrcr  qM  les  fsnclioiia  /î^  «««y  f^  —^  /^  ^^ 

wi  giMpa;  tes  fcnflioM'  /|f  «««f  fgp  0^$  «««f  f^  anwt  wtB 

.  ***  f  ^-  in  B*csl  pas  VB  Madm  pair^  ca  giwpa  alaMlIn 
liaaMiiig«iadapl«iflU4^t(«).Oa<8t4oMaMiMtè« 
da  Biiaia  fcfBM  ana  la  lancmiinr-  lai  Boashni  f  cl  in  élaal 
parr4-lalfl»«f-i«0BfmDaimaMHM«Mtè  rhaarawi  niMii 


<. 


a^anaiHH-aa  a|Maaia 

éntan conaait r 4*  1  iiiMiralet;  la wmkÊtébtjfmm  BoavaPi 
gnia  asigara  «aa  apératiaa  d'aidia 

juaiaia  sa  aana  aponmaB  aaïf  aiHuna  as  w^  aïKn^v  iw 
à  Paftfa  da  la  pcaatdèia* 


^m 


MMtli 


dTâulfit  inlIfnlM  4^»  ...^  ^««  Dém  h  gi— pi  aiMi  iMmi  (f|,  ••.9  f^ 
♦if  •••»  ♦)  *••  ••■ctioM  /i,  •••t  /^  Û|t  ...t  flu  to»!  <!«•  kiÊKtimmm 
iUàÊfiÊéÊÊ^  WÊiiê  il  pMl  y  M  «mr  d*tttti«t  m^-i»  •••#  0»«^«-  L« 
pwMè»<  â  Mcore  itprit  la  fMrm»  prinltiv»,  wnl  fw  r  cC  m  «Mit 
ftaphoéet  winetif  nual  par  r  -t*  •  «I  m  ^  m*.  L'opénlÎM  sui* 
fittle  tara  il'ocdra 

Su  — (r  -r  a)  —  <f  ♦  t»  4-  •»•), 

aly  aoouaa  a  atf  aii  aMiaa  4|al  à  S,  mC  anlia  ait  iaHriaor  d'au  moim 
deux  miiléa  à  eelui  da  la  pt^emière  opératioa.  Oa  verra  da  antea  qiM 
Tardca  de  la  troisième  opération  aeia  ialSkîaiir  d*att  moiiii  dcax 
unilét  i  celui  de  la  «eoiNMle.  ai  aiiuî  da  aaila. 

Supposant  i|ua  da  cella  fiifoa  an  ail  obCaan  as^cs  d'iotêgialas 
(A»  *•*»  ff)  P^^  V^  ^  «jslèaia  eomplel 

oà  0|t  •••!  fV  ^^^  ^  fandÎMis  dislingiides,  autres  ^ua  fp  ...p  f^f  ém 
groupa  (fi»  ...,  f^)»  n*adiiielta  pas  d'autias  iolégralêa  que /;,  ...ff^ 
On  anm  dsns  ce  cas 

ttn  s  f  4-  p  4-  p, 
an^anposanlf  —  f -  inanSi, 

n  s  «  4-  in  4- 1. 

La  ffaupa  (f^.  •••»  /p)  aantiant  alaca  un  syslAuM  an  involattiin  ifméM  m 
el,  d'après  le  tliéurèma  général  démantrl  pliM  luml»  FinUgiidian  dm 
aystéma  (SR)  n*a&iga  plus  qu'une  quadraiuro. 
On  peu!  donc  énoncer  la  prupostlion  suivante  : 

THdonttue.  —  Êititti  dannif  nn  êi/Uèmê  en  teeelnMen 

•j  0M  emitail  r  intégimlt$  /^„  ...,  ^  <(«  ê^itèmê  ciwybl 

yi»/)-aO»     ...»     i/^O"*» 
fpminnt  un  trompa  qui  mâm^p  mUfê  /n  •••!  /^i  m  /bnedens  Mtto- 


w 


Qup.  m.  —  tmûtmm  m»  mocpn. 


n'eaOfê,  4mm  k$  cm  Implm  défiÊmrMeê,  qm  fat  êpétniiiêm 

Su  —  f  —  m  —  r.     Su  —  f— m— r  —  8,      •••9     Ci  4^  fl; 

#1  «ne  fiNHbvfiiiv. 

Têuim  en  pfiruUmiM  itmi  Jt&rdn  fait  cf  Vmférê  ditmlimm 
JTmm  wmimê  dkmr  «nlMi  giMUMl  #fi  pnm  JTum  0férait$n  à  te 


141.  BMir  dosMT  va  eumple,  soppoMn  que  Ton  ai!  vae  iqualMi 


1*  Gt  graope  «imelp  atee  A  «M  Mte  fcadiwi  diiliii|«te; Tiott- 
Hiatiwi  eiigé  alon  les  eféwtieos 

m.   S,   •,   A,   ti 
S*  Le  groupe  leurenne  4  fMctioDS  dialwfuéee»  Ou  â  i 

«,    «,    4,    «î 


•^    4.   S; 


4*  Eai%  d  to  giMfe  «A  «■  HVMtaliM,  r«ai|W  4»  li 


4,   1 

11,  li^  A,  t,   ...,  é,  Z,  % 


fue  fM  eouuaiiee  t  iMgiém  f 0  *•«,  f^  4e 


*♦ 


ÊÊûÊkt  féÊÊÊÊAà  iIaba  b  labla^ii  Muiv Atti  t 


H    «.   «.    4.    « 

»,   «,    4,    « 

•»    4,    8 

4.   t 

S 


•^  •  .  3  ••" 

~  ,  5  - 

—  7  — 

—         »         - 

HtMAnouB*  —  On  %aii|  tiir  cet  escmple»  ^aa  la 
8  iièUgialtA  da  riiquaitiua  (f;  f )  a  0  aa  donaa  pai  da  |ilaa  giaaJaa 
iiaipliflfliUoat  qaa  h  cuanaMtaaca  da  7  iaUfratea  MulnaMal,  Ccil 
là  vu  lldl  féttiéril,  qua  Von  irériOara  Mao  aiféiaal  d*apaia  Ita 
dAvalappamenU  qai  prùoèJeul  :  •<  0H  aoaiMill  taaltft  Iti  ialiiUmi^ 
iaa^Sai  -i*  1»  Ai  iyittiNa  aaaiptec 

la  jiyiWma  ib  nnM^roMan  nW  pm9  |rfiii  àiffeQ^  f  aa  ai  an 
«aànalwall  laafai  bR  iafmiaai,  «aaf  fila. 

149.  Éqyallatta  liafliaféMa.  --*  Naat  ailaa»  iiMiinlaaaal  aaaa 
acvu|ier  des  équalioiia  homogcnat  al  da  de(ié  aho  {«r  rap|ioffi  am 
v4Hable$  |*|t ...,  |i«.  Ce  cam  particttliar  ai4  iiapaiiaal  è 
air  il  sa  pràN^ala  linila»  I«m  fuit  4M  Tao  a  dai  équalbut  da 
ardro  donl  an  fail  dUpaimltri»  la  CmicU«hi  incoaatta  par  rartiSaa  da 
Jaaola.  Soil  danc 

(M)  N|SsC|t      •#•»■     N,  nsC^ 

aa  •yilètna  aa  iavolaliaa  da  f  dqaaUomi  dialiacltii,  âA  M|9  «.•«  Kt 
«Mal  dm  foacliaaa  lniiiiogteat  da  dcgnl  aèiv  dim  irariiMat  p^  (lyaaa 
laanMagéaéralataadiMgiiaimparki  Mire  H  uaa  roactioa  haNMirtea 
da  diiiirii  qaelconqaa»  par  la  laltra  N  ou  X  una  fanclkai  kamogèna  do 
d^g^at  lèiai  al  par  la  Mira  P  aiia  ibncliaa  hiMDoiéoa  da  piamiar 
dcRid;  il  a^afira  loajoarat  daaa  la  aailt,  d'iMNnogéaAilé  par  rappait 
aux  Pi.)  La  nuéllioda  da  Cauchy  générali^  rmmèaa  riatégralkNi  èm 
ayalèana  aa  iaialaliaa  (93)  à  riaUSgraUoa  du  ajalèma  cooiplal 

(33)  IN,.  *1«0.      ....     [NV  *)==«, 


CÊXP.  sv.  -*  THteWB  nm  OROtms.  937 


<• 


et,  CMNM  z  Cil  QM  toliitiM  de  ee  tjtlèine,  B  suffira  dlntlfrar  !• 
qfflèiBe  CDnpIct 


ptNir  avoir  «im  diUgrale  eomplèle  dv  t]ftlème  (91)  tu»  aliène 
qiHMlnitiife. 
On  peut  eneore  tiniplUler  rtefégralioD.  Aiaoïiit  d'une  maniera 

àF  àf 


el  aoil  H  ane  fonction  homogène  de  degré  f  y  de  IS^en  que  M  (H)  =s  i  .H. 
Appliquons  la  Formule  gênénle  de  Mayer  aux  trots  fonctions  x.  H,  F» 
les  deos  dernières  ne  renfermant  pas  s  ;  il  Tient 

[[H,Fi,f]^[ir.riH]^f(r,in.r]  =  [r.Hi, 

on»  en  posent  [11^  F]  s  A  (F), 

(35)  M(A(F))-A(ll(F))=(s-4)A(F). 

Fir  eonséqnent,  si  K  eil  «ne  selnCtett  tfe  régmrfien  (II,  F)  =  0,  eii 
H  est  «ne  /bncljen  hemoyèn^^  M  (K)  9€m  «»9e  in^frafe  rfe  te 
même  dfnnifon. 

La  mémo  formule  (35)  nous  montré  aussi  que  Ton  peut  i\jonter 
aux  équations  (3i)  la  nouvelle  équation  M  (♦)  s  0^  sans  cesser  d*amr 
un  sjstème  complet  (*).  Le  noufcau  système 

(38)       (Np*)  =  0,      ...•     (NV*)  =  0,      M(*)  =  0 

admet  9n  «-  8f  *- 1  intégralest  autres  que  Kgy  ...y  K^  que  Ton 

obtiendra  par  les  opérations  Sn — Sf — 1, 8n  —  89  ~  S»  •••t  3,  S»  i. 
Soient  ^p  •••y^M.fl^.t  ess  intégrales;  toutes  les  parenthèses (4i,4|i) 
seront  des  intégrales  du  système  (34)  etycomnw  ces  parenthèses  sont 
Domogènes  et  de  degré  *■*  \^  elles  ne  pourront  être  des  mnctions  de 
^f»  ...f  N^9  ^19  •••$  ^•«•tf*»!*  En  i(|Oulanl  une  de  ces  pnrentaéses, 
dilérente  de  aâni,  ans  intégrales  d^  connues,  on  aura  llnlégrnle 


imm 


A  Si  r^foiHio  ni#i«e4wt  «M 


#i>,ealMatlniiia>iM  Cl  éà 


m     UpOM  «m  UB9  tMâfflMi  Mt 

m 

If  fcagUww  W|  tl  4^  fctieal  m  itlfti#  —  tonhiUtta  ^tmiÊ%n^dL^ 

Ptar  iBUgrir  k  «yilèwn  (SB)  ptr  h  wJWlwia  de  laedbi»  o« 
comaeneert  par  cbmchif  «m  lAléfivIe  N^4.|  diflèreato  de  M|»  •••,  N^ 
du  tjflèiM  (36)9  et  ^  ta  lèim  pir  ium  «péiBlMi  dfoidra  Su  —  Sf 
*--  i.  0«  cherdiem  enanile  une  intégrale  du  sysitee  conplel 

(37)     (N,,*)«0,      ....     (\^„*)««,      1I(*)  =  0, 

diBèreoie  de  N|,  ••*,  N,^tt  ce  qui  exife  nue  epératioe  d*etdm 
8n  —  Sf  —  3,  ei  ainii  de  euile  juequ*à  ce  iiu*oa  ail  obtenu  un 
ayitème  en  involulion  de  n  fendions  dietinctea  d*onlie  nul  N|t  •••»  N^» 
...9  N«.  GeU  fait»  pa  aura  aana  difBculld  n  fonciiont  Pg,  ...t  1\. 
donnant  lieu  à  fidentitd  {%  ii4) 


P,  dN,  ^  ...  +  P.  dN.  =5  ji,  ddTj  +  -.  +  P.  <«»•• 
qui  peut  eueora  s'écrire 

4Z  —  P,  «IH,  —  ...  —  P,  «IN,  s£  4lx  —  ji,  tfx,  — > ...  —  n,  d*^ 

««       Z  8  s. 

f  s=  «9      K|  =  C|,      ...y      M,»  ;s  Q 

donnent,  par  conséquent,  une  inlégtile  eenplèie  4n  eyaUrae  piupeed. 
On  est  maintenant  eonduil  à  se  demander  quel  est  le  mciileyr 
moyen  do  simpliSer  Finlélgralion  quand  en  connaît  un  certain  nombre 
d'intégrales  du  système  complet  (31).  Il  nous  fliut,  pour  cria,  entrer 
dans  quelques  détails  sur  le  théorie  des  groupes  bœsagèi 


143.  Un  groupe  d'ordre  r  est  dit  grùupe  hùmoginê  s'il  conticttt 
r  fonctions  distindes  homogènes  H|, ...,  H^  Le  théorie  de  ces  groupes 
spéciaux  repose  sur  la  proposition  suivante  :  5t  K  est  une  fénetwn  des 
eortaMef  x^^  jr»^,  appinrUnani  à  un  groupe  homogène,  M  (K)  appmt^ 
êieni  on  mhne  groupe. 

En  elSK|  eoit  (IL, ...,  HJ  un  froupe  homogène  et  K  une  Ibnctiosi 
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•pputaNBl  i  ce  gnMpa^  K  s  ^  (H,, ...,  H,).  Dm  rcMioM       .     . 

SI  (il<)  s  «,11»       (i  a  1,  S»  ..^  r)» 
M  «Ml,  «■  MdlMiuit  Mr  ^  «liliMlMit, 

M  (K)  «^  Mil  ^  =  *i  (H., ...,  H.>. 

RUprafseMnl^  «i  tut  grmÊfe  JTéfdm  r  têmUmd  r  fbmeUmm 
jJÊUmtim  K,,  ..^  Kr  UUn  fM  les  «r^MtioM  M  (K«)  Miiitl  ém 
^bftdjiiitf  ib  Kgy  «««f  K^  iftilmtcit^  cii  çfêup^  #it  M#iit#|^èit#* 

SA 

M  (K,)  i=r  Vk  (K„  ...,  K.),         (t  =  i,  S, ...,  r); 

fli  loiilet  1»  fendioiis  Qi  sont  nfulleiy  les  fondioiis  K^imiit  hoouvêMt 
•t  de  dcgrt  aère.  Si  roue  en  nonie  dét  IbadioiM  Qi  ii*e«t  pee  tttille^ 
•■  poum  Ifeover  r  iwicUepe  djetinelee  a|ipfftouttl  en  nwwip» 
iMiMotitt  et  dn  fMnnier  eidre.  Eé  dêeigfieal  per  #  âne  tomdàom 
de  K|, ...,  KU  réqutieti  M  (♦>  s  4^  peut,  ett  ehl^  e'teire 

in  ^^ 

el  en  a  potur  détemiliier  4»  une  éqwtioa  linéeirei  r  ?arieblee  indé- 
^    peadeatee  avec  emad  nembiet  qui  admet,  par  eoaaéqnenty  r  ialé* 
gnies  disUodce.  De  là  ee  dédniaeal  divanee  eeiMéqneneee  : 

1*  Lee  ffroopee  hemegèaee  ee  divieeat  ea  deas  deeaet,  eahrant 
qaHe  adaieticat  r  foadioae  .dietiariee  heaw^gèaes  d*eidia  aal»  ea 
aoa.  Daae  le  pteaiier  caa»  loiitee  lee  fcactieaa  da  giaape  eoal  dVadia 
aid;  oa  peat  le  lapideealer  per  (N,,  •.•,  N,).  Daae  le  caa  eeattairey 
ea  peat  tot^eaie  tmaicr,  par  dee  divbioae  et  dei  Cltratieae  de 
eoaveaebleay  r  — 1  iNKtSotu  diettadee  da  greape,  t|ai 
et  dVwére  0,  et  aae  aalia  qal  eoit  d*efdffa  i,  par 
de  eerte  qae  le  giaape  ataa  la  fanae  ÇX$p  •••#  Kp^it  «y* 
lee  faadietM  eeat  d'eifdia  aal»  le  giaupe  eat  aéeeeMkieaeat 
lee  paraaweeBe\fi||  iijijaefiaieaK  eire  «eiaia  **  •• 


N 


«N  iirai^i»  hêmêgènê.  Ow»  ii  L  «il  «m  JwcUoii  cosNMne  i  émÊm 
fiwp«^flM«ttdaaiêaMdtli(L). 

8^  Étant  JoBiifew  «  ftiMlMM  quirlmaquii  #g»  •-»  4s  écs  isirithlM 
a;^,  fi^  ifliagiMM  qa^in  ftiTMe  iMlât  1m  ttipraMio^ 
AJMlOQt  ux  fMMtÎMt  #  iMlet  céBM  de  cet  cxpnMOM  ^  ba 
$*exprliDfiit  pM  ÊM  mqpai  4ai  fiMwlioM  ♦  ^flm^méum.  Otk  «MiMil 
ainsi  un  momt^m  wfMmiB  de  v  -h  •  fandiont  diilincloi  ♦«•  ...^  ^ 
«...  4K4.4  mr  topwllct  on  penl  raoonwMnoMr  les  nênMt  opënlkNis. 
En  eonlinuanl  ainti»  il  csl  chir  <|u*on  Onin  par  artmr  à  un  gnmpn 
homofitee.  Les  y  bncUons  #,,  ...,  ^  wgemlrenl  done  un  groupe 
bnmogèntf» 

A^  Le  groupe  f0laire  éCmm  grimpé  hênkçgène  mê  kam^geme.  Soil 
(H«^ ...,  Hp)  la  groupe  propoaé.  Si  K  cal  une  intégrah  du  aytlima 
eamplet 

(B..*)=:0.      ....      (H,,*)  =  Oi 

il  en  eal  d«  même,  d*aprie  la-famuUa  (35),  de  II  (K);  .ea  ^  aulBI 
pour  établir  la  propoaîUon. 

144.  Il  riaoHe  anaai  do  là  que  Ica  /SmcltaM  didim§u4e9  Jfmm 
greufc  hmHkogtnt  forment  «m  ^roiipa  komof eue.  Car  les  fanctiana 
dialînguéea  d*un  groupe  aont  lea  fanetiena  eonununea  à  ce  groiqpn  d 
à  son  groupe  polaire.  Soit  (11^,  ...y  lfr».i»  H,)  un  groupa  hamogjene 
nmCennant  m  fbnctiona  diatinguéea.  Deux  eaa  peuvent  ae  préeenler  : 
ou  bien  toutea  eaa  fondiona  aont  d*ordro  nul,  ou  bien  oUea  no  aont 
paa  loulea  d*ordra  nul.  Il  eal  facile  de  diatinguer  eea  deux  eaa.  ûia 
obtient  lo  nombro  dea  fonctiona  distingue  en  dierebant  le  noBii  u 
d'inlégralea  communes  dea  équationii 

(H„*)  =  0.      ....      (II,.»)^©. 

oè  on  suppoae  que  4  ne  dépend  que  de  llp  '•..,  H^  Si  ces  équalioam 
te  réduiaeol  à  r  •*  m  éqoaliona  distindes,  par  exemple  aux  r  «— >  «^ 
prsraières 

(38)  (H,.*)=:0,      ...,      (il.^^*)  =  0, 

le  groupa  admet  m  fondiona  distiogoëes.  Pour  avoir  les  firnrtionu 
dislinguiScs  d'ordre  nul,  il  fiiudm  joindre  aux  équations  (US)  In 
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iwUmni 

Si  FéqnatÎM  (39)  ot  une  eombinmison  lioteire  des  éqvaliont  (3S), 
iMtet  kt  imctioiit  disliac«éM  Mol  d'orira  ntil.  Si  réqoatton  (90)  n'est 
pas  une  combimiaM  Unéalro  des  ëqnatioM  (38;,  las  éqnatioiis  (08) 
d  (38)  fenMnl  «n  sjsIènM  compisl  donl  tes  m  —  1  inlé^rslss 
costtDQiies  donossl  m  —  1  foDetiom  distitifu<es  d*ofdrs  Qui.  Lbs 
éqoalkms  (38)  admetteoi  une  autre  intégrale  eomsiene  àonA  Poidr» 
peom  être  pris  i|pd  i  1  par  exemple. 

145.  On  a  ft  plus  havt  ^  iflS)  que  tout  greope  poniait  être 
ramené  à  nne  famé  euumiqne  Pft  •••»  Pu»  X,,  ...y  X^  eè  lentes  les. 
parenthèses  eont  nnllea,  eanf  les  pafenlhésss  (P|,  Xi)  qni  ent  ponr 
valeur  Pnnilé.  Dans  le  cts  des  groppes  homejènei»  on  peut  de  pins 
supposer  fue  les  fbaelions  X|,  P|  sont  Imnogénes,  d'ordre  0  et  1 
respeetifement.  Prenons,  en  effet,  un  groupe  homogène;  ^il  est  on 
inmlntiony  on  pont  prendre  pour  terne  eanoniquo  X|,  ...^  X^  ou 
Pi, ...,  P^  enifant  que  Umt»  les  fondions  do  groupe  eont  d'ordre 
nul  eu  non.  Çpnsidérsns  en  second  Heu  un  grsope  non  en  intolution 
(N|, ...,  Nr^i,  F).  Tentes  les  fimctions  Ng, ...,  Nr«i  ne  peuvent  être 
distinguées;  suppooons,  par  eiemple,  que  N,  ne  eoit  pas  distinguée.  - 
On  pourra  alsts  trouver  une  fenelion  F  du  greupe,  do  premier  onlre, 
tello«ne(F»KJsl.  Sott,  on  effet,  V ^ P ^ (ti^^ ^.^  K^Ol  U 
êsndition  (F,  M  J  as  f  dtreloppée  donna 

<l^tNa*4-^'p(N,,NJ^al; 

les  fonctions  (P,  N|)  et  P  (N,,  Nj  sont  des  fonctions  de  groupe 
dToiura  léro  ol-y  pur  osneit|nent,  srexprunent  au  moyen  de  N|f  ••.,  Nr — t 
seulement  On  aura  donc»  ponr  déterminer  ^,  une  équatisn  linéaira 
&  r — i  tariables.  Ssit  Pi  une  ralcurde  F  ainsi  oUenne;  le  gioupo 
prapssè  80  trouve  déeompoeé  C|1S8)  on  un  groupe  d*ordra  3  (N|»  P|) 
et  un  graupo  d*siidra  t  «^  S^  Ugf  «..^  uf — g,  on  invelution  avno  m 
prssaier.  Gb  gnnpo  «»  •••«  iC^t)  ost  enesra  hom^glna;  car,  ci 
(^st  ***t  ^->r)  êit  fo  ffMpo  polaini  du  grsupa  praposé^  Je  gtMpn 


(N|^  Pi^  f^^  ^m•9  f^i  f)  iil  kMM||istf  tl  iM  gmip^  ptlMPi  cil  priu^ 

ftfon  «rriv»  i  im  fffMpe  m  învoliiUoa*  TmiI  gtwpe  l^MMgéM  fCHl 
doM  élf»  fiwiè  i  li  fcrit 

tiNiM  if«'  IbadioM  d«  m  giMp»  Mal  dN^div  Mil»  on  pt«t  rërrira 

En  résmndy  toiil  §wmip€  hêmêfèmê  rfWrfr»  Sf  4-  ••»  wii/irrwnM 
m  /SmeitMt  dMinfvm  |iMit  ^l#«  ni«Md  A  l^  fermé  mnmiqm 

OM  à  Im  forme  emttmiiqmê 

(U)  A|9  ••#!  A^         P|,  •••9  P^>         Pf<«-lt  •••!  Pf4-at 

#6  X|v  P»  JMl  dSM  /kiiclêMu  ibtwnfîwfiy  #«rrir«0«i  1  f«|McfMt- 
tiMiil^  ialM/kiafliil  ««f «  nflalîiM 

Im  fmmê  (A)  conviMl  mmx  frmtpm  émd  Umîm  Im  fwmrHimt 
diMnfuicê  umi  éCordrê  nuU  te  /«raie  (B)  «Mx  frptyet  fêm 
tmqu$tÊ  il  n'ai  «t(  jMif  «tut». 

On  déioplngri  comie  plm  Iwml  (g  itt)  ftie  loyl  gwaye  r  ■■— in» 
hoMo^iM  «tl  raireniié  dans  un  gn«pe  cuMMiiqiM  à  tn  tennctt  M 
M  en  eiMicliift  qne  ire  aeiifet  frofriéU»  d'un  freiipe  iianujinfj 
invmrianîêê  rrlaHrenteni  «  l#Nf#  Inm^mtotieii  kemeyène  de 
cenladt  eonl  Fordiv  dm  groupe,  le  nembiv  des  femcîiom»  éiétbh' 
goéeê  et  te  nombre  dee  foneiioms  diêimguteê  d^ordre  mil. 

•14S.  Reprenons  k  e^fslème  en  inveinlion  (33)  eâ  estent  4^ 4>if 
•••y  4»^dee  iniégnlee  esnnaee^  diiISrenlee  de  N,,  ••«»  1^  du  efsttme 
complet  (34).  Les  tMielions  N|,  ••«,  N^»  ^v-t-it  •••«  ^r.  engendrant  en 
(TMipe  bumogène  dont  loulee  les  fonctions  aont  dee  InKgnlee  de 
efetèHie(34)(il43).Silouteelesronclionsdeeetienpeeo«td*oidfe  ' 
nul,  il  est  «n  involulioni  et  le  problème  proposé  est  ramené  i  nn 
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froUème  é&  même  miUire,  ma»  plus  mmple.  Nom  ponvon»  domt 
nous  borner  m  et^  où  lee  r  iiité|pralee  connuee  forment  un  groupe 
faomogtee  (N|t  •••9  N^t  N^^^ii  •-#  Nr^n  UX  oA  H  esl  du  premier 


Suppœene  qM  ce  groupe  edmeflOy  outre  N|,  .*•,  N^ ^  m  foncUoiiii 
distinguées.  Dons  ces  peuvent  ee  présenter;  si  toutes  ops  fonctions 
distinguées  ne  sont  pss  d'ordre  nul»  on  emploien  pour  terminer 
rinlégrsiion  la  méUiode  gdndrdo  du  f  IM.  S  lonios  ose  fondions 
^istitagoées  soilt  d*onlre  nul,  on  peut,  encore  diminuer  Tordre  des 
inlégrsiions  en  upérsnl  comme  B  suit. 

Remaniuons  d'abord  ifne^  si  le  groupe  (Ni,  ••.,  Nr-i*  Q)  csntient 
un  système  en  inrolution  d'ordre  fi»  la  fpnno  cailonii|ue  dpi  groupe 
setu  P|9  •••p  Fff  A|9  •••}  JL^  Xv^iy  ^*y  ^Stf  ou  ^  ss8ft«^m«  On* pourra 
alors  Ô  114)  trouver  des  fonctione  du  premier  ordre  donnant  lieu  à 
ridenUlé  ' 

K«dX|  -I-  •••  -I-  K« rfX.  sspj  dsag  -h  •••  +/».  dx^ 

oty  comme  Xf,  •••»  X.  sont  des  fonctions  de  N|« ...,  X...t»  on  aura 
aussi  une  identité  de  la  ferme 

L|  dINg  +  •••  «^  I^«.i  iINr^i  ss  Pi  éx^  4*  •••  -1-  p«  dx^* 

Le»  faidîoii»  N,,  ...,  N_i,  1^4-if  •••»  Iv-i*  H  donneiit  Imitai  ht 
inUgrales  Ai  qatène  ÇUt^  (|  iSÔ).  L'inUsntion  da  sjittfiie  C3S)  «I 
«erminte  amit  anaïae  q«a<lc»tare.  Laûnat  ee  cw  4*  cMIt  «Mii* 
difWM  let  ^Mlioiia  lioteirM 

■  (N„  ♦)  =  0,    (K._„  ♦)  =s  «,    (H,  ♦)  =  0. 

Gm  équations  forment  un  sysitme complet  Soit  en  ollM  (r,,  ••»«  «W^r) 
le  giwipe  poiairp  dn  groupe  \N|y  •«•»  Mr«»i9  Hj*  TouIbs  les  fonetiona 
éB  ce  groupa  ne  peumnl  dtre  d'entre  Ml;  en  aniuil  dans  ce  ces 
9n«— racf  H- m,  on  on  posant  rasf  4*ii»  «^Svt  isssf  4- m  >ir« 
Le  groupe  Qi^  ••»»  H^^  II)  contiendrait  nuafsHms  on  insolutiea 
Si  oniiu  li  m  un  aoranmmenenn  cnipraoeueni» 

Lw  i>  4-  I  4fHliHM  (40),  rianHil  tn  —  rw  f  higgrjM 


>.  (H..  ♦) 


••• 


V(H,*)^lW^M(*>  =  Ot 


mlfncUâAt  In  r  inUgnlM  N/,  ..^  MU.H  H,  nr  feft  é^MliaM 
coadlliiMi  qui  doiTmi  Tdrtltar  X^,  •••,  X^^i  pour  qa*il  «i  toM  tittu  aa 
rMtthMt  à  t*  ^  tf  —  «I  rcbtioBi  distiaeltt  i^).  SaieM 


Im  éqiMitioiis  linéaim  aiiMi  oMeanoi.  Le  qpltaie  (411 
Mr  il  ÊéaM  r «—  g--  m  ûitégnics  dt  plut  quo  le  tjalèiiie  t40)» 
e*c<t-«Hlir»  9»  —  f  *—  m  —  1  mlécnb*.  (Ni  pomra  donc  oblMir 
une  HiléRnlt  de  ce  aiMmt  diUéreole  de  N|,  *..,  Nr^i»i  M  fàr  iui# 
epéiaUottd'erdreSii— •r«-*f-*tti— is9tii-*-24— 9iii-*2v— 1; 
celle  opérâtioo  sera  toujourt  d*oidre  impair. 

Soit  ^1  one  inU!gt«l^  de  ce  eytlème.  Dent  cet  eoot  à  emniiicr. 

1*  SuppoioiMi  que  les  fonctiooe  N^  ...»  Nr^i,  H»  >|  .fermcnl  a» 
f rMipe  boBieffeDe  d'ordre  r  -4-  I  ;  ce  groupe  eoatieadra  q  4-  ta  -f;  i 
fbncUofift  distin^uéet.  Je  dis  que  touteo  cee  foacUoue  leroiil  d'ordre 
aui*  ooit^  tti  eirei«  \^f  •••«  Jk^^  J^^i^  •••^  A^^ai^  «««y  «^t  ^t^^^ii  «««t  *  tt 
la  Cftniie  canonique  du  ffroupe  (N| ...,  K^^h  H)*  O»  pont  IrouTer 
d'autres  fondions  Xf.  P^,  iMwanl  avec  lea  pi>écédenies  un  groupe 
canouique  d'ardre  2n.  Imaginons  qu'on  ait  pris  ces  Sn  Iwirtiona 


(ti  Siiteat  o,«  ^.f  Oai  In  ■  fiartlMS  4isUft8ié«i»  «slfts  fat  H,.  .^  Slf  éa  gPMpt 

iR«. .~.  Ri-  -I»  lli.  et  \V| Wtv  Itt  i«  fosrliosi  (|Mi  co«plèlml  te  CfSSfi.  Oa 

Ifomer  «■•  éqiMiWi  ilê  te  foras 


•daitUaal  tel  istégislet  W..  ^..  Wf».  Sott  C  (#|  k  0  résnUAi  sisal 
éisstteM 


ifSSI'4>f<«>t 


i!«,4ee~«-  •••>  cir#i»«i  aii.^isse.  -^  «ib«^^-^  cw-to 


sSsbsttesi  IM  Bs  —  r  «»  1  tescitess  4s  sisspi  pttelit  ssl  «al  s Vift  ail*  gtas  tel  gv 
ttest  W,  pMf  Isllsntes»  es  soi  tell  ss  tesl 


MSgfstesStelisstet.  Ci  ^ilteBSMieistvsteBt  ss  ijUSi  llilt  Hite  tes 
liste  Steslfssl^aiis  pssi  sMsste  ss  tplèm  <il|  mms  smssaia  tes 


i 


GHAF.  xii.  —^  tntmm  us  aoum.  SIS 

d  k  qr*lêaM  (M)  défient  de 


TMt  ialégnle  de  et  tjtttow  sert  de  b  rorme 

•  f  X„  .•.,  !«•  Pt4.«4*i»  •••»  PiTf  -^^  »•••••  ÎF^ jî 

ei  dw  uffoie  etee  X^^  •••^X^y  •  «>f  ^i»  •••9  P^  vu  groupe  iTerafe  r  4*  It 
«o«le  iiaelioB  dislingiiée  de  ee  ffMpe  «m  la  même  fbrme  eldevre 
eetiibire MIS  èqnatione  .  ."-^ 

(Xt.  ♦) = jj;=«t      (i^ = i.  «•  .-t  9% 

•  ».    ►    « 

Toate  bnctkm  dieUaguée  de  ce  groope  eera  donc  de  le  ferroe 

♦  (Xgy  ...y  X,4.at  Xi,>i9 ...,  X,,  -jT"*  *'*'  "ï^# 

cTert-à-dire  eera  d'eidro  nul.  On  sen  donc  ramené  à  une  qneslioB  de 
Même  ntnfcqne  h  premîèce,  eenf  que  r  eera  ramplaeé  par  r  «^  1 
d  f  par  f  -h  !•  La  eeeonde  opération  eera  d*oidra  inférienr  de 
denx  nattée  à  ealni  de  h  pnmière. 

S*  Si  Ngy  •••y  lC«Aiy  My  ^g  M  fonneni  pee  nn  greope  liomogènei 
dlee  dennenl  niimenre  à  nn  gronpe  homogène  qni  eera  an  mbina 
dPerdra  r  4- 9  ai  qni  ranCBnnera  déna  lent  lee  cni  m  fbnclione  diettn- 
d*ordra  mrf.  La  eeoonde  epérrtien  i  kqndle  en  èera  eendnit 
#efdra  infiriear  d*an  nmina  dans  nniléa  à  eeini  de  la 


Bb 


m  CHunan  tm  Bêntin  p. 


#6  Ng,  .*•,  Ny  Mil  if€t  /iNMitMt  Aamtyèw*  ^métt  zém  ém 
^mrlmhkê  ]i^  «<  N|t  «..^N^  •••9  Hr.i»  H  taiil  As  faf^rriw  ciimiiM 
iTm  tytième  €$mplei 

/JM'igiil  mi  groupe  hmiÊégènê  qui  mdmtêt  f  -#-  «1  /iwKHtm  dKiliii* 
yiirfi»»  iMiIci  dtêrdre  téro,  riHîég^'miioH  au  wgêième  ëm  InrrfiiliM» 
ffMfOÊé  n*êxig0,  dhma  kt  cet  Ifi  yfiM  4^/hr»r«Uc«,  fiM  te 

IfofM 


Su  —  r  —  f  —  m  —  i,    Sn-^r  —  f  —  m  —  S, 


•••t 


«.a.i. 


^P— i— ^^■^*— *— — ^— — — — ^■— M— ■■— '^■— ■  ■   I  ■      ■  ■■■  I      I       I    —MM— — ^ 


NOTE  I 


S«r  lu  ^sliMM  JtMbiras  ^  34,  p.  68). 
Soil 

(1)  X.(/)  =  0,    ....    x,(n==o 

«i  «fflème  complet  de  q  éqmlioiM  à  n  varialilee  iadépendealMy 
telles  qœ  Ton  ail  identiqueoieiit 

Xi(x*<n)-x*(Xi(n)=o,     (i,*=ii,«,.^f). 

Qvdfiiee  evteiin  donnent  i  oee  qfstèmee  le  nom  de  •frtême  jaeo* 
Stippoeom  qQ*on  ait  obtenu  one  intégrale  f i  des  r  pivinièree 


en  la  ontetHnanl  dans  X^^i  (f)i  «n  Ibnuera  nne  euite  de  fencHena 

ttf  %•  •••f  tip  *<l*»  fM  Ç<4*i  =^  Xr4.i  (Ç4)f  «tii  WTOnt  lonlea  dee  inW* 
giaks  dn  eyatème  (Ô*  Sitppœons  qu*aprfaf  t  epénlkme  en  eblienné 
«ne  inl^pnle  qui  tf exprime  au  mojen  «lee  pnSeédrailes 

çi^i  s=s  H  (tg,  fc, ...,  fdi 

en  eheRhanI  une  inlî^le  de  l'équation  Xr4i(/)ss0qui  a*eiprinM 
nu  mojen  de  f  i*  ...^  f  i,  en  eit  eonduit  i  Tiqualion  linéaire 

^  leuh  Inligiale  de  eelte  équation  fara  eonnailiu  une  inléfiule  eom» 

nwMe  dëa  éqiuMUone 

CI)  X«(/)ssO»      -.      Xr^i(0  =  0- 

La  mélliede  ne^applique  pfan  braque  X^^i  (f  i)  ss  n  (f  i).  Il  but 

une  autre  infignie  cennnune  f,  du  ofiMnie  (S^ 


it  M  itnrir  d»  4i|t  u  Hm  4t  f|.  81  m  a  Miii  Xr^i  (ti)  *■  ll|  (40» 
M  dmtlitn  «M  ittlAf rak  éi  ki  IbnM  •  (tu  f |>»  m  fil  «mi4«U  à 
r*|iuilioii  lioMrt 


#1 


«(!•) 


n.(*i>«<^ 


dont  M  obtient  um  lnlé|p«l«  par  dts  ifiiadratiinm. 

Ce  CM  Mcoptioniiel  m  ••  ptètiénle  pat,  loriqu*  Ua  éq uattoM  (1) 

•Ht  été  résoluat  ptr  nippoK  i  f  dérivéia.  Il  est  aiaé  «la  tê  tnérm 

compta  pourquoi  il  eu  oot  oImI.  Si,  par  oiomplo,  laa  é^uatio^a  (i) 

àf  êf 

ont  été  riioluei  par  rapport  i  ^  •  •••$  j^f  las  r  pmuièraa  équap 

lions  admettant  d^  un  eL•l;^ia  nombre  dlntéjrralea  aannuaa«  9^4^ 
•••I 9^  Il  n*en  est  pas  de  même  ai  on  considèrs  un  aystèma  JacoMem 
de  forme  qoelcunqua. 


MMB  II.  ~  wa  u  tutoKÊau  M  Pùtatùsi. 


NOTE  IJ 


S«r  le  théortma  d«  Ftlstta  (*). 


Le  tMorène  de  Mfisoii  nous  apprend  qoe^  ei  f ,  et  f ,  9Mit  dent 
tet^mlet  de  réquatm 

(i)  (riç)  =  0, 

il  en  eti  de  mèfiie  de  (f  „  ^^.  Ce  théoiène  pemet  doue  de  déduire 
de  deos  intégraliïs  connues  de  Féquation  <1)  une  neufeUe  intégrale 
per  des  opénlione  indépendeiïtes  de  le  ferne  de  In  Ibnclien  f.  On 
doit  à  H.  Laurent  un  théorfeme  plue  général  (>)  :  ri  f,,  f^,  •..,  f^  ^i, 
M.«  ^  aont  8k  aoittUons  de  P^uation  (IX  il  en  est  de  même  de 
«eipreeeion 

V      P  frt»  •'•9  fk9  tif  *of  Iht^   ^ 

O»  "  ^^.*  ••••  *V  'V  •  •'  'ii*^ 

BMie  ee  Ihéerème  ne  donne  pas  de  solutions  distinetes  de  eelles  que 
Ton  peut  obtenir  per  rapplieetion  répétée  du  théorèaM  de  Poisson. 
Cela  résulte  de  la  propoeitioa  suifanle^  que  M*  Lie  n  déduite  de  la 
fliéonedes  groupes* 

M  en  eêtitMt  q  solutienf  f |,  «..,  f^  de  rdfuelten  (f^  f)  ss  0,  et 
^'en  puisse  déduire  àecnq  seltctiMS,  jmt  éeê  ùpérûUem»  iiHid» 
psncfamtes  de  Im  feneê  àe  la  feneiien  fp  sitie  fieneclle  selntieii  II 
ils  In  niénte  dpmtiifif  II  nji|Mflieiil  nw  ffeupe  enyenpp^  P^  lée 

Sa  iMt  taato  fimetioa  /  ailfaAiiaWl  MS  émHliow 
«  (fif/)=<^     ••••     (f^/)  «  •»_.  ^1 


*MMMHM^aaMMaMMHMM>«MyMli 


dtovni  Masi  vMtir  flfiHin  (fl,  /)  a  Ol  Or,  ii  Im  hactiin  f g, 
•.•,  f^  «ngtiMlf^Mt  HA  fiwipt  (fit  .••«  %9  •.•!  fr)»  l^t  mUfnlct 
éqotUont  (^  tiNit  1m  iiiMsnIti  du  wp&m  «Miplei 

L'équâliM  (lit  f)  SB  0  devra  èire  «m  omiliiiiaiiiaa  KoéAire 
éqiMliMs  (3),  00  qui  m  pourra  arrivor  qiio  « i  la  fimcUon  II  iqppai^ 
iiiHilau  fnwpe  (fi,  ...t  f  A  Si  F,, ...«  Tfm^r  ^^out  3m  <—  r  inl^xniltss 
dbliiiclea  du  n^^iham  (8)»  Il  lUit  en  cAKi  apiarteuir  au  gnHipe 
polaire  de  (F|,  ...^  Pta-r)»  c*eel-4-dire  au  groupa  (f  i,  ••.,  f,). 

Le  théorime  u*esi  plua  eiad  ai  la  biiielîoii  /eel  aoumiae  a  certaÎMa 
reMridiona.  V&t  eseiuple»  ai  f  est  bomfigkQe»  ou  a  .vu  que  de  fouto 
iuMgrale  f ^  de  réqiMlioQ  (1)  on  peut  «léduire  une  nouvelle  intégrale 

Uank  ce  au  |i«rii€uliei ,  renoncé  du  IhiSortime  doit  éUe  modifié  oomom 
il  iuit: 

Si  en  eennnll  q  eeluMeiie  f |« ...,  f^  ic  téfHaU9m 

eu  f0$t  une  féncUom h$mêginê dm  variàbkê Pi^Hdênpmti  (rew* 
wnr,  pmr  dê$  epdratiene  indépenâmiUm  de  In  formé  ife  te  fmwHêm 
homogène  f,  une  mtdro  ifMgrmlo  11  de  te  mémo  éq^atiom,  II  qq^ir- 
liVnl  au  yniHjie  Aemo^ène  omg^ndré  pmt  ieo  fontOono  f |,  ...,  f ,. 

Kn  elM,  loule  ioInlioB  eommune  lioinoi{ène  dea  dquationa 

(fnO«^»      -.      (f-/)'=0» 
vérifle  aUsni  kt  équationa  (g  141) 

((f«f*).r)=o,    (r.^^+  .-»T.;J-^»/')' 

elt  par  coniiéquentt  lea  r  éqiuiruina 

^  (fit  •••>  fr>  Mt  le  gffoupo  luMnogène  engendré  p:ir  f n  ..l»  f^.  ho 
grouiie  polaira  (H,,  '..•,  IIt«.r)  de  (t««**..»  tr)  ^  ^^  P^û^Bpi  liewe 
gène  et  on  en  eondul,  eomine  loul  à  rbeura,  que  D  doil  appartenir 
au  groupe  polaire  d«f  (H|, ...,  Hta.r)ff  c*eal-à-dira  au  groupe  (f  |»  •••»  f^. 
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PHËFAGE 


Le  présent  Tolume  renferme  la  fin  de  mon  ouvrage  snr  les 
Équaiians  aux  dérivées  parfMfex  du  secantl  ordre.  Il  est  consacré 
presque  en  entier  à  Texposition  de  la  méthode  de  Laplace  et  de 
la  méthode  pins  générale  de  M.  Darbouz.  J  avais  d^abord  en  Tin- 
tention  de  terminer  ce  volume  par  un  chapitre  sur  Tintégration , 
par  quadraturen  partielles.  Mais  j*ai  préféré  rester  dans  le  même 
ordre  d*idées,et  j^ai  consacré  le  dernier  chapilre  à  diverses  géné- 
ralisations des  méthodes  précédemment  exposées. 

M.  Bourlet  et  mon  éditeur,  M.  Hermann,  m*ont  continué  pour 
ce  second  volume  le  concours  qu'ils  m'avaient  prêté  pour  le  pre- 
mier. M.  B.  Gosserat,  qui  a  pris  une  part  active  à  la  correction 
des  épreuves,  m'a  soumis  sur  plusieurs  points  des  remarques 
dont  j*ai  profité  pour  ma  rédaction.  M.  Léonce  Laugel,  bien  connu 
du  public  mathématique  par  les  nombreuses  traductions  qu'il  a 
déjà  publiées,  a  bien  voulu  traduire  pour  moi  plusieurs  mémoires 
imporlanls.  Je  leur  adresse  à  tous  mei  âlTectoeuz  remerciements. 

ff  ééeembrs  1897. 

E.  GooasâT. 
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CHAPITRE  V 


LA  MÉTHODE  DB  LAPLACE  (•) 


Le*  de«x  cm  d'inl^gnbilit^  par  In  néthode  de  Xonge.  —  Transfonaation*  de 
li^laee.  —  DéflaHieii  des  inTariaaU.  —  Élude  de  te  sait*  de  Lapteee.  — 
ReehefciM  de«  «aa  «à  te  aaile  de  Lapteee  etl  lemiaée  daaa  aa  «eat  ea 
daas  tea  deax  was.  —  Reloar  sar  rtqaatioa  aax  dérivdea  partiellea  des 
■arteces  niaiaia.  —  Propositioa  penaellaat  de  reconaaiire,  daas  certaias 
cas,  qae  te  saite  de  Lapteee  est  lianUe.  —  Applicatioa  aax  sarfaces  i  liinies 
de  CMwItaie  pteaes.  —  Exieesioa  de  te  ai^tliode  de  Lapteee  aax  ^aaùeas 
liaéains  de  fenae  qaekoaque,  d'aprfts  Legeadre.  ~  Gtesaillcatiea  des 
dqaatieas  liaëaires  ea  Irais  tjrpes. 


IM.  Soit 


«M  éffiiatioii  linéaire  où  les  coeflicienU  a.  A,  e  el  le  second  membre 
sonl  des  fonctions  données  des  Tariables  indépendantes  m  et  jf.  Ponr 
ffÊB  cette  éqnation  admette  nne  intégrale  intermédiaire  d^iendani  d*nno 
ipBCtkm  arbitraire,  on  a  m  plos  hast  (t.  1,  p*  04)  qve  les  eoelBcients  m^ 
>•  e  doîfent  rériRer  Tvie  an  moins  des  deu  relations  (') 

(>)  Aalean  è  coomUot  :  Coues,  im$iUm{i&ne$  Calcmii  tmte^miiê  (t  III).  —  LAPtftcs, 
ÊttkntàÊÊ  mtr  Ir  c«b«l  Mijfrmi  mut  éiffértmeeê  pvikUm  (MéSMim  éê  f AcsdéakI  : 
tnS).— >  DAmeox*  LÊpmu  wmr  Im  tkétit  §émérmh  ém  âmrjpÊtm  (t.  Il;  chsfilis  ■  si 


(S)  On  eondUlions  oat  4*sbor  J  été  troaTéet  par  Bêler*  ea 
(f  )  A  raee  en  formes  : 

itinuBiisi  <e  fonettoa Ineeaaae m  ^ae  t^ml' {ÊMiJUHimm  CâlemB imê9* 
t  IIL  Mrs  pHM.  «wlie  Mcamls.) 

im  iemfw».  -  Terne  Ne  I 


t  OÊÂJmBM  ▼  ^ 

SappoiOMt  pf  1— ipky  que  Toa  ail 

•  •   ■ 

l'4<iMtiMI  (I)  pMt  t'teiN 

En  preMBlpoMr  fonction  ineonnne  r-  +  m  s  m,  otll«  IbneliMii 

dMenninés  par  ^équation  aux  dériiréet  parliellea  linéaife  dn 
ordra 

qui  alntèprt  eovme  ane  équation  dUTérantialla  al  dont  Tintégrala 
ralaaal 

Y  étant  una  fonction  arbitraira  da  y.  On  a  donc  une  intégrala  intaimé* 
diaira,  avao  una  fonction  arbitraira  de  y, 

(4)  g  + «-.-/•*[  Y +/M/-d;»j; 

« 

cette  équaUon  du  premier  ordre  peut,  à  son  tour,  être  intégrée  conuM 
une  équation  différentielle  linéaire» et  iliialement  on  obtient  pour  Tinté* 
grale  générale  de  l'équation  (1)  rexpreaaion  auivanta 

■ 

avec  une  fonction  arbitraira  X  da  la  variable  «qui  ne  figure  loua  aucna 
aigna  de  quadrature»  et  une  fonction  arbitraira  Y  de  la  aecopda  variable  y 
qui  eat  engagée  aoua  un  tel  aigna. 
On  peut  remarquer  que  cette  expreaaion  eat  de  la  forma 


=  «  [X  +/?Ydi^]  +  T, 


■,  ^  T  «kMgMutl  trois  fondioM  «létemin^  d«  «  et  lie  y,  X  «1 Y  de«s 
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lonetioiis  arbilnirot  de  ^r  et  de  y  respeeUTement  loyeneineot,  lovlè 
expressMMi  de  cette  ferme  repréeenle,  quelles  que  eoieoi  les  feno» 
il  CHS  «,  p,  7«  rinlégnde  gAiérsle  d'une  ëqMtkMi  de  le  ferme  (1),  cù  les 
eoeffideiits  «,  i,  e  satisfont  à  la  rdaticn  (S).  On  tire,  en  eSM,  de  la 
▼alenrde  z 

H  |Mir  saile 


si  Ton  dévelcppo  les  cslcnls,  en  Irovre  bien  vne  éqnation  linéaire  en 
«,  p^  q^  x^  dont  la  relation  (6)  est  vne  intégrale  intermédiaire  avec  me 
fonction  arbitraire  Y. 
On  Toit  de  même  qne,  si  Ton  a 

(7)  ^  +  «»-c  =  o,  

rintégrale  générale  de' f  équation  (1)  est  représentée  par  la  formule 

(8)  x==«V**rY+j1x+y'Me/^*^€fyj*/'*^-*'»<to1. 

Dans  les  denx  cas  qni  viennent  d'être  examinés.  Tintégralo  générale 
de  réqoation  proposée  s'obtient  donc  par  des  quadratores.  La  solution 
du  problème  de  Cauchj  se  ramène  elle-même  à  des  quadratures  ;  cart 
si  Ton  a,  par  exemple 

• 

la  connaissance  d'une  courbe  située  sur  la  surface  intégrale,  et  du  plan 
tangent  en  chaque  point  de  cette  courbe,  détermine  la  fonction  arbi* 
traire  Y  qui  figure  dans  l'intégrale  intermédiaire  (4)  (I  ;  n*  SS).  On  est 
donc  ramené  à  chercher  une  intégrale  d*une  équation  du  premier  ordre 
passant  par  une  courbe  donnée.  J^es  seuls  cas  exceptionnels  qui 
puissent  se  présenter  sont  ceux  où  la  courbe  donnée  est  située  dans  un 
plan  parallèle  i  Fun  des  deux  plans  op  ss  o«  jf  ss  o. 
Jbmnrfiit.  —  Lorsqu*on  a  à  la  fois 


4  OÊAJntwf  ▼ 

• 

r<<pMitio>  (t)  admal  Jeox  failégwJe»  ifnMdiaif  dirtlad— ,  dâpiiadint 
chaeiuie  d^uM  iMielion  arbitraire;  oa  peal  ^Iûm  la  raneMr  à  la 
fonna #  s  o  (î  ;  n*  43).  La  TérificalioA  aat  laeila;  daa  relatfoM  précé- 
deates  on  déduii 

aa_J» 

ce  qui  montra  qiia  4  at«  aont leadérÎTées  partielles d'ana  fbnctiott  Y  («,y) 
par  rapport  a  «  et  à  y  reapeetivemeiit. 


V  ^fàd»  +  méf^. 


En  poaant,  dans  Téquation  (i),  «  =  aa  -*  v,  on  est  eondnit  à  r<qnatioa 


-^-«•^ 


dont  rintégrale  générale  est 


wx^J^d^y  Ué^d0  +  \  +  T 


lOk  Loraqn*ane«ne  des  eonditioaa 

-  +  n»-c=o,  ^  +  «»-e»o 

n*est  vérifiée,  Téquation  proposée  dv  aeeond  ordre  n*adaMl  paa  d*inlé- 
grale  intermédiaire,  et  la  méthode  de  Monge  ne  permet  pas  d'obtenir 
rintégrale  générale.  On  doit  à  Laplaee  une  méthode  de  tranaibnnatioai 
célèbre,  qui  permet,  dans  certains  cas,  de  ramener  Tiatégration  d*nno 
équation  linéaire  de  la  forme  (I),  n*admeltant  pas  d'intégrale  intermé* 
diaire,  à  Tintégration  d*ane  autre  équation  de  la  même  forme,  pour 
laquelle  il  existe  une  blégrale  intermédiaire  (*).  Une  élude  complète  do 
celte  métliode  a  été  bile  par  M.  Darboux  dans  le  tome  II  de  ses  Leçimê 
sur  la  théorie  deê  surfaces;  je  me  bornerai  à  en  exposer  les  pointa 
essentiels. 


(>)  Il  cosTMat  de  foira  remarquer  qu*areiil  Lspisce  Esler  iTftll  Aoané  us  gnmà 
aoiubre  d'eieoiples  d*éqiistioat  liséeiret,  dont  on  peut  trouver  sous  funne  espiktta 
rinlégrale  générale,  saas  qull  existe  d'iotégrale  întenuédiaire. 
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Po0OWf  povr  •brégvr, 

k  =  ^  +  mb-e, 

cl  tappoflOBs  qoe  A.eift  ne  mesl  pas  ii«ls. 
L*éqMliM  (1)  pr vt  Urajoars  s'écrire 


sC5+'')+'(5+'')-»""- 


w 

^  +  »x.-»x  =  M. 

«apOMuit 

(10) 

L*éliiiiiMlkNi  de  ^|  entre  les  den  équlions  (9)  el  (10)  eondaii  mta- 
reHemenl  à  rcqmtion  (I)  elle-mènie;  si,  mn  eonireiret  on  élimine  jr,  on 
«si  eondnil  i  la  nooTelle  éqnslion,  de  même  forme  que  la  première, 


«è  l'oa  a 

L*tnlégralion  des  deux  équations  (I)  et  (11)  oonstitné  denx  problèmes 
dqniralents;  si  jr  est  llntégrale  générale  de  Téquation  (1),  la  fomrale(IO) 
permettra  d*en  déduire  Tintégrale  générale  de  réqnation  (I I).  In^er» 
nemeat,  si  x,  est  rintégrale  générale  de  Téqnation  (11),  la  Ibrmnle  (9) 
donnera  Tintégrale  générale  de  réqnation  propoaée 


D*aprèB  les  talenrs  des  eoelBeients  «!«  (|,  e|,  ma  a,  ponr  la  nonreDo 


•  oummB  ▼ 

(13)  {     J  ^ 

oo  M  peiil  avoir,  fiar  liyiiollièM,  Awo»  uiêmm  il  pe«t  m  Cmto  qM  Tmi 
ail 

-S^  +  Mi-^^'^. 

de  toiia  que  la  nonvalla  equalkm  (11)  adoMlla  «m  lalégrala  ialaraié- 
diaire.  S*il  an  est  ainsi,  oa  pourra  inlégrer  Téqualioa  (11)  al,  par  aatia, 
réqualkm  proposée  eUe*iiiéaie. 

A  eauaeda  la  symélriede  Téqulion linéaire  en»  el  y,  oa  peal  eaoore. 
appliquer  à  l'équalioii  proposée  une  Iransformalion  analogue  à  la  pre- 
mière,  en  posant 

oe  qui  conduil  pour  s:.|  i  Téqualion 

avec  1m  valeurs  suivantes  de  «_,,  &_,,  e-|,  M.|  : 

-•  =  ••  *-•='* — AT*    *-•=*- ^+iî~*-S'' 


M...M(.-i^)+g. 


On  a,  pour  celle  nouvelle  équation, 


al  on  «n  déduit,  pour  l'équation  (!),■•  nouveau  cas  d'iatégfabiUté,  oalui 
oè  l'on  aurait 
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Remarqm.  —  Les  deux  transfonnalions  de  Lepleoe,  qw  nous  wbobs 
de  définir,  présentent  arec  les  transfonnitions  decontact  ane  différenee 
essentidle.  Tendis  que  tonte  transformation  de  oontaet,  appliquée  à  nne 
équation  aj|x  dérirées  partielles  du  second  ordre,  conduit  à  nne  non* 
^e  équation  du  second  ordre»  les  deux  transbunnations 

appliquées  k  Téquation  (I),  ne  réussissent  qu*à  cause  de  la  forme  parti* 
eulière  de  cette  équation.  Si  Ton  appliquait  une  de  ces  transforma* 
fions  à  une  équation  de  forme  quelconque,  on  serait  conduit,  pour  la 
nouvelle  inconnue,  non  k  une  équation  du  second  ordre  unique,  mais 
k  un  système  de  plusieurs  équations  d*ordre  supérieur  au  second. 

On  peut  remarquer  encore  que  chacune  de  ces  transformations  peut 
se  décomposer  en  plusieurs  transformations  simples;  on  peut  écrire,  par 
exemple, 

ce  qui  montre  que  la  transformation  est  équiralente  k  la  suite  des  trois 
suiTsntes 

Jy  • 

dont  la  première  et  la  troisième  s'appliquent  k  toute  équation  du  second 
ordre,  tandis  que  la  seconde  ne  réussit  que  pour  des  équations  d'une 
ferme  particulière. 

108.  Pour  continuer  Tétude  de  la  méthode  de  Laplace,  nous  remar- 
querons d*abord  qu'on  peut,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer 
M:=o;  car,  si  x'  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée, 
il  suffit  de  prendre  pour  nouvelle  inconnue  x  —  jr'  pour  être  ramené  k 
ce  cas.  Du  reste,  les  propriétés  que  nous  alfons  établir  s*étendent,  sans 
HMMiification  essentielle,  an  cas  où  M  n*est  pas  nul. 

Les  fonctions  A  et  ik,  introduites  plus  haut,  jonani  dans  celieélude  un 
rôle  fBndamentaL  M.  Darboux  a  donné  k  ces  fonctions  A  el  A  b  nom 
d'Msnrâmfi,  qui  est  justifié  par  les  propriétés  suimnies  : 

Faisons  d'abord  dans  l'équation  linéaira  sans  sscond 


•  GHAFimi  ▼ 


*«t(«0.  r«*(iO; 


M  «il  condstl  à  «M  MMnrdb  é^Mlkii  d0 

4miI  1m  bowtmiix  taiTarinU  «Ml  raipeeliTcaMttl 

Si  Fou  change  «r  en  y,  H  y  en  âp,  on  échange  lea  mlem  4e  A  el4e  A« 
De  même,  ei,  dans  réqnation  (15)«  on  pose  jr  ssU'^X  éunlune  imelioa 
qndoonqne  de  m  el  de  y,  on  trooTe  nne  nouvelle  éqaalîon  de 
forme 

1m  coeffieiènls  «*,  h\  e'  «jant  In  Tskura  Mihranle* 

(17)  \    *'«»  +  î^. 

on  vérifie  sans  dilBcnlté  que  Ton  a 

I    ^  +  «'*'-«'  =  |  +  -»-«- 

On  voil  ainsi  que  ieê  i$wmrimèêtê  ât  Féqmmiiam  (Ift)  $OHi 
égmii»  ûmw  iwtmiOHU  de  réqumiioH  jirttNilire  (IS). 

Élanl  données  deux  équations  JinéaireSt  telles  que  (IB)  el  (M), 
que  l'on  puisse  pssser  de  lune  à  l'autre  en  posant  ss=  Xm\  il  esl  dottc 
nieeumre  que  les  deux  équations  aient  les  mêmes  invariants.  Ces  eon- 
ditimis  soni  aussi  suflisantes  ;  en  effet,  si  la  transformation  esl  possiMo» 
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Iw  étmx  premièrw  équations  (17)  doBoenl 

et  la  condition  dlnléfrabilité  ^ 

^x       Sv      djf      9y 
6tl  uno  conséqnenco  des  éqnations  (18).  La  Taleur  de  IL  ainsi  obtenue 

satisfait  aussi  à  la  dernière  des  équations  (17),  comme  le  montre  uncal« 
eul  facfle.  On  roit  par  suite  que,  si  Ton  ne  considère  pas  comme  dis» 
tinetes  deux  équations  linéaires  qui  se  déduisent  l-une  de  rautre  par  une 
transformation  telle  que  s  ^  it\  une  équation  linéaire  est  complè* 
lement  déterminée,  quand  on  connaît  ses  in?ariants.  Il  est  en  effet 
possible  de  trourer  des  formes  réduites  dont  les  coeiBcients  peuvent  se 
calculer  au  mojen  des  iuTariants  esclusirement  (*). 
Considérons  en  particulier  une  équation  de  la  forme 


J-1 


*^mjg  =so; 


ses  deux  iuTariants  sont  égaux  et,  par  conséquent,  elle  ne  peut  être 
prise  pour  ferme  canonique  d*une  équation  linéaire  quelconque.  Pour 
qu'une  équation  linéaire  puisse  être  ramenée  à  cette  forme,  ii  flmi  qne 
jsf  mv0rim$Us  meni  ^aux.  La  condition  est  d*ailleurs  sufEsante,  car,  si 
les  deux  inTariants  d*uneéquation  sont  égaux  i  A,  elle  aies  mêmes  innn 
riants  que  Téquation 

et,  par  suite,  les  deux  équations  se  ramènent  Tune  i  Tautre. 

104.  Revenons  maintenant  à  la  transfonnation  de  Laplace.  Soit  (E) 
réquation  linéaire  sanis  second  membre,  à  laquelle  on  andiqM  cette 
transformation,  (E«)  Téquation  linéaire  de  même  fomm  que  Ton  en 

(•)  Himess,  lie.  df .,  f.  SS. 


10  aurmiB  v 

déd«it  par  la  pi— uèw  IraMftmaatkMi  à»  Laplae* 
(E.«)  r<qmtioB  qo»  l'oa  àéénU  de  (E)  pw  !• 


I 


tfJP     '  .         i 


appelont  demfriMÂ,  A;  A|,  Jli  ;  *.|,  il.|  les  ui?ariMiU  de oat  trais 
équations  respeclÎTenieiil.  On  a,  d*après  las  fonnnlea  obtannaa  plos 
haut  (13)  et  (14), 

(1»)  j   *i— »      ^       j^y  » 

(  *!  =  *; 

Les  invariants  des  denx  équations  (B|),  (E.|)  ne  dépendent  done  qnn 
des  invariants  de  Téquation  (E);  propriété  importante,  qui  montre  qne» 
si  deux  équations  (E),  (E')  peuvent  se  déduire  Tune  de  Tautre  en  posant 
s  =  Xj^,  U  en  est  de  nièmedes  transformées  correspondantes  (E|)|  (B«') 
et(E.|),(E'-,), 

A  chacune  des  équations  (B|),  (E.|)  on  peut  évidemment  appliquer 
de  nouveau  la  méthode  de  Laplace,  mais  il  est  essentiel  de  remarquer 
que  chacune  d'elles  ne  donnera  pas  naissance  à  deux  équations  nou- 
velles. Prenons,  par  exemple,  Téquation  (E|) 

et  appliquons-lui  la  seconde  transformation  de  Laplace  en  posant 

en  se  reportant  à  la  formule  (9),  et  taisant  M  =  o,  il  resta  simplessenl 

**  =  **, 

de  sorte  que  la  seconde  transformation,  appliquée  a  Téquation  (E|),  nous 
ramènerait  à  une  équation  qui  se  déduirait  de  (E)  en  changeant  z  en  hz» 
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La  première  Iransformalionf  appliquée  k  réqualion  (E.|),  condairail  de 
même  i  «ne  équation  qui  se  déduirait  de  (E)  par  le  changement  de  z 
en  ks»  Si  donc  on  regarde  comme  équivalentes  deux  équations  qui  se 
ramènent  Tune  à  l'autre  par  le  changement  de  s  enXz^  rapplicatiofi 
répétée  de  la  méthode  de  Laplace  eonduira  seulement  k  une  suite  linéaire 
d*équations 

...(E.,),       (E.,j,       (E),       (E,).       (E,)... 

k  indices  positifs  et  négatifs,  dans  laquelle  chaque  équation  (E|)  se 
déduira  de  Téquation  (Ef.|)  par  la  première  substitution  et  de  Téquation 
(Ef^,)  par  la  deuxième. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  équations  de  cette  suite  s'in- 
tègrent en  même  temps  et,  par  «uite,  on  saura  intégrer  toutes  les  équa* 
tiens  de  la  siàite  dès  qu*on  saura  intégrer  Tune  d*elles.  D'une  manière 
plus  précise,  si  Ton  sait  résoudre  le  problème  de  Cauehy  pour  une  équa- 
tion de  la  suite,  on  peut  résoudre  le  même  problème  pour  toutes  les 
autres  équations  de  la  suite.  11  suflBt  évidemment  de  prouver  que  ce 
problème  se  résout  en  même  temps  pour  deux  équations  consécutives. 
Afin  de  simplifier  les  notations,  considérons  les  deux  équations  (E)  et 
(B|).  Supposons  qu  on  veuille  obtenir  une  intégrale  de  l'équation  (E) 
passant  par  une  courbe  C«  le  plan  tangent  étant  donné  en  chaque  point 

de  celle  coorbe.  I^e  longdeÇ,  or,  y,  jr,  r-«  ^  sont  des  Ibnetions  données 

d'«B  panuiiètre  variable  I  ;  quand  oa  fait  la  traasfbrmatMNi  de  Laplace 

i  la  flombe  C  eone^oad  ow  aatre  courbe  C,.  OMune  TéqiMlioa  pra- 
posée  peu»  aecnra 

^  +  4,-,  =  »*,  

on  connaîtra  aussi  la  valeur  de  y-^  le  long  de  la  eonrbe  C|t  et  on  aura 
onauila  la  valeur  de  -H  au  moven  de  la  relation 

On  est  donc  raaMné  àcherdier  une  intégrale  de  réqualion  (E|)  pas* 


It  CBAfinut  y 

MAI  par  la  eowbe  C|  0I  «yial  «a  plaa  toafBsl  cowm  b  loag  im  ûêêMb 
courbe. 

Si,  en  poortoivaet  rapplieelion  de  le  méthode  de  Lepleee,  on  mnvm 
k  une  «quelion  {Et)  ejeal  ui  inTeriul  nel,  on  ne  pont  plne  eontinner 
repplieelion  de  la  méihode,  car  cei  inTartanI  aéra  nécéaaatreaMnl  4i« 
ai  j  est  positif,  et  la  aaite  de  I^Iacé  relatiye  à  Tëquation  (E)  cet  limi- 
tée de  ce  c6té  à  Té^oation  {Et).  Dans  ce  cas,  réqnation  (E#)  et,  par  con- 
eéquenl,  toutes  les  équations  de  la  suite,  s*intègrent  par  des  quadm- 
tores  ;  la  solution  du  prublème  de  Cauchy  se  ramène  aussi,  pour  roue 
quelconque  des  équations  de  la  suite,  à  des  quadratures.  11  en  serait  de  ' 
même  si  la  suite  se  terminait  à  une  ét|uation  d*indioe  négatif. 

Les  invariants  des  équations  (E^)  se  déduisent  des  invariants  A  et  Jk 
par  remploi  répété  des  formules  (19;  et  (âO)  ;  en  appelant  ht  et  kt  les 
invariants  de  l'équation  (K|)  on  a  ' 

(21)  I    *'♦•=»!-*- ^ 

et  en  faisant  successivement  t  =  0,  1,  S..*,  on  calculera  de  proche  en 
proche  les  invariants  des  équations  (K/)  à  indice  positif.  Pour  calculer 
les  invariants  des  équations  à  indice  négatif,  on  emploiera  les  Cor* 
mules 

où  Ton  fera  successivement  1  =  —  1,  —  S,  —  3  •.. 

105*  Lorsque  la  suite  de  Laplace  relative  à  ré«|uation  (E)  se  termine  d*aa 
cùté,  on  obtient  pour  Tintégrale  générale  de  cette  équation  une  espten- 
sion  renfermant  expliciti*inent  une  fonction  arbitraire  et  ses  dérivées  en 
nombre  Hai,  tandis  que  la  seconde  fonction  arbitraire  figure  sous  des  '  ^ 
signes  de  quadrature.  Reniar(|uons  d'abord  que,  si  j«  est  rintt'^grals 
générale  de  Téquation  (K/)  d*indice  positif,  d*après  la  façon  dont  on 
passe  de  Téquation  (E)  à  Téquation  (E|),  Tintégrale  générale  de  Téqua* 

tion  (E)  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  ^1,  t;^****  yri*  dont  les 

coeflicients  sont  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y.  Si  Tinvariani 
ht  de  Téqûation  (E/) 

^St    ,       *^i   ,    .  ï^i  , 


LA  lltTBODB  DB  LAPLAC8  IS 

est  md,  nntégrtlt  génënile  de  cette  éqwtioQ  eet  de  la  forme  (a*  101) 


JTi  SB« 


(x  +frnpy 


ft  et  p  étent  des  fonetioiie  déterminéee  de  «  et  de  jf,  X  «ne  fonction 
nrbitrnife  de  «,  et  Y  une  fonction  eriNtreira  de  y.  Llntégrele  générale 
de  réqnatioB  (E)  sera  done 

(S3)  -r  =  A(x+/YMr)  +  A,(x'+yYgi<r)  +  -^^ 

A,(x-o+/Ygcfy), 

A«  A|t ...,  A|  désignant  aussi  des  (Mictions  détemiinéssde  «  et  de  y.  On 
Toit  qne  la  fonction  arbitraire  Y  est  engagée  sons  pinsienrs  signes 
d*intégration,  qn*il  est  en  général  impossiUe  de  faire  disparaître.  Si 
Ton  suppose  Y  =  o,  on  obtient  une  intégrale  où  figure  une  seule  fonc- 
tion arbitraire  X 

(M)  x  =  AX  +  A,X'+  ...  +A|X««. 

sans  aucun  signe  d*intégration. 

Réciproquement,  fou/et  fet  /trit  qu'tmê  équaihn  linéaire  ^admei  tme 
waittUon  de  !a  forme  préeédenie^  ou  X  eei  «ne  fbmeHon  mrtitraire^  la 
emite  de  Laplaee  relative^ à  eeUe  équation  ee  lermine  d'un  côté  aprèe  i 
ojiéra/ûinf  au  plue  (*)• 

En  effets  remarquons  d'abord  qne,  si  Ton  substitue  dans  le  premier 
membre  de  Féquation  (15)  une  expression  de  la  forme  (M),  le  résultat 
de  la  substitution  est  de  la  forme 

IIX  +  H,X'  +  II,X'  +  ...  +  il,4,X''^«J; 

airéqnation  doit  être  Térifiée,  quelle  qne  soit  la  fonction  X,  on  doit  aroir 
séparésMut  H  :=  H|  =  ...  =  Hi^i  ss  o.  Autrement,  en  attribuant  à  y 
«ne  valeur  particulière  B*annulaat  pas  tous  ces  corfBdents,  on  obtien- 
dmil  une  éqÎMitioB  linéaire  pour  déterminer  X.  En  calculant  les  ceefB* 


(i)  Lafi.Mi,  mmtit'tê  de  rAemiémhén  Sekmeee,  îTlt  art.  Vil,  p.  Mi. 


14  CSAFim  Y 

ctMli  II/,  Hit|,  qui  tonl  tMlt  oiOet,  m  Uowm  Im  otMidiltow 

f 

Si  d«iui  la  lecoode  relalfam  on  remplace  -rj*  par  sa  valawr  ^Mail^  ém 
la  pramièra,  on  IrouTa 

Cala  poaé,  appliqnona  à  réqMlioa  (19)  la  fnmibn  Mibalitatioa  i» 
Laplaea  déSnia  par  la  Ibmiitla 

'•  =  J5  +  «'; 

• 

d*aprèa  lea  relalions  riaUieii  «aire  A|,  A|.|,  la  aolaUiNi  da  TéqualMMi 
(E|)  4|ui  carreapond  à  la  aoluUoii  (ii)  de  réqualioa  (E)  m  coiiticttdra 
plut  les  dérivées  de  la  foaciiiHi  arbitraire  X  que  jusqu^à  Tordre  i  —  1 
au  plus,  el  le  cpelllcienl  de  X  <'"  *'  dans  ^|  sera  AA|, 

Par  sttile,  ea  répélani  Tapplicatioa  de  la  méllifide  de  l«aplaee  im 
nombre  suflisanl  de  lois,  on  arrivera  i  une  êqaaUoa  {Ej)  dlndice  inlé- 
riaur  k  i  dont  rinvariani  kj  sera  nul,  ou  biM,  apr^s  i  opérations,  on  sem 
eonduii  &  une  équation  ^K^)  admetlanl  une  solution  de  la  forme 

^  =  AX, 

et  un  caleul  direct  prouve  que  Tinvariant  ht  doit  être  nul.  I«a  propoai* 
tion  énoncée  e»t  donc  établie. 
RêmarqM.  —  Étant  dtmnée  une  exfirt^ssion  de  la  forme 

AX  +  A|X'  +  ..•  +  AiX^ 

on  peut  toi^urs  la  mettre  sous  une  ibrme  analogue,  où  Igurent  mm 
fonction  arbitraire  et  ses  dérivées  jusqu*à  un  ordre  aussi  élevé  qu*OB 
le  veut  ;  par  exemple,  en  remplavant  X  par  X|  +  X'i,  on  a  une  exprs»* 
sion  qui  renferme  la  dérivée  X|*'^*>.  On  dit  qu*une  expression  de  In 
forme  (S4)  est  de  rang  i  -f  I  JMr  rapport  à  «,  k»rsque  Tordre  de  la  plus 
haute  tiérivée  qu*eUe  contient  est  i,  et  lorsqu'il  est  impossible  de  In 
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meUre  soos  iiiie  foraie  analogue  où  ne  figureraient  que  des 
d*ordre  inférieur  à  i  de  la  fonction  arbitraire. 

D  après  ce  qui  précède,  lorsque  la  suite  de  Laplaee  relative  k  Téqua- 
tion  (E)  se  lermine  à  une  équation  (E|)  dindice  positif,  Téquation  (E) 
admet  une  solution  de  la  forme  (24).  Cette  solution  est  bien  de  rang 
t  -|-  1  ;  en  effet,  si  elle  pouvait  se  ramènera  une  expression  de  rang  infé- 
rieur/ +  i  {j  <  t),  Tapplication  répétée  de  la  première  substitution 
de  Laplaee  conduirait  a  une  équation  ajaot  un  invariant  nul  après 
j  opérations  au  plus,  d*après  la  réciproque  qui  vient  d'être  établie. 

106«  En  échangeant  le  rôle  des  variables  j»  et  jf,  on  voit  de  la  même 
façon  que,  si  Tapplication  répétée  de  la  seconde  substitution  de  Laplaee 
conduit,  après  y  opérations,  h  une  équation  (E./)  avant  un  invariant  nuit 
rintégrale  générale  est  représentée  par  une  formule  analogue  à  la  for» 
mule  (33))  où  la  fonction  arbitraire  X  figure  sous  plusieurs  signes  d*niK 
tégration.  L*équatfon  proposée  admet  une  intégrale  particulière 


s=zBH  +  B|\'  +  ...  +  ByY</î, 

de  rang/  -f*  '  I^'  rapport  a  y,  et  inversement. 

Enfin,  si  la  suite  de  Laplaee  relative  à  Téquation  (E)est  terminée  dans 
les  deux  sens,  d*une  part  à  Téquation  (E|)  d*indice  positif,  d*autre  part 
A  Téquation  (E-y)  d^indice  négatif,  les  deux  fonctions  arbitraires  peuvent 
étra  débarrassées  de  tout  signe  de  quadrature  dans  l'intégrale  générale, 
qui  est  repr^^ntée  par  une  expression  de  la  forme 

^  =  AX  +  A,X'  +  ...  +  A,X«"  +  BY  +  B,  Y'  +  ...  +  ByY'/» 

de  rang  (t  -f- 1)  par  rapport  kx  et  de  rang/  -|-  1  par^ rapport  à  y. 
Renwrquons  que  toutes  les  équations  de  la  suite 

(E-y),  (E^y , ,), ...  (E.,)*  (E).  (E,), ...  (El), 

ont  pour  intégrale  générale  une  expression  de  même  formt.  Quand  on 
passe  d*tme  équation  (E*)  à  ré.|uatfon  voisine  (E*4|),  le  rang  de  la 
solution  par  rapport  à  w  diminue  d*une  unitéi  tandis  qijjè  le  rang  par 
rapport  à  y  augnwnte  d^une  unité. 

V 

lOV*  Proposons-nous  maintenant  de  former  toutes  les  équations 
linéuirua  dettt  la  méllMide  de  Laplaee  peut  fournir  Tintégrale  générale. 
Le  piublème  revient  évidenunent  h  fermer  toutes  les  suites  d^équations 


le  aiArmui  t 


Ua<ftifM|  M  éMiÊJÊÊmH  im  mam  Aêb  «alffM  par  b  ■UHhoilt  àè  Liplae^. 
al  q«l  iOBt  toimiaées  dtM  wi  tans  oa  daM  laa  dans  aaaa. 

Pow  oblanir  «na  aiiila  lannuiéa  ànm  wi  a«Mt  9  adHC  éiMniiaMi 
da  paKir  d'uM  <«jpMitioii  ayaal  «i  imariasi  aal,  al  da  Ibnaar  la  wmlàm 
d^éqnaliona  qaa  l'on  obliaal  par  rapplicaUott  répMia  da  IVum  daa  Imm» 
lormaliona  da  l^plaea.  Par  axaaB|Ja,  an  parlani  d*nna  éqnalion  (B)« 
pour  laqaelle  rinvariani  A  aal  nnl  al  an  appUqnanl  la  aeeonda  Irmaafer» 
mation,  on  formera  une  auila  an  général  illimilea. 

Il  asi  plua  dilUcik»  d*oblanir  lonlas  les  aailaa  da  l^aplaca  Uaiilëaa  dnaa 
laa  deux  sans,  €ar«  ai  on  pari  d*ona  équation  quêêoMfmê  ajaal  un  invn- 
rianl  nul,  la  auila  da  Laplaca  sera  en  général  illimilée  dans  raulra  aaoa. 
Je  rappellerai  suceinclenenl  la  niélliodo  employée  par  M.  Darbonx. 
Soil  (E)  une  équation  linéaire 

An 
pour  laquelle  Tinvarianl  A  ss  r- ^  n^  —  eealnul;  ai  Ton  fail  la  Imna* 

formation  . 

* 

m 

on  est  conduil  à  une  équation  en  I 

qui  admel  une  intégrale  intermédiaire  de  la  Ibrme 

.  a  étant  une  Conclion  déterminée  de  x  el  de  y ,  el  Y|  une  itmelion  arhi* 
traire  dey.  Si  la  suite  obtenue  en  appliquant  à  Téqualion  (B)laseaanda 
transformation  da  Laplace  se  termine  après  »  opérations,  ealta' équa- 
tion admet  une  intégrale  de  la  Corme 

où  B,  B|, ...,  B«  sont  des  fonctions  déterminées  de«el  de  y,  Y  une  Ibne* 
lion  arbitraire  de  y,  et  réciproquement,  s*il  en  est  ainsi,  la  sufta  relativu 
à  la  seconde  transformation  de  Laphoe  se  termine  après  m  truaaiorma* 
lions  ail  jtfiit. 
Tout  revient  donc  à  exprimer  que  l'équation  (25)  admet  une  intégrale 
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de  h  fome  (S7).  Ea  Mibslitaaiii  eelte  expremm  de  •  dans  Tiiilégrele 
iatermédiaiie  (26)  ei  aUribmni  à  m  «ne  valevr  aaiiiériqM  qneleoiMiM, 
oa  reooaaeit  que  les  deox  fonetioiie  arbitraires  Y  ei  Y|  doiteni  être  Kées 
par  «ne  rdatioa  de  la  ivraie 

(SB)  Y,  =  XY  +  X,r  + ...  +  X.^|Y«-*^ 

\^  1|,  •••,  X«4.|  dësignaal  des  loiiclioiis  de  y  déteraiiaées. 

Si  Toa  feaqplaee  t  et  Y|  par  lears  vilears  daas  réqaatioa  (M),  en 
devra  dose  avoir 

Ç(BY  +  B,r  +  ...  +  B.V0  =  «(^Y+»iY'  +  -.  +  ».4.Y«-*«0t 

HmI*  po*'  loatet  Im  femes  poMibles  de  la  ImcUo*  Y.  PiMir  qa*U  m 

MttaiMiffl  ftmt  étidonaent  que  Iw  coeffieiflBtt  de  Y,  V,...,  Y<*  *^"  Mmat 
égaax  daat  le»  de«s  Meaibret,  e*e«t-4-dtre  qœ  !'<«  ait 

JB 

^"'•^     - 


En  éllminam  les  ^antitfs  B,  oo  IroaTe  qae  %  doil  salisbira  i 
rdqmlioa 

qai  esl  lia<aire  ei  d*ordre  (a  -|- 1)  p^r  rapport  à  a;  loas  les  coelBcieats 
éUai  desfoaetioBS  de  y,  on  ea  coaclni  qne  a  cAnÏ  Ur%  de  Im  fàrmê 


(»)  s  — ^iyi+«tyi+*t*  +  ««^iy«4it 

«^f f  ^«  •••i^M-i  «MriSffiMmr  tfef  /badiontAteaariaMt  ir,  «1  ]f|,  jr^ ...  y«f | 
Ae /bfMiftOiw  cfa  la  sarwito  y. 

n  esilaeiled^élaUir  direetemeai  «pie,  ai  a  esi  de  eelie  Ibraie,  oa  peai 
Iroavar  aoas  foraie  axplidle  nalégrale  géaérâb  de  réqaaliea  (iq  qat 

-•TéBMiL  s 


> 


#^ 
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>  /i  ïl\ 

Ba  elM,  rial^gnlo  gteénJe  de  celle  éqwtiMi  •  fo»  nfftmam 
o«,  en  reaplaçut  •  par  m  Talevr  (SB), 

BOtts  dlons  montrer  que  Ton  jMitl  mtetir*  le  fimetitH  artUrmire  Y| 
MtM  /briNe  lelfo  ffM  ^  (n  ^  I).  ùtligralu 

if expriment   expticiUuèe^i  au  fkcyem  d^uM  /àneiiôm  éorhiirÊitê  1[  Hé$ 
Êe$dérivée$j9isqu*àroè*drên. 

Y» 
En  remplaçant  Y|  par  «-^t  Y^  dëiignani  «ne  nouvelle  tMidion  arbi* 

traire,  on  fait  disparaître  la  première  quadrature,  car  on  aura 


JyiY|rfy  =  Y„ 


et  il  restera  seulement  n  intégrales 


(3i) 


/S^s*-    M"^'    -  fi^""^'-' 


d'ailleurs,  on  peut  écrire,  en  intégrant  par  parties. 


/*ï;*.£v.-/1|) 


Y^jf 


et,  en  appliquant  le  même  procédé  aux  autres  intégrâtes  (31),  on 
ainsi  les  (n  +  i)  intégrales  (30)  à  n  intégrales  de  mémo  farme 
mant  une  fimction  arbitraire  Y^.  En  répéUnt  n  fois  de  suite  la 
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transfomalioii,  il  est  clair  qa*oo  fera  disparaître  toas  lea  signes 
d'inlégratioD,  et  les  (a  +  0  intégrales  eoosidérées  s^ezprimeront  de  la 
façon  annoiiCfSe  (*)• 

Il  est  essentiel  de  remarquer  qoe,  si  les  fonctions  »^^  x^  w^^  ...«««^i 
ne  sont  pas  linéairement  distinctes,  la  saite  de  Laplace  relative  à  Féqua* 
tion  (tt)  se  terminera  arant  n  opérations.  Si  on  a,  par  ezemple,  nne 
relation  de  la  forme 

^•♦l  =  C|4P|  -f-  ..•  -f»  Cadrât 

oÉ  C|,  C^  ...,  C»  sont  des  constantes,  en  remplaçant  x«f  |  par  cette 
Talear  dans  Texpression  de  «,  il  vient 

«  =  «••  (Jfi  +  C,y.+|)  + ...  +  «?.  (y,  +  C,jf.4i)  ; 

on  Tolt  qa*on  a  une  expression  da  même  genre  qne  la  première,  oh 
entrent  seulement  n  fonctions  de  or  et  fi  fonctions  de  y.  On  poarrail 
obtenir  vne  rédoction  analogue  si  les  (m  -|-I}  fonctions  9^yP^  —9  |f«4.| 
n'étaient  pas  linéairement  distinctes.  ^ 

108*  Poiir  donner  an  moins  un  exemple  de  la  théorie  générale,  repre* 
noos  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  minime.  On  a  déjà 
remarqué  qu*on  peut  ramener  celle  équation  à  une  équation  linéaire  de 
la  forme  considérée  ici  par  une  transformalion  do  contact  conyenaUe 
(I;  n*  80).  Cette  transformation  de  contact  revient,  au  fond,  à  prendre 
les  variables  introduites  par  M.  Bonnet  dans  la  théorie  des  surfaces  (*)• 
Écrivons  Téqualion  d'un  plan  langent  à  nne  surface 

(3i)         (l-a«ir  +  i(l  +  «?)y  +  (.  +  «jr+|  =  o, 

\  étant  une  fonction  des  variables  a,  f  ;  d  après  la  formule  qui  donne  les 
rajons  de  courbure  principaux,  la  somme  de  ces  rayons  de  courbura 
sera  nulle,  jpourvu  que  la  fonction  (  vériBe  Téqualfon 

Pour  appliquer  i  cette  équation  la  méthode  de  Laidace^  écrivons^ 

(•)  roar  pias  4s  MsUs  tar  les  éqasIioM  Naésim  éoat  la  saUe  es  Ls^sct  stt 
twmiaée  èsas  les  ém%  sens,  siati  que  pour  l^hiiloffiqas.  Je  mivtnsi  Is  isctsar  à 
reavngsdtelL  Dsrboas.  Js  Ms  wpgadsat  rappslsr  qas  le  prsiMaM  a  é*sbsid  4lé 
rtnJB  Mdr  M.  Msulsié.  ésas  aa  Méawfas  iaédlt  «rtmalli,  en  111t.  à  riceiimlt  ies 


<*}  Dtsseex,  fkêmk  §émérmle  dltt  ear/heet,  i  I,  p.  SU. 


(  ■ 


•  » 


9ù  GHAmw  ▼ 

es  diviiant  par  («  —  p), 

H  posons 
réqvstioA  dorionl 

L*éliaiimlkNi  de  S  cooduil  à  une  éqiaalioa  ea  l^ 


dont  llnlégnilioo  ne  ramène  i  oeUe  des  dens  éqnations  dv 
ordre 

2i li_  =  «. 

•  •  •    • 

De  le  première  on  tire 
f  (P)  étant  «ne  lunction  arbitraire  de  p,  et  l'on  •  «nsniie 

^= "T3^  » 

f  (c)  éUnt  «ne  Ibnelioo  srbilndre  de  «• 

Ea  remplaçant  j»  (p)  par  ^^'^  (^)t  on  peut  effectuer  la  qoadralnfs,  el  B 
Tient 
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=  («-»|f(«-t'(«)j  +  29(«)  +  *f(?); 


on  en  dédoira  aiaémenl  les  expressions  de  œ^  y^  s  en  fonction  de  «  et 
de  p,  {x^  jf«  .r)  étant  les  coordonnées  dn  point  où  le  plan  variable  (3S) 
touche  son  enveloppe. 

Il  était  évident  a  prîori,  d'après  la  symétrie  do  Téqnation  (33)  en  (s,  f) 
que,  si  la  snitedeLaplacese  terminait  d*an  cdté,  elle  devait  se  terminer 
aussi  dans  Tautre  sens,  après  le  même  nombre  d*opérati<ms«    . 

lOO.Etant  donnée  nneéqualion  linéaire  de  la  forme  considérée,  on  peut, 
en  partant  des  invariants  A  et  A  de  cette  équation  et  en  appliquant  les 
formules  de  récurrence  établies  plus  haut,  calculer  de  proche  en  proche 
les  invariants  des  équations  successives  que  Ion  obtient  par  l'applica- 
tion répétée  de  la  méthode  de  Laplace.  Mais  les  expressions  de  ces 
invariants  en  fonction  de  A  et  de  A  deviennent  très  rapidement  compli* 
quées,  de  sorte  quil  parait  très  difficile  de  reconnaître  a  prtort,  sur 
une  équation  déterminée,  si  l'application  de  la  méthode  de  Laplace  con«* 
duira  à  une  éffuation  intégrable.  Dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de 
la  théorie  des  surfaces,  l'application  de  la  proposition  suivante  permet 
d'affirmer  d'avance  que  certaines  équations  linéaires  sont  intégrables 
par  l'application  de  cette  méthode. 

^1,  eif/ren  -|-  I  inlégra9e9  HnéairemenidiMiinctei  de  Féqtfalian 

r-T-  +ar-  +  OT-+c^  =  o, 

ii  exiêtê  vne  reiaikm  linéaire  ei  hoMogtne  demi  ie$  eoefficitnU  êoni  dee 
flmeiiotu  d'une  eeule  dee  variab(e$  x^  y,  ia  euile  de  Laplace  refaiive  à 
cette  équation  $e  termine  dont  un  een»  après  n  —  I  traàÊfl^rèHation»  am 

Nous  disons  que  m  -f"  '  intégrales  sont  linéairement  diêtinetee^  sll 
n^esiste  entré  ces  intégrales  aucune  relation  linéaire  et  homogène  à 
coefficients  constants,  où  quelquesHins  des  coefficients  sont  différents  de 


0)  Voir  mon  ma^àliieSmrêmi§mathmê  llsésirwt  et  Im  mHkêde  ée  LepUee  (Ai 
rkan  Jémnml  ef  Mmthemeth»^  «ol.  XVIII).  2t.  Iliribenx  arsit  éè^  Irailé  qMli|ues 
cas  ptfftfcuMets  et  pesé  la  qusitioB  ginéfsie  teM  Is  Iosm  1 V  dt  la  M^H^  féitfvwlf 

ate  9erfuceÊ9 


Si  GBArmB  V 

géro,  Lonqull  esisto  enU»  n  +  l  ialégraks  liaéairMnaBl  HaHuttlmm 
«M  rdalioB  liaétire  et  hoaogèae  dottl  les  coelBeieiiU  ••  dépendeal  fiie 
d^ula  aettle  des-rariables,  de  jf,  par  exemple,  on  peut  supposer  celte 
relatioii  réeoliie  par  rapport  i  Time  des  intégrales  eC  Péertre 

(34)  i.+,  =  f,  (jf)  ^,  +  tt  (y)^t  +  •••  +  ♦•  (y)*. 

^%i  ^v  •**•  '*^«^i    ^^''^  |m  <*  +  I .  intégrales   dont   il   s*agit,    el 
Yi  (y)»  Tf  (y)t   «-f  ?•  (y)  d^  ((mêlions  de  y,  qne  Ton  peni  anssi,  anns 
diminner  la  généralité,  supposer  linéaireoMot  indépendantes. 
S'il  existait,  en  effet,  une  relation  telle  que 

?•  (y)  =  Citi  (y)  +  -  +  c..|t,.,  (y)  +  c. 

où  CifC^,  ..M  Cl  «ont  des  constantes,  Téquation  (34)  pourrait  s^écrite: 

Sm^%  —  Cii^»  =  îi  (y)  (^1  +  C,*«)  +  ...  +  »•-!  (Jf)  (*•-•  +  C,-|-r.) 

« 

et  Ton  aurait  une  relation  de  même  forme  entre  n  intégrales  seulement 


JTi  -J»  1^1  ^«t  •••,  '«*!  T  ^#— !*•»  *«  +  •  ^~  l^'«" 

On'  peut  aussi  supposer  qu*il  n*existe,  entre  les  intégrales 
^if  ^t»  ••*«  ^«  -f  it  qu'une  seule  relation  de  la  forme  (34);  car,  s*il.  en 
existait  deux,  lëlimination  de  ^ji  ^  |  conduirait  à  une  relation  de  même 
forme  entre  n  intégrales  seulement. 

Cela  posé,  vérifions  d*abord  que  la  loi  est  vraie  pour  ii  =:  1  et  pour  ii=  S, 

Si  n  =  I ,  la  relation  (31)  s'écrit 

en  posant,,  dans  l'équation  proposée,  x  =  t^u^  on  est  conduit  à  une 
équation  en  n  qui  doit  admettre  les  deux  intégrales  if|  =  1,  n^  =  f  |  (y)» 

ce  qui  exige  que  le  coelBcient  de  m  et  le  coefficient  de  r-  soient  nuk.  Un 

des  invariants  est  donc  nul  pour  cette  équation  en  u  et,  par  suite,  pour 
l'équation  en  ^. 
Si  n  s  S,  la  relation  (34)  est  de  la  forme 

*a  =  »i(y)^#+»s(y)'t5 

Cette  relation  exprime  que  «i,  x,,  x,  sont  trois  intégrales  particv^ 
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lièret  d*«iie  ^ifiiAtioii  do  second  ordre  de  la  fonno 


€>à  X  el  |ft  sont  des  fonctions  de  jp  et  de  y,  et  nons  afons  à  recliereher 
les  conditions  ponr  qoe  Téquation  (35)  et  Téquation  proposito  ' 

admettent  irais  intégrales  commanes  linéairement  distinctes*  En  diffé* 
ffc&tiant  réqnation  (35)  par  rapport  à  y,  on  troare  : 

*r«^y'***3lîrJy  +  **3y"'"îyJto  +  ay^""^' 
as  différentiant  de  même  Téqnation  (36)  par  rapport  à  «,  il  Tient 

ato>»y  +  **i>"*"^J«^  +  3l*V+î»y+J»îy  +  Ja>'~®- 


En  égalant  les  deux  Taleors  de  ^^  et  en  remplaçant  ensnite  n  par 
■onrelle  équation 

j(i+-'-^'^+(-»+--i)g 


qai  doit  étr*  v<ri6ée  par  toute  intégral»  eommuie  «ox  deux  équtioiu 

is 


(38)  el(36).  Si  le  eoeOcient  de  .«-  n'est  pas nali  on  en  dédnira^  Aet  B 


étant  des  Cmctions  de  41  el  de  y , 

oalto  équation  al  eellea  qu*on  an  tira  par  des  diflémtiatioMi 


M  GBAnTBB  Y 

en  diflércBtiaal  pur  ra^M^  ^  '  dosMiil  UniIm  1m  àithim  rp 

inoyea  de  «^t  jft  x*  ^T  '^  *^^  ^  ^  V^f  pour  «ne  mlégimlt 

a«x  é^fulioM  (35)  d  (36),  on  coMudl  ke  Taktn  4e  lewlee  les  dérii 

en  on  point  (â?t«y«)«  ^^  qn*on  connatt  les  Taknn  de  ^r  el  de  ^  en  en 

point.  LUntégnJe  générde  de  ce  ejetème  ne  dépend  done  qne  de  demm 
eonslenlee  arbitraires  au  phia;  et,  comme  les  équations  sont  linéairen, 
elles  ne  peuvent  admettre  plus  de  deux  întégralea  communes  linéaire- 
ment distinctes. 

Si  le  coefficient  de  r- est  nul,  sans  que  cdui  de  ^  soit  nul,  Téquation 

(31)  est  de  la  forme 

llntégrale  générale  de  cette  é«|uation  est  de  la  forme  jr  ■■  ^%  Y  étniâ 
uoe  fonction  arbitraire  de  y,  et  ^  une  fonction  déterminée  de  «et  de  y. 
Il  y  aurait  donc  MUe  Im  Iruis  iotégrales  «,,  «,,  s^,  detix  rdatioas 
lelles  que 

et  nous  rctombonii  sur  le  cas  qui  vient  d'élra  exaiuiné. 

Il  faut  donc  que  l'équation  (37)  se  réduise  à  une  identité,  ou  q«« 
l'on  ait 

(38)  \    :*~U+P=^. 

rélimination  de  X  et  {&  entre  ces  trois  équations  conduit  à  une  équation 

de  condition  entre  n,  6,  c. 

Pour  foire  cette  élimination,  considérons  Tinvariant  k  de  Téquation 

linéaire 

dé 

M_  yé    ij^^   i^^_^ 


.^^ 
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Des  éqnliow  (38)  oo  tire 


et,  en  renpkçaiil  jjj^t  j;'  Jjj  j^  P«f  !«""  Taleur»,  il  reste»  iMiee 
rédoclioiis  faites 


D*s«tf«  péri,  on  s  âwei 


et,  psr  Sttilei 

Or,  celle  relation  exprime  précisément  que  rinrariant  A_|  de  Téqua- 
tioa  (E  . ,),  obtenne  par  la  transformation 

>*  .  . 

'-•=5  +  *''. 

est  nul.  La  saite  de  Lspisce  se  lennine  donc  d*un  ciité  après  une  seule 
opérstion. 

110«  Passons  matnteiiaiit  aa  cas  général  et  supposons,  comme  on  peut 
le  faire,  qu'entre  les  (n-|-t)  intégrales  ri^x^,  ••.,Xa^i,  il  existe  une  rela- 
tion et  MHS  $eml$  de  la  forme  (34).  Dans  ces  conditions,  les  n-f-  I  inté* 
giales  jTi,  jTg,  .*.,  J^«  4. 1  TériGent  une  même  équation  linéaire  d*ordre  n 

* 

(»)       â5î  +  A.S5r:;  +  -  +  A..i5;^  +  A.^«o, 

où  les  coefficients  An  ••••  A«.  |,  A^  sont  des  fonctions  de  xei  de  jr,  et  ne 
ifériSent  aucune  équation  de  même  forme  et  d*ordre  inférieur  à  n. 
En  diflërentiant  Téquation  proposée  (36)  par  rapport  à  iS,  plusieurs 

10»  de  suite,  on  peut  «primer  g^ryg^^f»*!,^^^    en  fonction  de 
^t  JFf  ^t  ri*  ^*  «'M  g—*  De  mèmet  en  dilliérentiant  Téquation  (39)  par 


M  GBAmM  T 

rapport  à  y,  il  neat 

•IToft  remplace  eûfliiila  dans  celle  relalîoa  ST^****  £i^  ^  ^'"^  S 
per  leurs  Teleurt/il  reele  «ne  ëqoalioa  de  U  loime 

ifui  eel  irérifiée  par  loule  ialégrale  coouqium  aax  ^MaUiNia  (38)  el  (9t). 
Si  D  Q*eel  pas  nul,  celle  équation  (40)  el  celles  qu*on  en  déduil  par  des 
différenlialions  auccessivee  pemellronl  -d'exprimer  loulea  ka  dérivéen 
parliellea  de  x  au  moyen  de  ^  el  de  ees  dérÎTéea  prises  par  rappoK  à  la 
variable  x  seulemenl.  L*équation  (39)  el  celles  qu'on  en  déduil  a« 
moyen  de  différenUalions  successives  par  rappori  â  m  donnent 
d'ailleurs  loules  les  dérivées  par  rappori  à  j?  en  fonction  des 
(n  —  1)  premières.  Il  suti  de  là  que«  ai  ^  esl  une.inlégrale  commune 
aux  équations  (36)  el  (39),  loules  les  dérivées  partielles  de  celle  fonction 
en  un  poini  (up^,  y^)  sont  connues,  dès  qu'on  connati  en  ce  point  les 

valeurs  de  j^  r-;«  ••*•  ^       ^'  L'intégrale  générale  du  système  formé  par 

les  é<|uations  (36)  el  (39)  dépend  donc  de  m  eonslanles  arbitraires  au 
plus,  el,  comme  ces  équations  sont  linéaires,  elles  ne  peuvent  admettre 
M  -f-  '  intégrales  linéairement  distinctes.  \ 

Il  faut  donc  que  l'on  ait  D  =  o,  et  alors  l'équation  (40)  doit  se  réduire 
à  une  identité;  s'il  en  était  autrement,  les  intégrales  7|,  jr^,  ...,  ^«4.  | 
vérifieraient  une  équation  linéaire  de  même  forme  que  ré(|uation  (39)  el 
d*ordre  inférieur  à  n  ;  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Si  la  relation  (40)  est  vérifiée  identiquement,  comme  cette  relation  n 
été  obtenue  en  combinant  linéairement  l'équation  (36)  et  ses  n  —  1  pre* 
mières  dérivées  par  rapport  à  x,  Téquation  (39)  et  sa  dérivée  par  rap* 
port  à  y,  on  a  une  identité  de  la  forme 

en  posant,  pour  abréger. 
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Ki,  tj,  •••,  «•->  i«  Pi«  h  dësignanl  des  foncttoM  de  «  et  de  y,  dont  nous 
n'écrirons  pes  Texpression,  qui  nons  sera  inntOe.  On  dit  alors  que  les 
équations  (30)  et  (3H9)  forment  on  $y9ièmê  en  invoiution. 

Cela  posé,  nous  allons  montrer  que,  si  une  équation  linéaire  (M) 
fonne  un  sfftième  en  imvolnikm  aeee  une  équaiion  linéaire  dTerdre  n 
ieOe  que  Fiquaiion  (99),  une  dee  équaiians  ebkmuee  par  Fappliealim  de 
la  iramflfrmatûm  de  Laplaee  flnme  un  sixième  en  involuiion  avec  une 
équaUem  linéaire  d'ordre  n  —  1. 

Si  on  remplace  j*  par  z'erS^*^  Téqualion  proposée  (96)  se  change  en 

une  équation  de  même  forme,  ne  renfermant  pas  de  terme  en  ^*  Pour 

ne  pas  multiplier  les  notations,  nous  supposerons  qu'on  a  electué 
d*abord  eetia  transibrmation  de  telle  façon  qu*on  ait 

Dans  rideatilé  (41).  le  codBeieal  de —^  Ml  ^  + 1;  «m  dott  «hmo 

aroir  Pi  es  ^  I  ;  il  n*j  a  qu*un  terme  en  *-  provenant  de  ■    .J  't  dont 

le  coeffideat  est  —  A«.  Il  faut,  par  conséquent,  qu'on  ait  A«  s  Ot 
el  F  («)  ne  leoferme  pas  de  terme  ans 

• 

Appliquons  maintenant  à  Téquation  #  (x)  s=  o  fa  transformation  de 
Laplaee 

iz  _ 

k  nouveDe  inconnue  «  doit  satisfaire  à  Téquation 

♦.(•)=55+'5-'-^Ç+('+g-'^)"- 

el  roD  a  identiqueasent 

\         . 


tB  CHAnm  V 

L*4qMUM  F  (ir  )  s  o  dtt  iMt  ib  mitm 

En  diSéMBlIut  TéquIiM  (4S)  plttsiMrè  kàê  tb  attile  psr  rpppart 
à  or,  on  ea  dëduirn      i\    t    ^  ^   '  ****      ,,,;  '  esprimeesani 

dt  «  (1).  ♦,  (n).  îî^t  -..  '^^^^l  ridmàM  (41)  dtvkm.  npite 
In  •ttbslilution, 

Si  Ton  y  rempliiee  «  par  ^  la  aanl  larma  aa  a  eti  y^;  Q  badia  done 
qna  Ton  ait  y  ^  o,  €*atl-à-dira  qae  laa  daux  équalioat 

♦,  (n)  =  o.  F|  (n)  =s  o 

forment  aasai  ua  tty«lènie  en  bivoittlion.  I^  rainoonemcnl  tuppoiia  Um- 
lafoiii  que  e  u*ttsi  paa  uni,  cW-a-dire  que  rinvariaiil  k  de  réqaalion 
propotiéa  n*e8l  pat  aal.  Maîa,  dana  ce  caH,  la  suile  de  Laplace  a*arféla* 
rail  à  réquaiion  elle-mdnie. 

Rn  rép<iUnila  im^me  transformation  «urla  nouvelle  éqaaiion  ^«(n)  s  o 
ou  (K  .  ||,  et  aiaiii  de  auite,  ou  bien  on  arrivera  à  une  é«|uation  (K  .y), 
riudicey  iHant  inférieur  à  i»  -*  I,  pour  laquelleTinvariant  A  .y  sera  nul, 
ou  bien  on  arrivera  ù  une  équation  (K, .«)  formant  un  eyatènia  en  invo- 
lution  avec  une  (H|ualion  du  premier  ordre.  LUnvariaat  i^^m  eera évi- 
demment nul,  car  celle  équation  |K>urra  ft*écrire 

• 

U  étant  le  premier  membre  d*une  éi|ttation  linéaire  du  premier  ordre. 
Dans  les  deux  cas,  la  suite  de  Laplace  est  limitée  du  eôié  des  indicée 
négatifs,  après  h  —  1  transformations  au  plus. 

111»  La  réciproque  de  la  proposition  géaérale,  qui  vient  d*étre  établie, 
est  à  peu  près  évidente.  Si  la  suile  de  Laplace,  relative  à  ré(|ualioa  (E)« 
se  termine  k  réciuation  (  K| .  n)%  Mt  admet  pour  intégrale  une  expresaioii 
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S» 


de  la  forme 


sssB\  +  B,  V  + ...  +  B,_,Y<-«), 

..••  ^*  **■ 

B,  Bo  ...,  B«  .  I  étant  des  fonctions  déterminées  de  âp  et  de  y,  et  Y  une 
fonction  arbitraire  dey.  Remplaçons  Y  successiTement  par  (n-f-  l)foiic* 
tions  Y|,  Yj,  ..M  Yji  ^  |,  choisies  de  telle  façon  que  les  intégrales  corres- 
poiidantesX|,x^,...»x«4 1  soientlinéairement distinctes.  Entre  les (n 4*1} 
éqoatioBS  qni  donnent  x^^  s^*  •**  '•  <•>  it  tm  peut  éliminer  B,  B|,  «••  B i|.  i, 
de  aorte  i|oe  ces  a  +  i  intégrales  partieulières  vérifient  la  rdation 

^t  *l  ■!  —Il 

*         Y         Y'  Y'«-0 

Xj         I^         Ij        ...    I, 


*     .  Y        Y»  Y<«-«* 

X»f|    ■•+1    ■•+!   •••   »•+• 


=  o 


dont  tons  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  la  variàUe  y. 

Si  la  snite  de  Laplaoe  relative  à  Téquation  (E)  sa  termine  h  une 
équation  (B  .  |i)«  où  |a  <  n  •—  I,  elle  admet  une  intégralo.de  la  forme 

X  =  BY  +  B,V  + ...  Bj^Yn 

• 

B,  B|, ...,  B|i  étant  des  fonctions  déterminées  de  a?  et  de  y,  et  Y  une 
fonction  arbitraire  de  y.  Soient,  en  outre,  r,,  r,,  ...,  r».|i.|  des 
intégrales  de  Féquaticm  (B)  qui  ne  rentrent  pas  dans  la  forme  pré* 
cédente.  L*expression 

s  =  C,r,  +  ...  +  0,.^-,  r.^,,-,  +  BY  +  B,V  +  ...  h^Vf^ 

est  auasi  «ne  intégrale,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes 
C|»  •••,  Cii.|i.|.  Si  Ton  attribue  à  la  fonction  Y  successivement  (n  + 1) 
fenaes  diflérentes  et  que  Ton  prenne  en  même  temps  pour  lés  cona« 
laales  Ci,  *•«,  Cm.|i.»|,  (h  4*  ')  •ystémes  de  valeurs  diflérentes,  on 
obtient  (n  + 1}  intégrales  x,,  t^  ••.,  jr«^|,  entre  lesquelles  existe  tue 
ffulaiion  linéaire  de  la  forme 


^•C|  .--Ci.,.-!         Y.Y{  -Yf 


^•♦•C|**  •••  CSt^«i.Y«4|  Y*i4.|  •••  Yjf^.! 


=  o. 


ao 


CMAFITIIB  ▼ 


iùm^  las  poêlMmtê  m  dépMdml  que  de  p.  Il  mI  dair  i|«*oa  fÊmi 
toujours  choisir  las  ctastantas  C)  et  las  fondioM  Y«,  Y^,  ••.,  Y^^i,  do 
lella  bfOB qua las (n  -f  t)  inlégrulas^i,  jr^,  ...^m^^^  soiaul IJoésirawitt 
dislinclas  al  qua  las  aoaflicienis  da  la  ri* latioii  précëdenla  soiaol  difé- 
irents  da  séro. 

11S«  Pour  donoar  una  applicalioo  du  ihiVurème  qui  précéda»  n'|>raiioiis 
la  problèma  da  la  délerminaiion  des  surface  à  lignes  da  courbvio 
planes  dans  un  systèroa  et  supposons  qu'on  sa  donna  aur  la  sphère  de 
rayon  I  una  famille  de  cercles»  qui  sont  les  images  sphériqoes  des 
lignes  de  courbure  planes  dé  la  surfuee  cherchée  (1,  p.  136-145).  Si  T 
écrit  ré<|ualion  du  plan  tangent  à  une  surface  sous  la  forme  (*) 


Téquation  dillérenlielle  des  lignes  de  courbure  CHt 


et  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  &  hi  aurfaoe  ont  pour  Talaura 


(«) 


%  4'a  ,       .  %  —  s 


La  détermination  dea  surfaces  admettant  une  représentation  sphériqM 
donnée  pour  leurs  lignes  de  courbure  se  ramène  donc  à  rintégralioA 
d'une  équation  de  la  forma 


(45) 


S-M«.W^.-o; 


^»« 


on  a  déjà  remarqué  que»  si  Ton  prend  deux  nouvelles  Tariablaa  p,  f|, 
telles  que  les  courbes  f  =  C\  f^  s  C^  représentent  respectiTemettI 
les  deux  familles  da  courbea  sphériques  orthogonales  qui  sont  les 
images  sphériques  des  lignes  de  courbure  (I»  p.  141),  Féquation  (45) 
prend  la  forma 


(46) 


(*}  Damoui,  îkitrit  é»  Stirftrf,  1. 1,  f.  tM. 
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il  ei  6  étant  des  fonctions  de  p  et  de  p|.  Cela  posé«  si  lea  courbes 
^  ss  O  sont  des  cercles,  il  existe  deux  combinaisons  intégrables  pour  les 
équations  difléientiellesdece  système  de  caractéristiques  (I,|p.|144 145)  ; 
Tune  d'elles  est  cfjp  =  o,  et  par  suite  Téquation  (46)  admet  une  intégrale 
intermédiaire  de  la  forme 

«|  +  P5  =  f(p)- 

Il  en  résulte  que  TinTariant  A  =r  r^ — f-  aà  relatif  k  l'équation  (46)  doit 

être  nul,  H  là  suite  de  Laplace  relative  à  celle  équation  est  limitée 
d*une  part  à  Téquation  elle-même. 

D*autre  part,  lorsque  p  reste  constant,  le  point  de  coordonnées 
(c,  c\  c*)  décrit  un  petit  cercle,  et  par  conséquent  on  a  une  relation  de 
la  forme 

<^l  (p)  +  C'ft  (p)  +  <^?S  (p)  +  »4  (P)=  O, 

* 

?•  (p)»  ?f  (p)»  »i  (p)»  ?4  (p)  n«  dépendantque  de  p  ;  en  remplaçante,  c',  e" 
par  leurs  valeurs  (44),  on  obtient  une  relation  de  même  forme 

i^T)  «Wi  <P)  +  «*t  (p)  +  Wa  (p)  +  +4  (?)  =  o. 

Or,  quelle  que  soit  la  fonction  >  (s,  p),  r€quation(45)  admet  les. quatre 
intégrales  a|l,  a,  p,  I  ;  il  en  est  évidemment  de  même  de  Téquation  (46). 
Par  conséquent,  diaprés  le  tliéorème  général  qui  vient  d*être  démontré» 
la  suite  de  Laplace  relative  à  cette  équation  doit  se  terminer,  après 
deux  transformations  au  plus,  à  une  équation  d'indice  positif.  En 
réunissant  ces  résultats,  on  voit  que  Tintégrale  générak  de  Féqua* 
lion  (46)t  dont  dépend  le  problème,  a  pour  expression 

A,  B,  B|,  B^  étant  des  fonctions  déterminées  de  p  et  de  pn  f  (p)  une 
fonction  arbitraire  de  p,  f  (pi)  une  fonction  arbitraire  de  p|. 
lis»  Toute  équatiott  linéaire  de  la  forme 

(«I)       A«>4-SB«  +  0  +  D!p  +  Ef +  F^  +  Gso, 
oè  A^BiCt  Dt  EtFt  G  iont  des  fonctions  queiconquies  de  r  al  de  y, 


SI  GHAmiUB  V 

peut  être  raneDée  i  k  foNM 

poiirm  <|iie  B*  —  AC  m  aoil  pas  md  (I,  m*  Bl).  Il  MSI  de  pieadca  f&mt 
nouvelles  Tariables  «  et  v,  deux  fonclions  de  «,  y,  MUtbîieal  neapac 
Uvemenl  aux  deux  relatiooi 

X|  ei  Xj  désignaut  les  deux  racioes  de  rëqualion 

» 

Ai<— »Bx  +  c:==ro. 

Legeudre  a  montré  (*)  qu^on  peul  appliquer  diiedessenl  i  Téqua* 
lion  (48)  une  inéthode  analogie  à  celle  de  Laplace«  sans  être  obligé  de 
faire  la  transformation  qui  préoède.  M.  Imschenetsky  a  présenté  le  pr<»- 
cédé  de  Legendre  sous  une  forme  très  simple. 

.  L'un  au  moins  des  coefficients  A,  C  étant  différent  de  séro,  snpposoaa, 
par  exemple,  que  A  ne  soit  pas  nul.  On  peut  alors  diviser  par  A  et 
écrire  Téquation 

(80)  r  +  (X.  +  X,)  #  +  X,X^  +  Dp  +  E,  +  Fx  +  G  ±:  o. 

D«  E,  F|  G  n*ajrant  plus  la  même  signification . 
Posons  alors 

d*oà  on  tire  inversement 

dur  X,  —  X|  3jf  Xj  — X| 

On  aura  aussi 

(I)  BiêMr^  ée  FAetMiémh  en  SeUmcm:  I7S1.  ^  Mémoif  êmr  riMjf^m  éf 
fiwlfsw  ^«sltMM  mm»  dlfér^mcm  parikUÊê,  |  IV,  ^  Slf  k  Si). 
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de  «orle  qve  Pf  f  et  r  -f-  (^i  +  ^)  '  +  h^  pevrenl  •*6xpriner  linfei* 
ffwnent  9M  HioyMi  w 

X(*),       Y(*).       X(Y(*)], 
et  r<iinliM  propotée  peal  Mre  miae  «m»  la  iorm» 
(SS)         X  [Y(*)14-  «X  (*)  +  *  Y(*)  +  e«  +  M  =  •. 

«,è,c,  M  étant  des  fonetioM  de  jp  et  de  jr*  On  pe«t  encore  éerire  eette 
éqwitNNi 

XJY(*)  +  «{  +  »|Y(T)+«j+*}e-«»-X(«)|  +  M  =  o; 

si  le eoeflicient des  est  nal, 

A  =  X  (tf  )  +  d6  —  c  =  o, 

llat^^tHNi  de  cette  écpatioii  revient  à  rinlégmtion  de  denz  ëqneikins 
dn  premier  ordre  snceessÏTenienl^ 

X(lf)  +  ftrl  +  M-0. 

Y(*)  +  «^  =  ir, 

et  réqnation  (52)  p^ssè Je  une  intégrale  interaiidiaire  dépondant  d*«ne 
Ibnction  arbitraire. 

On  obtient  nn  nouvean  cas  d*intjgrabilile  en  inlerrertissant  rordre 
des  opérations  X  et  Y  ;  des  relations  (51  )  on  déduit 

X[Y(/)Î-Y[X(/)1  =  }X(X,) -Y(i,)}|J 

=  ïtni'(/)-X(^]. 
«■postal 

X(X«)~Y{X.) 

et  réqnation  (9S)  pent  enCDrd  s*écrire 
(5S)    Y[X(*)l  +  («-rfX{*) +  (*  +  ,») Y W  +  e»  +  M«o, 


> 
t 


Y  [X  (»)+(»  + 1.)  »]+(«- jà){X  (*)  +  (*  +  :»)  *] 

+(e- («  -  ^)  {»  +  ^)  -  Y  (»  + 1»)1#  +  M -«. 

flnsyaAfWB  Mi  ÉsoAttoss*  S 
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Sik^aaHiM 

*«Y(»  +  r^)  +  (#-,a){»+,a)-e 

601  mille,  llalégnilioii  de  FéqualMMi  propMée  m  ffimène  à  ItaUgimi 
dt  deux  équations  du  premier  ordre  tueeeeeivemeut^ 


Y(ii)  +  («-,.)u  +  M«o. 
Les  qiMatiUs  4|iie  mmm  «tcnw  déogaée*  par  A  cl  * 

jouent  donc  le  même  rèie  que  les  invariants  qui  sont  désignés 
les  mêmes  lettres  dans  la  théorie  de  Téquation  réduite 

•  -f-«p-|-éf4'Cjr=:o. 


114.  Si  k  n*esl  pas  nul,  pm  est  conduit  à  une  équation  de 
que  la  première  en  prenant  pour  nouTelle  inconnue 

Téqualion  proposée  peut,  en  ellbt,  s*écrire 

et  rélimination  de  jf  conduit  &  une  équalion  du  second  ordre  en  jr,, 

(M)     X  [Y  (*.)]  + «.X  {*,)  +  »,¥('.) +  '.*.  + M,  =o; 
oA  ToB  a  : 

l     «,=«+,»-Y(log*),         *,=:*-|., 

(55)  {    c,  =  e- X  («)  +  Y  (*) -»Y  (log  A), 

(    M,  =  Y  (M)  +  M  [«  -  Y  (log  A)]. 

Les  valeara  des  quantités  analogues  à  A  el  A  pour  la  noumile 
équation  sont  respeetivement 

^^    jA,=«A-A-X[Y(logA)]+XW+Y(!.)  +  ,»Y(logA)-V 
et  ne  dépendent,  par  conséquent,  que  de  A,  A,  p. 
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De  nème,  si  k  B*eti  pas  mI,  m  appliquant  à  réqnIfaNi  propoaje  k 


ott eal  eondiiil  à  iiiie équatiott  d«  aaoond  ordre  pour  détenniiier  jr.|« 

(57)  X  [Y  (*-,)J  +  «.,X  (,_,)  + »-,Y (*-,)+«.,*-, +M-, «•. 
•vee  ka  valeara  aniTaotea  de  ««n  ^.|,  e.|,  M.|t 

I  «-•««  — m      6-,  =  »4-p  — X(iog»), 
c..,  =  e  +  X(«-p)-Y(*  +  p)-(«-p)X(log*). 
ll..  =  X{M)  +  ;è  +  p-X(lof*)|M. 

On  a  pour  la  noaTelle  équalion  ; 


^'•ï  |aII=Î*^A-Y[J 


[Xpog*)]+|.X(log*)+X(ri+YW-V- 

Si  à  dweviie  des  ëqoalions  (S4)«  (ST)^  on  applique  la  même  oiélliode, 
on  forme  une  snile  linéaire  d^éqaaliona 

...       (E.,\       (E.,),       {E\       [E^\       (E,),       ... 

les  qnanliKfl  A/  et  A/.  relaliTes  à  Tëqnatton  (E/),aecalcolerantdeproelie 
en  proche  par  remploi  répété  des  formules  (56)  on  (80),  suivant  que 
llndiœ  t  est  positif  ou  négatif. 

On  peut  donc  reconnaître  directement,  sans  sToir  à  eflectner  aucune 
intégration  ni  aucun  changement  de  Tariables,  si,  au  bout  de  n  trans« 
fbnnations  de  ce  genre,  on  sera  conduit  h  une  équation  intégmble. 
Supposons,  par  exemple,  qn*au  bout  de  i  transformations,  on  arrire  à 
une  équation  (E|)  d^indice  positif,  pour  Inquelle  Ai  est  nul.  Celte  équa* 
tion  peut  s^écrire  : 

X[Y(si)  +  «^il  +  »,[Y(*i)+#i*i]+Mi«o, 

et,  pour  obtenir  Tintégrale  générale,  il  faudrait  intégrsri 
ko  deux  équations  du  premier  ordre 

X(«)  +  »^+M,=^  +  X.^  +  M  +  M,=r«, 
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màm  M  nisièM«  k  mm  tour,  k  riatégnlioa  det  deux  tyilénM  d*éq 
lioM  difléreiiUelles 

t9x      dw         —dm 
t  "^Xi  -i^  +  M,* 

«  ^X,""4^*i  — ••• 

oa  est  donc  toojourt  obligé  d^inlégier  les  detts  jqvalioBs  diSémitMks 
dtt  premier  ordre 

ify  —  l|f/jr  =  0,  </y  —  ^gfto  =  o, 

c*e8l-à-dire  de  délermioer  les  caredérisliques  deFéqualioii  liaésire  (M) 
qa'n  s'agit  d'inlégrer.  Le  seid  avantage  du  procédé  de  Lsgeadre,  e'esi 
qii*il  pernet  d'appliquer  la  transformation  de  Laplace  avant  d*avoir 
effectué  la  détermination  des  caracléristiques. 

lis.  Les  formules  de  récurrence  établies  plus  liant  ponr  calculer  A|,  k»^ 
de  proche  en  proche,  sont  d*une  forme  plus  compliquée  que  dans  le  cas 

d'une  équation  ramenée  k  ^^  forme  réduite,  6k  ne  figure  que  tz^. 

parmi  les  dérivées  du  second  ordre.  Ceci  lient  à  la  présence  dans  ces 
formules  du  fadeur  ^,  ou  encore  à  celle  circonstance  que  les  deux 
opérations  X  (/)  et  Y  [f)  ne  soni  pas,  en  général,  permutables.  Mais  il 
est  facile  de  voir  que  celte  différence  est  plus  apparente  que  réelle 
et  qu*on  peut  remplacer,  sacs  rien  cliangcr  à  Tesposilion  précédente* 
\(f)  et  Y  ^/)  par  deux  opérations  permutables.  Poson%  en  eifet  : 

X,(A)-:.XlA  Y,  lA)  =r  pY  (/•«, 

%ti^  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x  et  de^;  on  aura 


X,  [Y,  m 

Y,  [X,  (/)] 


:=  «X  (W  Y  if)  -f-  «?X  [Y  (/-.l, 

=  pY  ^.)  X  (/;.  +  «{»Y  [X  ^r)\. 


el,  par  nulle. 


X,:Y,  (/)j-Y,  [X,  {/•,]  =  »X  (P)  Y  (/)-.|IY  (.)  X  (z-)-.,^  |X(n-Y(/)| 

puisque  l'un  a,  par  hypothèse, 

X  fY  (r)!  -  Y  [X  {/)]  =  ,»}  Y  (/)- X  (/)». 
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PiNir  qv6  les  deux  opérations  X|  if)  ^  y%{/)  soiml  psrmiiUbles, 
€>sl-JHdire  poor  que  Ton  ail  Msnliqiienieiit 

X,  pr,  (^)i  «  Y,  (X,  (/)]. 

V 

il  svflini  do  prosdio  pour  s  oi  ^  deux  fonrlioiis  sotisbisoni  fospodi- 
Tonml  o«x  deoz  relations 

X(IogW=:-^       YOog«)  =  -|it; 

les  fonctions  a  et  ^  étant  ainsi  dëtemtnéeSv  Téqoation  dn  second  ordre 
proposés  peot  s*écrire  aossi 

X,  [Y,  {s)]  +  mX.  (s)  +  »Y,  (r)  +  e#  4-  M  =  o. 

ir«  t^  c«  M  n^ayant  phis  la  mémo  signiBcation  que  plus  haut,  et  Ton 
pcnt  répéter  snr  cette  éqnalion  tons  les  raisonnements  qoi  ont  été  faits 
snr  réqoation 

m  rvmplacaiit  parioat  ■£_  par  X|  {f)  el  ^  par  Y,  (/•)  (').        

llCTons  les  raisonnements  qui  ont  été  faits  jusqu'ici  s*appiiqnent  anssi 
bien  anx  valeurs  imaginaires  des  yariaUes  qu  aux  Taleurs  réelles. 
Lorsque  les  eoelRcients  de  Téquation  (18)  sont  des  fonctions  réelles  do 
«  et  de  jf,  et  qu  on  ne  veut  employer  que  des  transformations  réeDes, 
il  y  a  lien  de  distinguer  trois  cas. 

t\  —  Si  B*  —  AC  est  positif,  les  csradérisliques  de  Téquation  pro- 
posée sont  rédles,  et  on  dit  qu*elle  appartient  au  type  AjfpsrMîi^Ne.On 
peut,  pmr  vue  ntUHiHiiom  réeUe^  ramener  cette  équation  i  la  forme 


on  peut  ensuite,  en  remplaçante  par  Ir  -f*  F«  ^  ^  1^  étant  des  fonctions 
conrenablenient  choisies  de  a?  et  de  jr,  faire  disparaître  le  terme  indé- 


(>)  Aa  feajst  des  lavarisato  de  réqasiloa  Haéitas  de  fomM  géaérde,  en  pourn 
éeux  Botts  rêceatet,  ée  M.  Qiltoa  {Cmmpin  Êkmémê  éf  tAemUmk  dm 
ISN)  et  de  M.  Bargstn  (nfiNKesair  Mis  tL  ÂtemérmiÊ  M 
iSN).  afati  que  le  trat^l  iasM  par  m  étÊÊÊm.  m  ISIS,  sa 
A  JfiilfMafiM.  S*  séfli. 
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pendul  M  «1  «D  des  co^lHeknls,  H  prendra  pour  fcfie  lédiiil»  «••  dM 
Iroift  formes 


Mais  OB  M  peul  pss,  en  général,  faire  disparaiire  plus  d*iui  des 
eieatstf,  6,e. 

i*. — Si  B'  *-*  AC  est  négatif,  les  caracléri8lii|nes  soni  iauiginaîres,  ei 
Téquation  appariieni  au  type  eUipiiquê.  On  ne  penl  pins  la  ramener  à 
la  forme  précédente  par  une  substitution  réelle,  m^  on  peut  prendre 
pour  forme  canonique 

les  nouvelles  variables  h  et  0  étant  des  fonctions  réelles  de  jp  et  de  jr • 
En  eflet,  si  ces  fonctions  11  et  p  saUiifoilt  aux  relations 

». 

on  vérille  aisément  (I,  n*  51  ;  p.  103)  i|ue  la  nouvelle  é(|uation  aura  in 
fonne  voulue,  pourvu  qu*on  ait 

A«  +  B  =;  o,       AV  =  AC  —  B*; 

comme  AC  —  B*  est  positif,  «  et  p  sont  réels,  et  on  peut,  par  confié» 
quent,  prendre  pour  m  et  e  des  fonctions  réelles  de  w  et  de  y.  Une  trans- 
formation telle  que  x  =  Xj'  -f*  1^  permettra  ensuite  de  faire  dispa- 
raltre  M  et  un  des  coeliicients  «,  A,  r. 

3*.  —  Enfin,  lorsque  B*  —  AC  ==  o«  il  n*y  a  plus  qu*un  système  de 
caractéristiques,  qui  est  nécessairement  réel,  et  Téquation  appartient 
au  tjrpé  paraboUque.  Si  Ton  choisit  un  nouveau  système  de  variables  m 
et  e,  telles  que  les  caractéristiques  soient  les  courbes  0  =  O*,  ré«|ua* 
tion  prendra  la  forme 

5^  +  *5ï  +  *î;  +  "  +  '*  =  '»: 
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6B  chângetnt  x  en  Xir  -|-  m  on  petit  ensuite  faire  disparaître  le  terme 
indépendant  M  et  le  coefficient  de  z^  et  il  reste  vne  éqoation  -- 

Vz  ,      >*  ,   .»^ 


liais  on  pent  ici  pousser  pins  loin  la  simplification^  comme  on  Ta 

d^  remarqné  (I,  note  de  la  page  132).  En  elfett  prenons  ponr  variables 

indépendantes  v  et  nne  intégrale  n |  de  Fëqnation  dle*niéme  ;  Téqna* 

lion  ne  change  pas  de  forme,  et,  comme  elle  doit  admettre  la  solution 

'iz 
jt  s:  «1,  le  coefficient  de  t— doit  être  nvl.  On  pent  donc  adopter  comme 

foroM  rédnite  d*ane  équation  linéaire  du  type  paraboiii|ue  Téqualion 

^z  ,    .^z 

on  iroit  de  plus  que  cette  forme  réduite  n*est  pas  unique,  mais  peut 
élie  obtenue  d*une  infinité  de  façons. 
Rmuapes.  -*  Soit 


v-x  ,.  ^s  ,      ^z   ,  ^^z  . 
équation  du  type  elliptique  ;  les  deus  espressions 


sont  deux  inTurianls  rdatîTemenl  à  la  transibmiatioa  z  s  Xm\  Si  H  el 
K  seni  nuls,  on  peut  ramener  Féquation  proposée  à  réquatien  de 


Laplace  t^  -}-  ^  =:  o.  Si  H  est  nul  et  K  difiéreni  de  aéro,  on  peut 
réquatkm  k  la  forme  ^ +  ^4- e^ssOisiKeslBul^réqua- 


laon  peut  s'écrire 


«  el  ^  étant  des  fondioBS  de  49  el  de  jf  (•). 

{^  Bsamm,  Jsr«  ctf»  ilsasli  iB  JfiMMalim,  I»  SI,  S*  siils* 
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LES  SYSTÈMES  EN  INVOLUTION 


4*«i  Boakre  lai  de  coiitlaiitet  ariNlnint.  ^  bilégnles  f<Na»MiH  à  «m 
éqûtioA  d«  pi«nier  Mrdn  et  à  une  ëqvAliott  d«  second  ordi«. -- Inlégrales 
cenaiUMe  au  deai  iqvalioiis  r  +  f  =  o,  I  +  f  =  û.  —  SyelèaMe  ea  i»- 
velalioB.  «—  Mvltiplleilés  ceraclériilMpies.  — >'  SyetèBiet  liséûrM*  *  EieM 
ple«  dhrert.  «»  ÉUide  du  système  formé  per  denx  éqvfttkms  d«  second  eidro 
de  fbnne  qnelconiitte.  —  Becherclie  des  intégrales  communes  i  nne  éqnn* 
lion  du  second  ordre  et  à  une  équation  d^ordre  n.  —  Extension  des  résul- 
tats précédents.  »  La  métliode  de  M.  Soplitts  lie.  —  Remarque  de  M,  de 
Tannenberg.  —  Théorèmes  de  M.  J.  Ktaig  sur  les  systèmes  complètement 
Intégrables. 


117«  Depuis  lea  travaux  classiques  de  CauchyideM.  Darboux  el  dn 
M'~  de  KowalewakI  sur  les  équationa  aux  dérivéea  parliellef «  les 
qfstèmea  d*équaUona  simultanées»  entre  plusieurs  fonctiona  inconnuea 
al  plusieura  variablea  indépendantes»  oui  été  Tobjoi  d*un  certain 
nombre  de  recherches.  Nous  aignalerona,  parmi  lea  Mémoires  lei  pluii 
importants,  ceux  de  M.  Julius  Kônig  (M»  de  M.  Hamburger  ('),  de 
M.  Sophus  Lie(>)»  de  MM.  Mémy  etRiquier(«)»de  M.  Riquier  8eul(>)»de 
M.  Bourlet  (%  de  M.  Beudon(')»  de  M.  E.  von  Weber  (•)»  de  M.  tre8ae(*), 
de  M.  Delas8ua(**)»  etc.  En  particulier»  le  Mémoire  de  M. 


(>)  Ueber  die  Integratioa,  etc.  (MaikemmiUckê  ilaMlta»  t  XXill}. 

(•)  Crêih,  t.  LXXXI,  XGIII,  CX. 

(*)  Znr  allgemeioen  Théorie  der  paHîellcn  DifferentlsIgieichoDgen  heUriiiger 
OrdBune(l»ericA/e  dtr  KUmigi,  Sache  GtmlUekmfî  éet  WiêêêtuekmfUn  m  Ui^i§;  ftlSS) 

(«)  Anmaiêê  étTSeoU  nùtmaU;  tSSO. 

(*)  ^niialM  de  rScoU  HOf-mate;  tS93.  Mémmrf  det  9mttmlê  éirmm$trê  ;  t.  XXXlll. 

(•)  Thèse  de  Doctoral  (Paris,  f SSl). 

(')  Thèse  de  Doctoral  (Paris,  ISW). 

(•)  Ueber  gewisse  Système  PfalTscher  Glei(huaeea  iSiizvngêkerkhiê  der  è.  èeycr 
Âkad.  der  Wiêtemickapen,  Mùnchea  ;  tS95). 

(•)  Thèse  de  Doctorat  (Paris,  IS93). 

(>•)  AHtwii9  dt  ncQlt  normah(în%,  1197). 
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paUié  dam  le  tome  XXXIII  des  Mémwiret  éw  SwoanU  élrûngerM^  et  les 
Uvtmm  de  M.  Delassns  oontienneiit  des  resollats  lo«l  à  fait  génArsux. 
CoauDe  BoIre  Irai  a^est  pes  d^écrire  mie  théorie  gënénde  des  éqmilioBS 
an  dérnrées  partielles  rimnllanëes,  Mws  B*empnmteroiis  qae  pea  de 
ckose  aax  tfairsax  précédents,  et  les  resollats  dool  il  sera  fait  «sage 
aeroat  établis  directement. 

Un  sjstème  d*éqmtions  ans  dériTées  partielles,  entre  m  Ibnctions 
#1,  M^  ••.,  Jw  et  n  irariables  indépendantes  X|,  x^^ ...  œ^^  est  dit  mlé* 
grmèh^  s*il  existe  an  moins  un  sjrstème  de  fonctions 

••'•  =  tl  t*l»  ^99       -M       *•)» 

! 

telles  qn'en  remplaçant  z^^  z^^ ...,  z^  par  ces  fonctions  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  proposées  les  résultats  soient  identi- 
quement nuls.  Soit  p  Tordre  des  dérivées  de  Tordre  le  moins  élevé 
qui  figurent  dans  ces  équations  ;  si  toute  équation,  d*ordre  égal  ou 
inférieur  à  p,  qui  admet  toutes  les  intégrales  du  système,  est  une  consé- 
«fuence  algébrique  de  ces  équations,  on  dit  que  le  système  est  eamf^è* 
ietmeni  inîégrabie  {unbe^hrânki  iniegrabet). 

11  peut  arriver  qu*un  système  de  m  équations,  renfermant  moins  de 
m  inconnues,  admette  des  intégrales  dépendant  d'une  infinité  de  cons- 
tantes arbitraires.  M.  Sophus  Lie  a  proposé  d'appeler  Mgstèmes  de 
Dûrbovx  les  systèmes  qui  possèdent  cette  propriété.  Il  y  aurait  encore 
lieu  de  les  distinguer  en  plusieurs  classes,  la  classe  la  plus  importante 
étant  formée' par  les  systèmes  de  Darbouv,  dont  Tintégrale  générale 
possède  le  plus  haut  degré  de  généralité  possible,  ou  $y9ième$  en  mA^ 
IviMMi.  Nous  donnerons  un  peu  plus  loin  une  définition  plus  précise  des 
systèmes  en  involution,  pour  le  cas  qui  nous  occupe.  Par  intégrale 
générale  d'un  pareil  système,  nous  entendons  lotyonrs  Tensemble  des 
intégrales  dont  Tezistcnce  est  démontrée  par  lea  théorèmes  généraux 
qm  vont  suivre* 

llflb  Ptermi  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partidles 

(I)  F|=o,    ...,    F^=o, 


à  n  variables  indépendantes  et  à  m  fonct  ions  inconnues  X|,  s^^  •..,  ir«,ily 
a  lien  de  distinguer  tout  d'abord  ceux  qui  sont  tels  qu'en  poussant  asses 
loin  la  différentiation  des  équations  (1)  on  puisse  exprimer  toutes  ka 
défilées  d*nn  certein  ordre  des  fonctions  inconnues  au  moyen  des 


41  GBAmilB  Tl 

vêriablat,  dM  lonelioM  Imimibvm  élit  «rfi—g  M  dM  dérivé—  d'ofdM 
InfériMT.  De  pamOs  ftyilAflM  ottl  M  ooMidér^ 
el  par  M.  Bottrtrt(').  U  «1  chir  qM  riiMégrab  géoJnk  d*w  puwA 
•ysIèOM  M  peut  dépendra  ipie  d*ya  Bonbra  /f jiI  de  comteatét  tfbi* 
Ireirei  ;  m  effeli  ti  (ontM  lae  dérivéoe  d*ordre  p»  par  eiMaple,  èm 
ianclioiie  inooiuuiap  e^Mprinenl  aa  noyeii  des  dérivées  d'ordre  ûirériesr 
k  p«  il  en  sert  de  ttéme  de  loutoe  les  dérivées  d*ordre  siipérie«r  à  p.  On 
eoonallrs  doue  les  valeurs  de  foules  les  dérivées  partielles  des  iimolioiis 
inconnues  en  un  pdnl  (orf  » ...  9$),  où  ces  fonctions  sont  supposées  réKiH 
lièrcs,  dés  <|u*on  connaîtra  les  valeurs  en  ce  même  point  des  foacliona 
inconnues  et  d*un  nombre  fini  de  leurs  dérivées  ;  les  coelHcients  des 
développements  de  ce»  m  fonctions  ne  peuvent  donc  dépendre  que 
d*un  nombre  fini  do  conslantos. 

Il  ne  s'ensuit  pas  qu'un  système  de  cette  espèce  soit  toujours  inté- 
grable,  ni  que  Tinlégrale  générale  dépende  d*un  nombre  de  eonstaates 
égal  au  nombrt*  des  fonctions  inconnues,  augmenté  du  nombre  des  déri* 
vées  d*ordro  inférieur  à  p  au  moyen  desi|uelles  s*expriment  toutes  les  déri- 
vées d'ordre  p  et  d'ordre  inférieur  ;  il  fauti  en  outre,  que  certaines  con- 
ditions d*intégrabilité  sciient  vérifiées.  Nous  renverrons  ptmr  ce  point 
au  travail  do  M.  Hourlet,  en  rappelant  seulement  le  résultat  essentiel» 
qui  est  le  suivant  :  AVa»!  thnaé  un  ê^êèmê  de  fespèce  prMdenU^  on 
petfl  ioi{fourt^  par  des  diffireniialiom  €i  deê  opération  a!gébriqm$9^ 
r^eonnaUrê  $i  ce  it^êihM  ett  incompatible^  ou  irouverie  nombre  de  cont* 
ianieM  arbiiraireê  dont  dépend  Cintégralê  générale;  la  délerminaiion  </e 
celle  intégrale  e$l  ramenée  A  t intégration  ttunegMlème  (TéquationM  di/fé* 
rentiellei  onlinairee. 

(ious  ferons  seulement,  relativement  aux  conditions  dUntégrabilité, 
une  remnr(|ue  à  pi^u  prt*s  évidente*  et  qui  sera  utile  par  la  suite.  Soit  s 
une  fonction  inconnue  de  n  variobles  indépendantesa?|,  âP|,  •••  x^t  devant 
satisfaire  à  un  système  do  |a  équotions  d  ordre  r, 

(i)  F|-o,        P,  =  o P,i=o, 

p  étant  égal  au  nombre  des  dérivées  partielles  d'ordre  r;  nous  suppo* 
sons  que  le  déterminant  fonctionnel  des  p  fonctions  P|,  P|«  ...«P^i  p*r 
jrap|iort  aux  dérivét*s  d'ordre  »%  n'est  pas  identic|uement  nul,  de  telle 
sorte  qu*on  puisse  tin»r  des  équations  (i)  k^s  valeurs  des  dérivées  do 
cet  ordre  au  moyen  des  dérivées  d*ordre  inférieur.  En  introduisant 
comme  inconnues  auxiliaires  toutes  les  dérivées  partiras  païag, ...,  a« 

(I)  Théorie  der  Traïuformathiugreppem^  1. 1,  cbap.  x. 
(•)  Thêta  do  Doct«int  (I**  partie). 
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d*ordre  iaférietir  i  r,  on  peal  former  vn  sjslème  d^ëqoalions  aux  diflé* 
rraliellet  totales 


(3)    I 


la  scauBe  «i  +  *t  4*  •••  +  **  ^taat  égale  o«  mTérieiire  à  r  — •  1«  qai  est 
éqaivaleal  a«  ajatème  proposé  (S)  •  Il  7  a  an  certain  nombre  de  eondilion  s 
d^intégrabOité  de  ce  système  qai  sont  TériBées  identfainement  ;  ce  sont 
celles  qni  sont  da  type 

^P«, ♦M^^a,  ^  ^PH,^t*  t  ■-•, 

OÙ  la  somme  C|  -f*  >4  4~  —  4*  >•  ®st  inférievre  à  r  ;  les  seales  cond  i* 
tiens  d*intégrabilité  qui  ne  sont  pas  toujoorsTérifiéessont  donc  celles  de 
la  forme  précédente  où  la  somme  a|  +  •••-{-  a«  est  égale  kr.  Ces éqaa* 
lions  de  condition  peurent  s*écrire 


.^Psi^si>^i^,^a,  _  ^Pat^^-^t^^at»!"?»» 
(4)  •  ^  d»| 

'         (S|  +  s,  +     ...     +  «•  =  •")• 

En  différentiant  les  yi  équations  (2)  par  rapport  a  jt*,  on  peut  calculer 
les  Taleurs  des  ja  dérivées 

^P«t.  •!-*■> 
— r— — » 

puisque,  par  hypothèse,  le  déterminant  fonctionnel  des  fonctions  F|«  ...t 
F|in*est  pas  nul.  En  faisant  successivement  A  =  1,  S,  ...,  n,  et  en  imagi  • 
nant  qu*on  substitue  les  Taleurs  obtenues  dans  les  équations  de  con  <-^ 
dition,  on  voit  que  ces  conditions  expriment  que  les  relations  obtenue  s 
en  dilférentiant  les  p.  équations  (S)  par  rappoK  à  Tune  quelconque  des 
variables  a?|, ...,  ««f  qaî  sont  en  nombre  na«  permettent  de  déterminer 
un  système  de  valeurs  unique  pour  les  dérivées  d*ordre  r  -f-  1  d^  1^ 
fonction  inconnue. 

tkmc^pom'qmeh9^8tèmefbtmiptarle9éqmaihiu{i)maeam^^ 
Mgr^Me^  ii  fkmi Mit tmf /tique le$$Êf.ÀqmmikmÊObimuê$m digéremUmU 
cet  4futÊtkm9  jmt  nippori  à  tkmcnnê  dm  «mrteMw  «s  rUmi»mi  à  p^ 
dfmrtèntd&liwclii  (pT  itmU  IrnMiftri  itodÛrMmirardhr  r-f»  1). 


Ced  peut  avoir  htm  m  laM»!  CMiple  <— éqmthiM  (S) 
OH  idcBliqiieBMBl;  doM  oo  derwcr  cm,  lot  éqôottOM 

F|  =  C|t       Ff  s=  Cft    •••«    Fji  =:  C|^ 

fomieBl  eHeo-jnénet  iio.oyilèiM  conpIèlMMiil  islégvtblot  4|odlet  400 
•oieDi  lot  valeurs  det  ooMloBleo  Ci, 

V 

119.  CoMidéioM  naislMaat  ca  parlicalier  WM  loMlM»  «  d«  d««x 
«•riaUra  iadépeadaalMtfCt  y,  «I  toit 

un  élëmenl  d*ordre  n  (l«  p.  181)  esl  uu  syslèaie  particulier  de  valeurs 
(^f  y» ^f Pi«tP«i»PMt  •••«p««)allribuêe8  àir,  y,2,el&loulealeaqttaBliléa 
PiJt  P<>v  lesquelles  la  somme  1  -(*  ^  ne  dépasse  pas  m.  Deux  éléments 
infiniment  voisins  d*ordre  n 

l»*'»  jf%  ^%      •••»     Pik*      •••} 

(a?  4-  «'«^i  y  +  rfy»  ^  +  rf».   ..M  p.*  +  rfpa  f   .-.) 

sont  dits  utiiii  lorsque  Ton  a 

rfP'.  *  =P<M,*<''»^  +  P'.»+i«'yt  {i  +  k^H—  t). 

Il  est  clair  qu'une  surfaee  quelconque  détermine  une  double  inllnllé 
d^élénients  unis  d*ordre  n  ;  une  courbe  située  sur  cette  surlace  déter» 
mine  une  infinité  simple  d'éléments  unis  d'oidrs  n  ;  nous  appdkross 
une  telle  multiplicité  une  oriemiaUam  d'éléments  d'ordre  n»  et  nous  dirons 
que  la  courbe  considérée  sert  de  êttfpori  à  cette  orientation  d'éléments. 

Étant  donné  un  système  d*équations  aux  dérivées  partielles 

F|  =  0,       Fj  =  o,    •..,    Fp,  =  o, 

où  les  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé  qui  figurent  sont  celles  d'ordre  n, 
il  est  naturel,  en  adoptant  les  idées  introduites  par  M.  Lie  pour  les 
équations  du  premier  ordre,  d*sppelerml^ra/e  tout  système  doublemeni 
infini  d'éléments  unis  d'ordre  n,  vérifiant  ces  équations.  Cette  définition 
s'applique  à  des  intégrales  qui  ne  représentent  .pas  de  surfsces,  ni 
même  des  multiplicités  doublement  infinies  d'éléments  du  premier 
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ordre.  Ainsi  aoil 

(5)  llr  +  SKt+U  +  M  +  N(n-.«>)r=:o 

«ne  équation  da  second  ordre,  et  soit  M,  «ne  mnltiplicité  cnraeléristiqne 
dn  premier  ordre  (I,  n*  S7)  représentée  par  les  équations 

Si  on  ajoute  ans  éqnations  préeédentes  les  relations 
dp  =  rdx  +  âr/jf,  dq  s  9dx  -)-  /c/y, 

Ott 

\ 

«m  pent  en  tirer  y«  h^  p,  f ,  r,  t,  I,  exprimées  au  moyen  de  deux  ?ariabl«»s 
indépendantes,  »  et  I  par  exemple.  On  a  donc  ainsi  une  multiplicité 
doublement  infinie  d'éléments  unis  du  seoond  ordre;  cette  multiplicilé 
est  une  intigrafe  de  Téquathm  (6),  au  sens  plus  étendu  du  mot.  Kn 
ellet«  la  malliplieité  M|  étant  une  mnltiplicité  caractéristique  du  premier 
ordre,  si  on  tire  des  relations 

dfji  =  n£r -)- t^y,  dq 'ss  âdjr  r^- idif 

r  et  «  en  fonction  de  I,  et  qu*on  substitue  dans  l'équation  proposée  (5), 
on  est  conduit  nécessairement  à  une  identité  (t.  I  ;  n*  32).    - 
Soit 

(7)  F  («,  y,  z^  p,  ç,  r,  t ,  I)  =  o 

une  équation  du  second  ordre  de  forme  quelconque.  Quand  cm  so 
propoMC  do  déterminer  une  intégrale  de  cette  équation  admettant  nno 
multiplicité  simplement  infinie  M,  d  éléments  du  premier  ordre  donnée, 
c*est-à-dire  passant  par  une  courbe  C  et  ayant  un  plan  tangent  donné 
en  chaque  point  de  cette  courbe,  oa  a  tu  dcgi  que  Ton  poumt,  par  des 
diflerenliations  et  des  calculs  algébriques,  calculer  de  proche  en  proche 
lesTaleurs  des  dérivées  secondes,  des  dérivées  troisièmes,  etc.,  de  la 
fonction  inconnue  en  tous  les  points  de  la  courbe  C  (t.  i,  n*  16),  sauf 
dans  des  cas  exceptionnels,  et  en  particulier  dans  le  cas  oàla  multipli- 
cité M|  appartient  à  une  caractéristique.  En  d*avtres  termes,  la  oon* 
naissance  d^une  courbe  C  située  sur  *me  surface  intégrale  et  du  plan 
tangent  en  chaque  point  de  cette  courbe  permet  de  déterminer  Torienla* 
tion  d*éléments  d*ordre  n  de  la  surface  intégmie  tout  le  long  Jeowtte 
courbe,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n. 


.*' 
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Nom  difOM,  po«r  abréger,  qii'HM  oriealalkMi  d'élteMU  d*0Mba 
Il  {m  >  S)  apparticnl  à  l*éqiiatJM  (7),  loraque  ka  eooidoraéea  4a 
loaa  lea  ilémenla  de  cette  malliplicité  aatiafMl  i  eeUe  é<|aaliott  et  i 
tcmleacellea  qu'on  en  déduit  par  dea  différenliationa  aucceaaivea.  Toula 
orientation  dëlémenta  d*ordren,  appartenant  «  I*é(|uation(7}«délerauBa 
une  intégrale  et  une  seule  de  cette  équation^  aauf  lorsque  cette 
tntion  eat  une  caractéristique. 


ItO.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre,  d'étudier  lea  systèsMa 
formés  par  une  équation  du  second  ordre  et  une  ou  plusieurs  équationa 
d'ordre  quelconque. 

Considérons  d'abord  un  système  fomé  d'une  équation  du  second 
ordre 

t*)  F  («•  Jf.  s,  Pf  «•  r,  t,  <)  =  0 

et  d'une  écpiation  du  premier  ordre 

On  déduit  de  l'équation  (9),  en  diSérentiant  successivement  par  mp* 
poK  à  «  et  par  rapport  à  jr, 

«l,  em  portant  cet  valeurs  de  q,  «,  I  dans  réquation  àm  secand  «tcdra,  9 
reste  me  relation  entre  «,  y,  s,  p^  r. 


(10)  ♦  (*,  jf,  t,  ji,  r)  =  o, 

• 

Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter  :  si  la  ralation  (10)  se  réduit  à 
identité,  Téquation  (8)  est  une  conséquence  de  l'équation  (9)  et  admet, 
par  conséquent,  toutes  les  intégrales  de  cette  équation  du  premier 
ordre.  Si  la  relation  (10)  contient  r,  on  voit  que  9,  r,  «,  I  et,  par  suite, 
toutes  les  dérivées  d'ordre  supérieur  au  second  s'expriment  au  moyen 
de  âp,  y,  «,  p,  La  solution  la  plus  générale  du  systènie  formé  par  les 
équations  (8)  et  (9)  dépend  donc  au  plus  de  deux  constantes  artûtrairea, 
si  toutes  les  conditions  d'intégralnlité  sont  vérifiées;  en  supposant,  par 
exemple,  que  l'intégrale  soit  bolomorphe  dans  le  voisinage  d*un  poini 
('#«  ^f  )f  ^Ue  est  complètement  déterminée,  si  on  connaltles  valeurs  ini* 
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tiales  jr  =:  JT^  ji  s:  jly,  pour  op  sr  j-^,  y  =s  jf^  Si  la  relation  (iO)iieocHi- 
lient  pas  r,  mais  conlieni  p,  on  aura  p  el  f  exprimés  an  moyen  de 
^9  y^  ^\  rintégrale  commune  ne  dépend  donc  que  d'une  constante 
arbitraire,  si  la  condition  d  wtégrabflité  est  rérifiée. 

En  résume,  lorsque  l'équation  du  premier  ordre  (9)  n*est  pas  une 
intégrale  intermédiaire  de  Téquation  du  second  ordre  (8),  Tintégrale 
générale  de  ce  système  d*équations  dépend  de  deux  constantes  aribi- 
Iraireai  ««  fim. 


1M«  Prenons  maintenant  un  système  de  deux  écpiations  du  second 
ordre  (*)  que  nous  supposerons  résolues  par  rapport  à  deux  des  trois 
dériTées  du  second  ordre  r,  t,  I.  Pour  que  cette  résolution  fût  impos- 
sible, il  faudrait,  en  effet,  que  Ton  pût  déduire  des  deux  équations  pro* 
posées  une  nourelle  équation  ne  renfermant  plus  de  dérivées  du  second 
ordre,  et  on  serait  ramené  au  cas  qui  vient  d'être  examiné.  On  peni 
donc  supposer  les  deux  équations  résolues  par  rappoK  à  Tun  des 
couples  de  dérivées  (r,  <),  (r,  #),  («,  I),  et,  comme  le  troisième  cas  se 
raoÂène  au  second  en  permutant  «  et  y,  on  peut  le  négliger.  Si  les 
équations  sont  résolues  par  rapport  à  r  et  à  «      . 


on  peut  admettre  que  f  ne  contient  pas  I,  car  autrement  la  dernière 
équation  donnerait  I,  et  on  serait  ramené  au  premier  cas.  Lorsque  f  ne 
contient  pas  I,  en  faisant  le  changement  de  variables 


âr=s  jr 


* = ''+  y. 


les  4au  4qoalkMM  préeédenlès  devteamnl  ' 

K_î,'4.«'  +  /'(x',«' +/,*,  p'—i.  f',  0= •» 


0* 


«*= 


Vx 

^^W 


H  peavent  Mm  i^mIms  pw  npport  i  r  et  K.  Oa  pe«t  doM  loi^ra 
mppoMr,  MBS  dywm«r  k  géB«nlH«,  qoe  Iw  dcu  «qMrtiom  4«M00iid 


t.<1. 


,«>atfla,t.  ll,^M«^,M1(im). 
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wdm  CMMiJértui  wt  t  Itohm  p^r  wppoti  mui  éhbgjm  r9i  t 


(i*) 


Nous  pMMit  pfoposoBftde  lecheftlier  Im  iaUgnim  de  ce  syalèMe  ^ 
■oui  botomorpht  dans  le  voisinage  d'un  point  (m^^  y#)»  el  yi  sonl  irllea 
que  les  Ibnclions  /et  f  soient  ellesHnèmes  liokNnoqdies  dans  le  voini- 
nage  des  valeurs  correspondantes  {x^^  y^,  m^^  p^  f  «,  JSg).  Les  dérivées 
du  Iroisième  ordre  de  la  ibaclion  inconnue  sont  déterminées  par  les 
quatre  équations 


Ut^(ii£\  = 


\d»J 


o. 


(lî) 


Qt  onapoté 


)*« 


T-- 


I  =3 


3?* 


V3?/ -  *\r  ■•" >* '       >!»'  +*f  • 
W/  -  îy  +  >i  *"»■»>•  ~  5f  »• 


Ln  detts  éqiwlioos  ialermédMirM  (li)  pewreal  élM  f»aohia«  par 
rapport  i  p  ci  f,  puHrvM  que  le  détemUnaul 


4>( 


I 


ne  soit  pas  nul  ;  la  première  et  la  dernière  des  équations  (12)  donnotti 
ensuite  «  et  t.  Dans  ce  cas,  toutes  les  dérivées  successives  de  la  foao 
lion  inconnue  peuvent  être  calculées  de  proche  en  proche,  dès  qu*on 
connaît  les  valeurs  de  ^,  p,  f ,  s.  L'intégrale  généndeda  système  (ti  ) 
dépend  donc  au  plu»  de  quatre  constantes  arbitraires,  et  il  n'en  est 
ainsi  que  si  toutes  les  conditions  d*intégrabilité  sont  vérifiées.   Si 
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1  —  -/^  s  Oy  OB  peut  éKaiiner  P  et  y  anlre  les  équalions  (IS),  et  on 
esl  oondail  i  la  nosYdle  relation 

qni  est  Tériliée  par  toute  intégrale  eommune  ans  équations  (11). 
Nous  avons  encore  à  distingaer  plusieurs  cas  :  1*  lorsque  la  rela« 
tion  (13)  contient  «•  les  équations  (11)  et  (13)  donnent  r,  t,  I  en  fonctioB 
de  x^  y,  jr,  ji,  q^  et  on  peut,  par  conséquent,  calculer  toutes  les  déri- 
vées de  la  fonction  inconnue  dès  qu*on  connaît  «,  p,  f  :  Tintégrale 
générale  du  système  (11)  dépend  au  plus  de  3  constantes  arbitraires; 
S*  si  la  relation  (13)  ne  contient  pas  t,  sans  se  réduire  à  une  identité, 
elle  constitue  une  équation  du  premier  ordre,  et  on  retombe  sur  le  cas 
qui  Tient  d*4tre  examiné  ;  3*  il  ne  reste  donc  plus  i  étudier  que  le  cas 
oft  Ton  a  à  la  Ibis  identiquement 

Nous  dirons  alors,  avec  M.  Sophus  lie,  que  les  équations  (11)  fonnenl 
un  êj^mê  en  involulibn.  Un  système  de  cette  espèce  admet  une  infinité 
d'intégrales  dépendant  d*une  infinité  de  constantes  arbitraires. 

Itt»  Remarquons  d  abord  que  les  équations  (IS)  se  réduisent  à  trots 
équations  distinctes  seulement 


<»'*~+lfeb(D-.'«=H-^-K**)^«.<:-HMê)=^ 


puisque  la  relation 


B.-T+gj  +  (g)  =  . 


est  équivalente  à  Téquation  B  =s  o;  on  peut  donc  choisir  arbitraire- 
ment  la  râleur  d^une  des  dérivées  troisièmes  s,  ^,  y,  t.  Il  en  est  de 
même  pour  cbaque  ordre  de  dérivées.  Les  dérivées  d'ordre  n  -f-  3  véri- 
fient, en  effisl,  les  Su +3  équations  obtenues  en  diUtrentiant  les  trois 
équations  A80,B«so,Csso,  nfDisde  suite  par  rapport  à  #  et 


as?**»  ••'  "*•     ^'=*' 

et  edle*-]i  aaileneBl,  car  la  diffircntiatioa  de  l'iqutioa 


».=T+|n-(â)— 


doue  des  rehOoM  conprieee  dMs  les  pr^cédenles.  Or«  d*a|iffès  k 
dépendsDce  qui  existe  ealra  A  H  B,  les  in  +  S  équations  des  denx  pv»- 
mièies  lignes  précédentes  se  réduisent  i  n  -f*  ^  équations  distindM. 
Pour  la  mémeraiiUNi  les  Sbi  +  S  équations 

rf»B,  rf"B,  _ 

-3^  =  ^*       ...       ^-•' 

M  rédviaent  à  «+ 2  équationa  seuleineiit,  et  conane  le  qraUme    . 

i<*B.      ^  «^B.   _  „ 

eat  éqaivalcat  au  ayslème 

il'B  «r'B_ 

</»-"• rfy""*' 

< 

en  tenant  compte  des  relations  qui  lîeni  les  dérivées  précédantes,  <mi 
voit  donc  qu  on  n*a  en  toul  que  n  +  3  équations  distinctes  antre  Isa 
n  +  A  dérivées  d*ordre  ji  +  '•  Ainsi  on  aura  quatre  équations  seule* 
ment  entre  les  cinq  dérivées  du  quatrième  ordre,  cinq  équations  entre  les 
six  dérivées  du  cimiuiêioe  oidre,  etc.  On  peut  donc,  dans  chaque  ordre, 
choisir  arbitrairement  la  valeur  d*une  dérivée  partielle,  par  exemple 

se  donner  les  valeurs  initiales  de  toutes  les  dérivées  r-*i«  ou  r-r*  Ceci 

ex*         o^ 

prouve  qu'on  peut  former  une  inGnité  de  séries  entières,  dépendant 

d*une  infinité  de  constantes  arbitraires,  qui  satisfont  fàrmellemmU  aux 
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équations  (11).  Il  reste  à  démontrer  que  Ton  peut  choisir  ces  eonstanles 
arbitraires  de  façon  à  obtenir  nne  série  conTergente. 
PMv  établir  ce  point,  nons  mettrons  les  éqnations  (11)  sons  nne 

forme  nn  pen  différente.  D'après  la  ralation  I  —  ^^  =:  o^  la  dérÎTée 

^  ne  pent  étra nnlle,  ponrdesTalenrs  de  jt,  y,  s^p^  f  ,s,  ponr  lesqnelles 

les  fenetions^st  f  sont  régnlières.  On  pent  donc  supposer  les  équa- 
tions (11)  résehes  par  rapport  aux  dériTées  s  et  #,  et  écrire  ces  équn* 


(••) 


î 


t  =  F  (Jp,  y,  s,  p,  ç,  r), 
l  =  «(x,y,  ^,p,  9,  r); 


ponr  que  ce  système  soit  en  inToiutlont  il  faut  que  les  quatre  relations 
qui  lient  les  dérivées  du  troisième  ordre  se  réduisent  i  trois  équations 
distinctes.  On  déduit  des  éqnations  (16) 


T- 

I: 


ÎF  ,  >F      , 
?F      VF 


?F  ~      2>F  >F 


si  on  tire  les  Tsleurs  de  p  et  de  y  de  la  première  et  de  fa  troisième  équa* 
tion  et  qn^on  les  porte  dans  la  seconde,  on  devra  être  conduit  à  une  iden- 
tité. D  faut  pourcefa  que  Ton  ait 


(17) 
(18) 


5»  .  ?♦      ,  »♦     ,  >♦„     >F  ,  >F     ,  ÎF„  ,  >F  . 

,5FlîF,>F      ,JF      ,  ?F  p» 


Si  ces  conditions  sont  rérifiées  idêniiguememi^  on  a  le  tliéorème  sui« 
Tant:  raémlr^fy^  'rPt*  9t«  '•t  nfifyilème<iSrr«feiiri<fat«aHlsMitâ^,yf  s^ 
y,  f,r,  dSsntb  voMiNipe  din^sslbifat  /bncfîbfit  Fei  ^  mmihotamerpkê$; 
soéK|  <fa ylbtf,  II(«)  «ne  fmitibm  hoiotmorphê  ctent  h  wMnmffê dm  patni 
m^  UKê  fnt  ren  aA  II  (n^)  =  jt^  n'(âr^1  ^P%%  H'C^t)  ^  V  tItœiMiê 


CBAPITM  VI 

mm  iml^mh.  dm  èqmmHmt  (M}«  régmKktê  émtm  ifPtfaViiyf  ém 

'•t  Jf!t«  M  rtf trfMMl  è  n  (jr)  jMiir  y  ss  jfgt  f#  pour  imqmêttê  im  éirivém 

Les  eondiiions  pnk'ëdeiitet  revknnMl  &  le  doAMr  les  Talevrt  im- 
liales 

» 

pour  xssx^f  ifss.  y^.  Les  équations  (16)  et  cellet  qtt*oii  en  dëdnil  pnr 
les  dillereniialions  successives  pemielleni  de  ealculer  de  proche  en 
proche  les  valeurs  initiales  de  toutes  les  autres  dérivées.  Le  système  (\%) 
étant  en  involution,  on  a,  en  effcl,  pour  calculer  les  n  dérivées  incon- 
nues d'ordre  n^  un  certain  nombre  dVquations  linéaires,  qui  se  réduisent 
à  »  équations  distinctes.  On  peut,  par  exemple,  pro4*éd4»r  comme  îisuit  : 
en  différentiant  Téquation 

•  =  F  (J^»  Jf»  ^1  Pi  V.  »•) 

un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport  à  x,  on  calcule  de  proche  e» 
proche  les  valeurs  initiales 

Connaissant  les  valeurs  initiales 


4 


••• 


•••f 


•••t 


Téqualion 

■ 

* 

ai  celles  qu  on  en  déduit  par  des  difleranliations  successives  permet  « 
trônt  ensuite  de  calculer  de  proche  en  proche  les  valeurs  initiales  d» 
toutes  les  autresdérivées,  absolument  comme  dansle  théorème  classiqne 
deCauchy. 

Pour  établir  la  convergence  du  développement  ainsi  obtenu,  nonn 
décom|K>serons  la  démonstration  en  deux  parties.  Démontrons  d'aboni 


LIS  srsTiaiB  eu 

que  la  wrie 


est  fonrergente  pour  des  Tslenrs  dew  •»  «^  de  modale  sulfisammeni 
petil.  En  effet,  diaprés  un  théorème  établi  antérieurement  (I,  n*  84) 
réqaation 

admet  nne  infinité  d*inlégrales  holomorphes  dans  le  Toisinage  du 
point  (âT^,  y^)*  se  réduisant  à  II  {»)  pour  jf  =  jr^,  et  telles  que  Ton  ail 

^  =5  ^9  pour  «ss  âp^  jf  ^^f  ;  car  ces  condKiuns  reviennent  i  se  donner 

une  courbe  C 

située  sur  la  surface  intégrale  et  le  plan  tangent  en  un  point  (r^^  y^,  j«) 
de  cette  courbe.  La  tangente  a  la  courbe  C  en  ce  point  coïncide  avec  la 
tangente  a  Tune  des  caractéristiques,  car  Téquation  qui  détermine  les 
tangentes  aux  deux  caractéristiques  est  ici 

Soit  jr  s  1^  (jr,  y)  une  de  ces  intégrales;  pour  y  =  y^,  ^^  se  réduit  à 

une  fonction  de  x,  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x  =  ««,  qui 
est  précisément  représentée  par  la  série  (I9)«  La  première  partie  de  la 
proposition  est  donc  démontrée.  Nous  remarquerons  en  passant  que 
toutes  les  intégrales  de  Téquation  « — F  i=  o,  satisfaisant  aux  conditions 
initiales,  sont  tangentes  le  long  de  la  courbe  C,  qui  est  une  caracléris* 
tique  pour  chacune  d'elles. 

Cela  posé,  soit  x  v*')  I*  somme  de  la  série  (10);  les  calculs  qu'il  faut 
effectuer  pour  obtenir  les  autres  coefficients  du  développement  de  la 
fonction  inconnue  sont  identiques  à  ceux  qui  donneraient  les  coefB* 
cienisdu  développement  en  série  entière  d'une  fonction  régulière  pour 
mssm^f  sa  f^ satislSusant i Téquation 

i  ^  *{x,  f,s,  p,  f,  r), 
M  rédnisanliIl(«)pouryay^  tandis  qne  «-se  réduit  à  x(^)*  On  saitt 
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diaprés  le  théorène  gMni  de  Candiy  wffM  plm  hast,  ^m  k  dévw  • 
loppemeni  aiati  obtenu  eei  cooTergeal.  Le  ptopoeilkia  énoaeéeeei  doM 
tomplèleiiieiil  éuUie. 

Rbhabçcb.  —  Lee  eonditioae  impoiéee  à  TiDlégrele  revieMMil  à  ea 
dcMiner  une  courbé  plane,  dont  le  plan  est  parallèle  an  plan  des  yx» 
aiittée  sur  celte  surface,  et  le  plan  tangent  #n  nn  poini  de  cette  courbe  • 
Plue  généralement,  une  intégrale  du  ayelène  (16)  est  complètenieni 
déterminée,  en  général,  si  on  se  donne  une  courbe,  plane  ou  gauche, 
située  sur  cette  surface  et  le  plan  tangent  en  un  point  de  cette  courbe. 
Nous  verrons  un  peu  plus  loin  comment  on  peut  obtenir  cette  intégrale. 

ISS.  L'intégration  d*un  système  en  inyolution  se  ramène  à  Tintégra- 
tion  d*un  système  d*équations  difTérenlielles  ordinaires  par  une  méthode 
qui  n^est  que  la  généralisation  de  la  méthode  de  Çauchy,  pour  Tinlégra* 
tion  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Pour  plus 
de  symétrie  dans  les  calculs,  nous  supposerons  d'abord  qu  on  a  mis  le 
système  en  involulion  sous  la  forme  (11),  les  relations  (14)  étant  vérir 
fiées  identiquement. 

L'équation  de  condition 

'      Su  »>» 
exprima  que  les  deux  équtlioas  du  sectind  degré 

<#y*  —  ^  dxdp  ^  o,  ?  djod^  —  dx^  =  o. 


ont  une  racine  commune 


d»      iê      pf 
V 


Par  conséquent,  si  l'on  considère  une  intégrale  de  Téquation  r  +f^  a, 
et  une  intégrale  de  Téquation  /  -f-  f  s  o,  ayant  un  étément  commun  du 
second  ordre,  les  deux  surfaces  ont  en  cet  élément  une  direction  do 
caractéristique  commune.  Toute  intégrale  du  système  (II)  est  donc  ws 
lieu  de  caractéristiques  communes  aux  deux  équations  r  ^  f  ^=s  o^ 
/  +  f  =:  o.  Ce  sont  ces  caractéristiques  que  nous  allons  d'abord  déter- 
miner. 

Soit  jr  =  F  (j9,  y)  uoe  intégrale  du  système  en  involulion  ;  sur  celle 
surface  (S)  considérons  une  famille  de  courbes  définies  par  réquatioa 
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du  premier  ordre 

ito      if* 

oè  on  Mippoie  «,  ji,  9,  «,  remplaoés  par  leurs  valeors  en  fonction  den 
winbles  m^  jr,  déduites  de  l'équation  de  la  surface.  IjO  long  d*one  do 
ces  courbes  «,  y,  jr,p,  f  ,  «,  sont  des  fonctions  d'une  seule  mriable  tndé* 
pendante,  satisfaisant  à  un  système  d*équations  différentielles  ordi- 
naires, que  Ton  peut  former  sans  connattr j  Tintégrale  F  (m^  y).  On  a, 
en  eCal,  le  long  d'une  de  ces  courbes, 

dm      de  d9     ^^^d»  dx      ^^'djc      • 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (II)  et  (IS), 

l   djÊ      ^         dt  ,      V         dp  ^  I      V 

{  d»  ^U        dx  \dy/ 

Les  équations  différentielles  (20),  jointes  aux  équations  (II)  elles- 
mêmes,  définissent  une  famille  de  multiplicités  à  une  dimension  d'élé-^ 
ments  du  second  ordre,  dépendant  de  eùtq  constantes  arbitraires  ;  nous 
appellerons  ces  multiplicités  les  caraeiérMqites  du  système  en  iuTolu- 
lion.  Toute  caractéristique  renferme,  sauf  des  cas  exceptionnels,  une 
multiplicité  ponctuelle  à  une  dimension  qui  sera  appelée  courbe  earae^ 
iériêdquê  du  système.  Une  caractéristique  est  définie,  en  général,  quand 
on  se  donne  un  élément  initial  du  second  ordre  {x^  y^,  z^  p^,  9^,  r^, 
#^  i^  satisfaisant  aux  relations 

»•#  +  ^(*r  y#»  ^s^  A*  9#»  «•)  =  o, 
'•  +  ?  («tt  *#»  *r  1^.  9t«  U)  =  o, 

pourm  que  les  fonctions  ^  et  f  restent  bolomorphes  dans  le  voisinage. 
On  en  conclut  que,  m  demm  miéçraleê  du  êfiièmêem  immduiùm  oui 

tusnf t rfu seeenrf  orrfirs,  quJwuaUtufmt  U  curmciéHêiiquê iteuê  de  c$i  éW» 
uMnI.  De  foui  AénMni  dupiemier  ordre  {m^p^s^  Pi«  ft)t  il  part  une 
ialnité  de  eameléristiquea,  car  on  ptuteboisirarbitrairsaMnlIairaleur 


H  launfu  vi 

ûûtiale  «^  da  «.  Lm  cowhM  caradéritlMiMs 

tm  géatral,  «m  MriMe  MbMttoBl  cet  éléaMBl  Ai  preMcr  oidro. 

lt4.  Tottto  turraM^htégrale  éinl  m  lira  de  Mihiplifilét  emidé- 
rbliqiMNi,  le  prenier  pee  à  bire  pour  inl^gter  le  ayslène  es  iavolulieB 
proposé  consiste  à  déterminer  ces  niultiplijcîlés,  c'est-à-dire  à  intégrer 
le  système  d^équaltons  différentielles  ordinaires  (SO).  Ce  problème 
étant  supposé  résolu,  il  reste  ensuite  à  euminer  comment  on  doîft 
associer  ces  caractéristiques  pour  obtenir  une  surface  intégrale.  Pour 
plus  de  symétrie  dans  les  csIcuIh,  introdutsims  une  variable  auxi- 
liaire l,  en  écrivant  le  système  (SO)  sous  la  forme  suivante 

K  ëlanl  une  coostanto  ou  «ne  fonotioo  d«  «,  y,  x,  p,  y,  «,  X,  que  l'oa 
peul  prendre  i  volonté.  Soient 

»  rs  /v  (X;  ««,  Jf«,  ^„  p«,  «„  «,), 

^«/•(i; ••). 

(M) 


l 


»  =  /•  (^  ;  «'•i  Jff  *r  J»si  ««t  «•)• 


les  formules  qui  représentent  Tintégrale  générale  de  ce  système,  m^ 
y«t  ''•«  Pff  9t«  '•«  désignant  les  valeurs  initiales  de  ar,  |f,  #,  p,  f ,  ««  pour 
la  valeur  initiale  de  >,  X  s=  o  par  exemple.  Toute  intégrale  du  ayn- 
tème  en  involulion  est  représentée  par  les  formules  précédentes,  oà 
1  *on  remplace  ar^,  y^,  x^,  p^,  f ^,  «^,  par  des  fonctions  convenaMeasenl 
choisies  d*une  nouvelle  variable  indépendante  a.  Pour  que  ces  iar- 
mules  représentent  bien  une  intégrale,  il  faut  et  il  suflit  que  les 
fonctions  /i,  /*,, ...,  /*^,  de  X  et  de  «  vérifient  les  relations 

dz  sz  fax  +  qily, 

dq  ss  êilt  -4  f^(y  ; 
comme  on  a  déjà,  diaprés  les  équations  (21), 
/aa\     ^'  ^  .      ht       ip  ^^x  ,      9{y       >a         Str         iw 
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û  iolBri  i|M  ToB  ait  aussi 

% 

Calealons  W^t  ^^  r^  :  0  vieat,  en  ImmbI  coaiple  des  nbtkiM 

(14)  6C  (M), 

jUj_2!£.__    *!*_  .^    îffîs    îïîîf 
a  ~>»>x    'îïjx    *.\u>x"">À>«    JX5? 


«Turtro  part,  em  diffërcatiaat  les  cqualiops  (13)  par  rapport  4  «,  il  vieal: 

i^A      "^^X^^ >«>X ^ >«  ?X^Î«  MT 
*«>X  ~     J»«>X      '  Î«>X  "*"  5a  JX 


3*7        yg        yy  I  ^  ^* 

\ 

Retranelioiia  memlm  i  membre  les  équations  oorrespoMbntes  (95)  el 
(flIQt  ai  remplaçons  les  dérÎTées  relatives  a  X  de  «r,  y,  s^'p^  f  »  t,  par 
lemrs  wlem;  il  reste,  toutes  réductions  butes. 


I 


18  .  GBAmU  Tl 

^•ty«t'«t  J>bt  f»f  s»  ^^^^^  d'apite  k  brsM  liaéiim des  éqpiliiMM (IT), 
pour  i|ii0  U|,  Ug,  U^  toÎ0Bl  Bttl»«  fl  talBni  cpi'ils  loieal  B«b  poar  la 
Talevr  X  s  o;  or, ^r,  jf,  4r,  ji,f •«  te rédaiiralalovsàtf^if^  jr^^ji^f^V 
Ikme^pfmrçbtmitune  Migrmie  dm  ê^$ièm€  êm  imwolmiicm^  Umf/U  de 
remplacer  dmu  lêi  farmmkê  (ii)  m^  y^,  m^^ ^,  f^, e^parém  fimcUotm 
dun  paramèirt  variahU  «,  u^tùféûani  mu»  rtimUomê 

m  ^=j^^+«.^.  ^=-/;^+*é^.  ^=,.^«^îb. 

En  pariicttlier,  on  salisfailà  cet  relations  en  prenani  pour  «g«  jr^»  «^, 
ji^,  f  9  des  consUnles  quekonques,  el  en  posani  «^  =  a.  Par  tutlt,  Ài  tar- 
fmce  engendrée  pmr  le$  emraeiéritiiqme$  îsfiiat  d'un  Hénèeni  qnekomqme  dm 
premier  ordre  eiî  une  smrfàee  imiéffrmie. 

RsMAaQvi.  —  Les  raisonnemenls  qui  pricédeni  ne  s'appliquent 
qu'aux  intégrales  qui  admettent  des  éléments  du  second  ordre  (^0,  jf, 
^*Pf  f  •  ^«  't  0  ^^^^  1^  voisinage  desquels  les  fonctions  ^  et  f  sont 
bolomorpbes  ;  la  méthode  suivie  donnera  certainement  toutes  ces  inlé* 
grales.  Mais  il  peut  se  faire  qu'il  existe  aussi  des  inlégraksi  telles  que, 
dans  le  voisinage  d*un  quelconque  de  leurs  éléments,  les  fonctions  f 
et  ft  ou  du  moins  Tune  d'elles,  cessent  d'être  régulières.  Par  exempk, 
si  on  a  un  système  de  deux  équations  du  second  ordre,  non  résolues, 

F  (.r,  y,  z,  p,  ç,  r,  t ,  I)  =  o, 
♦  (J^»  yt  ^»  Pi  Ç.  '•f  »t  0  =  o, 

il  peut  se  faire  que  ces  équations  admettent  des  intégraks  qui  vériSenI 
en  même  temps  les  trois  relations  :  • 

P(Ft*),o     !LiEi±i«o     P<f»*)»o 

11  est  clair  que  ces  intégrales  échappent  à  la  méthode  générak  el 
qu'une  étude  spéciale  est  nécessaire,  dans  chaque  cas  particulier,  pour 
reconnaître  s'il  en  existe  ;nousles  appellerons  des  UUégraiee  eingmUèree 
du  système. 

1S5.  Quand  on  connaît  les  caractéristiques  d'un  système  en  involatioii, 

k  détermination  des  intégrales  est  donc  ramenée  à  trouver  k  soiutioa 

générale  du  système  (il^,  où  x^,  y^,  jr^,  pg«  f^,  t«,  sont  des  fonctions  de 

•  la  variable  «.  On  peut  se  donner  arbitrairement  trois  de  ces  fonctions, 

et  les  trois  autres  sont  déterminées  par  les  équations  (18). 


LES  SYSTÈMES  EN   IXVOLOTION 

Supposons,  par  exemple,  queFon  veuille  obtenir  une  Kurrare  inlêgralo 
passant  par  une  courbe  donnée  (F)  ;  on  peut  considérer  x^,  y^,  jr^,  comme 
des  fonctions  connues  d^un  paramètre  a,  et  on  a,  pourdéterminerp,,  q^^ 
s^^  les  trois  équations  (28).  On  tirera,  si  on  veut,  p^  de  la  première,  t^ 
de  la  dernière,  et,  en  portant  dans  la  seconde,  on  est  conduit  à  une  équa- 
tion différent  ielle  du  premier  ordre  pour  déterminer  q^  ;  la  fonction  incon- 
Due^^de  a  dépend  encored*une  constante  arbitraire,  la  valeur  de^^en  un 
point  de  (r)«  Ainsi,  par  9me  eowrbe  arbitraire  (r)  Upatte^  emifénéral^  une, 
mfiniU  d€  smrfliees  iniéçraie$^  dépendant  dTynê  contianie  iurhiîraire;  on 
peml  #e  dnsmer  arbiirairemeni  te  plan  tangent  0n  tut  point  de  ia 
comrhe  (T). 

Soit  encore  à  déterminer  une  surface  intégrale  du  système  en  involu- 
tion  circonscrite  tout  le  long  d  une  courbe  i  une  surface  (S).  Soient 
m^  y«f  .^t  les  coordonnées  d*un  point  de  cette  surface,  ji^,  q^  les  coeffi-. 
cients  angulaires  du  plan  tangent;  «Vg,  y^  jr^,  p«,  q^  sont  des  fonctions 
de  deux  paramètres  ▼ariables  «et  p.  En  substituant  dans  les  équations 
de  condition  (28)  les  expressions  de  x^  y^,  jr^,  p^,  q^  en  fonction  de  a, 
y,  la  première  condition  est  identiquement  vérifiée,  et,  en  éliminant  t^ 
entre  les  deux  dernières,  on  est  conduit  à  une  relation  de  la  forme 


♦(•'p'^)=«- 


C'est  une  équation  diflerentielle  du  premier  ordre,  et  les  conclusions 
■ont  analogues  à  celles  de  tout  à  Theure.  //  exietê  miê  infinUi  de  emr^ 
fkcee  iniégrale$j  dipendani  tTane  eomianie  arbitraire^  cireaneeriieeàuna 
weufÊùe  donnée  (S)  ;  on  peai  ehoieir,  arbUràiremeni  an  dee  poinie  de  ia 
ooarbe  de  contact» 

IM»  Nous  alkMW    appliquer  la    métliode  générale  à  qéelqMÉ 
exemples. 
ExBvnJi  L  —  Soit  i  intégrer  le  système  en  involution 

r+.#  =  o,  l-|-#  =  o. 

Les  équatioiis  diflérentieDes  des  caractéristiques  sont  id 

!*»-"*•      dx     ^^^'     rf«  dm     ^      dm     ^ 

elllalégrale  générab  est  raprésentée  par  les  formules 


«0  aUPITBB  VI 

.  Pour  aToif  «m  intégrale  du  syalèoM  m  involiilMNi,.  les  Teleevs  iai- 
lialee  »^  y^,  jt^,  |i^,  f g,  tg  doÎTenl  satisfeira  êmx  équeliom 


■ 

euppoeoBt,  par  exemple,  que,  fom»  =  C,  Tittlégrale  chercbée  doive  ae 
réduire  à  f  (y).  Oa  preadra  jt^  as  C,  jf^  =  a,  x^  =  f  (a)  ;  les  foramlea 
préeédealea  donneiil 


C  éiant  une  nouvelle  conalanle.  L*inlégrale  correspondante  e«t  repié- 
tentée  par  le  système  des  deux  équations 

y=:,  +  ur  — C,         x  =:  f  («)  +  C  {^- -  C); 

Télimination  de  «  nous  donne,  pour  Tintégrale  générale  du  sysléasa  em 
involuticm  proposé,  en  changeant  un  peu  les  notations, 

'^  —  ♦(y  — «)  +  C'jr, 

c  étant  une  constante  arbitraire  et  f  une  fonction  arbitraire.  Oa 
peut  remarquer  que  le  système  en  involution  proposé  est  équivalcnl  à 
Téquation  du  premier  ordre 

P  +  »  =  «» 


avec  une  constante 
ExBMrLB  II.  —  Soit  à  intégrer  le  système  en  involution 

r+-  =  o,  I  — j  =  o; 

Wa  équations  diliérentielles  des  caractéristiques  sont 

et  Tintégrale  générale  est 

*  =  Vy=ys+«^*— ^•)'ï  =  ft  +  *«ê(«--'*^#)>J»==P#+-3^(«— «V)t 


us  smÈMB  m  iinroLmoii  CI 

■  Ijt»  valeaM  iaHialM  Jf^,  jr««  #».  j»^  fa,  v  Mv*>(  satishir*  Mk 
fflalM»* 


Pnmm*,  e«MMD0  loat  k  Tliewe,  «,  r=  C,  y^  ==  ■,  -r,  ss  f  («),  oa 
«daft 


,,  =  ♦'(.),         ..  =  ^.  I^»/^ 


«A  llaUgrafe  géaérale  du  sjalème  ea  iavdatioa  ««t  ivpréMalée  par  le 
apliM<  4m  deax  éqaalioas 


a»—  C 


'«♦(«)+ 


f  (c)  étanl  vue  fboctioo  arbitraire  ei  C  «ne  conslaiile  arbitraire. 
Térificationt  on  déduit  dea  formales  préoédentea 


Bxaaru  III.  «-  Les  équations 

«4  X  cal  MM  par  réqaaiion  do  Mooad  degré 

l+V  +  Cp  +  fXf«o. 

*  -  • 

IsTMcat  aa  qrvtrBM  ea  iandatioa.  Ce  patène  pevteaoore  t'éerir» 


(1+1*» +  «^ 


l  +  laa,  r  +  ttt  +  XIaa; 


N 
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• 

la  première  <q«âlii9n  Ml  edie  des  MurCMes  i  cMirtiwe  lolele 
égale  à  — l,k  seconde  déSuiC»  est  aieé  de  le  vériSer)  lae 
réglées  uaaginaifesdoal  les  généralricet  reBcontreatle  cerdeà  llafiaL 
L'intégrale  générale  da  syslène  (SS)  ee  compote  donc  des  aarfaeea 
réglées  imaginaires  i  coaii^are  totale  constante,  qui  onl  été  déconrertes 
par  Serre!  (*)  et  qui  résultent  de  la  délbrmation  de  la  sphère  conaidé 
rée  comme  une  surface  réglée. 

Les  équations  dîHérentiellcs  des  caractéristiques  du  système  (M) 
sont,  en  négligeant  la  dernière  qu*il  est  inutile  d*écrire,  - 

En  ienaiit  compte  de  l'équation  qui  d«(linit  X,  on  voit  iMrîlenenl  <|im 
rintégra|e  générale  est  donnée  par  le*  équations 


jr  =  »é  +  >•  (Jf  —  *»^«     *  =  *•  +  «  vï+Tï  (x — X,), 

,  +  ,:,  =  . vT+îT     ^^|^\|_a^+*Vnni  =  c, 

'•t  Ift  ^#«^1 C  ^l*!*!  '^  constantes.  On  vérifie  bien,  sur  ces  formulea« 
que  les  caractéristiques  sont  des  droites  rencontrant  le  cercle  de  llnfini. 
il  serait  facile  d'achever  l'intégration  ;  nousy  reviendrons  plusloin  (n*  Itt), 
ExsnrLB  IV.  — -  I^e  système 

(30)  r  +  U^o,      l  +  j-o, 

où  I  est  une  fonction  de  «,  y,  jr,  p,  ç,  est  en  invdution,  pourvu  que  Ton 
ait 

.  ce  qui  exige,  que  X  vérifie  une  relation  de  la  forme 

(31)  F  (a.p,  9,  y  —  >x,  ^  — pj9  —  »y)  =  o, 

la  fonction  F  étant  d  ailleurs  tout  à  fait  arbitraire.  On  peut  donner. dea 
systèmes  en  involution  de  la  forme  précédente  une  interprétation  géo> 

0)  /«irriicl  dâ  IMmtîlU.  tooM  XIII,  I-  série,  p.  361  (ItlS). 
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métriqoe.  Remarquons  d  «bord  qae  du  système  (30)  on  dédoil 

■  • 
Les  surfaces  intégrales  sont  donc  des  surfaces  développables  ;  de 

plas,  h  génératrice  issne  de  Télément  {x^  y,  z«  j»,  q)  se  projette  snr  le 
pbn  des  jejt,  snhranl  une  droite  de  coefficient  angulaire  X.  Le  problème 
de Imtégration  du  système  (30)  peut  donc  sënoncer  ainsi :vl.oA«9iie 
éUm€tU  dmptewUer  mrdf%  (m^  y,  jr,  ji,  9)  de  tupaee^  on  fait  eorreêponébre 
urne  draiie  D  ûme  dnfoini  jx^  y*  ^)etsiiuée  dont  lêpIandecoeffieiemU 
mmgmUUrtM  p,  q  ;  irouter  le»  eurfaeee  diveioppaMeM  Uiïeê  qm^em  ekaemn  de 
ieun  éiémemtê  la  fét^érairiee  mril  la  droite  D  eorreepomdamte. 

Mais  la  relation  entre  la  droite  D  et  Télément  («»  y,  '«  f%  f )  ne  peut 
pas  être  i|ueloonque,  puisque  X  doit  satisfaire  i  une  relation  de  la  forme 
(31).  Pour  interpréter  cette  condition,  considérons  Ions  les  éléments 
d*un  même  pian  P  ayant  pour  équation 


Z  =  aX  +  èY  +  c, 

et  cherdions ,  les  droites  D  correqMmdantes,  qui  sont  évidemment 
situées  dans  ce  pian  P« 

Dans  la  relation  (31)«ondoit  fairep=  m^q^b^x  — pm  —  ^y  s  e, et 
celte  relation  devient 

(31»»)  F(X,«,è,y  — /jr,c)=o. 

Or,  la  droite  D  issue  de  1  élément  (x,  y,  x,  p,  q)  se  projette  sur  le 
plan  des  «y  suivant  une  droite  d  qui  a  pour  équation 

Y  =  XX+y  — 3Ur, 

et  la  relation  (31  Mt)  exprime  précisément  que  ces  droites  il  cl,  par  suite, 
les  droites  D,  ne  dépendentque  d*un  paramètre  quand  le  point  [r^jf^  m) 
décrit  le  plan  P.  Par  suite,  les  droites  D  du  plan  P  ont  une  enveloppe  ; 
si  une  droite  située,  dans  ce  plan  est  la  droite  D  correspondante  i  un 
élément  de  ce  plan,  elle  correspond  a  tous  les  éléments  de  ce  plan  que 
Ton  obtient  en  prenant  un  point  quelconque  de  cette  droite.  La  déter* 
mination  des  surfaces  intéj^rales  du  système  en  involution  (30)  conduit, 
par  conséquent,  à  ce  problème  de  géométrie  :  A  chaque  plan  P  de  leepaee 
ùmfkii  eorreêpoÊtdre^  d^une  façon  tout  à  fait  arbitraire^  «ne  courbe  C 
sîîrndf  disnt  ce  plan  ;  trouver  le$  turfacee  dévehppabUe  teOee  que  ta 
fémératrice  de  eonlact  d^un  plan  tamçent  quelsomque  P  A  ceffe  eurface 
eoH  tempeaêe  à  ta  courbe  C  eorreepomdamie  du  plan  P. 


M  CBAnniB  Vf 

Yoid  «MOT*  MU  imumti  é<|«ivaleiil  i  odiii  qsi  préoède. 

Soi! (A)  va sjilème ^éMBélriqM  foraié de rcMembfo  à'fÊménOUH 
d*wi  plan  paMABl  par  celle  droile  ;  «ii  pareil  ajalème  dépead  de  cûm| 
paramèlras  qae  Ton  peiil  appeler  ses  coordonaéea.  Toale  earlaee  dére- 
loppatAe  se  Gompoee  d*iuie  «lile  aimplemenl  infinie  de  (A)«  duM|iie 
généralrice  el  le  plan  tangent  correspondant  fermant  «n  de  ces  ayatèniea. 
Cela  posé,  le  problème  peut  encore  l'énonoerainai  :  f)rom9erlm9mrfiÊe^ 
Mveioppablew,  eompoêée$  de  êgitème$  (A}  dami  /et  eimq  eooréûmném  réri" 
fieni  une  relaiion  donnée^  de  /&tmêmr6iirair€. 

Par  une  eourbt>  donnée  de  Tespace,  il  passe,  en  fprnéral.  une  infinité 
de  pareilles  surfaces,  dont  la  détermination  dépend  d^une  équation  difie« 
reiitielle  du  premier  ordre.  Mais  il  est  |iossiUe  d*obteiiir  pour  llnlé- 
grale  générale  du  système  en  involution  des  formules  contenant  expli- 
citement une  fonction  arbitraire  et  ses  dérivées.  Imaginons,  en  eflet,qu*cm 
effectue  une  transformation  par  polaires  réciproques  ;  à  un  plan  P  cor- 
respond un  point  M  et  à  une  courbe  C  du  plan  P  un  eùne  (T)  ayant  aon 
sommet  eu  M.  Les  surfaces  développables  qu^il  s^agit  de  déterminer 
deviennent  de  même  des  courbes  tangentes  en  cbacun  de  leurs  points  à 
une  génératrice  du  cône  (T)  ayant  son  sommet  en  ce  point.  Cesconrben 
sont  les  courbes  intégrales  d'une  certaine  é4|uation  aux  dérivées  par- 
tielk^  du  premier  ordre  qu*il  suffira  d'intégrer  pour  avoir  leurs  équa- 
tions sans  aucun  signe  de  quadrature. 

L  application  de  la  méthode  générale  conduit  au  même  résultai.  I^s 
éi|uatioiis  différentielles  des  caractéristiques  du  système  (30)  sont 

il  est  inutile  décrire  Téquation  qui  donne  «,  car  elle  n*intervienl  pas 
dans  les  ealcids.  On  lire  tout  de  suite  dt^  équations  précédentes  p  =5  p^, 
9  =  9^  ;  on  a  ensuite    • 

dX  =  ^dx4'-dM4'^dz=zdj'^^+l^  +  (p+gl)^L 

c'cHl-è-dire,  d'après  la  relation  à  laquelle  Mtitlail  X,  A  =  o.  On  a  doae 


les  valeurs  initiales  ji,,  ;„  <r,,  y,,  t^,  l^Térifiant  la  relation 
(M)       P  (i,,  ^,  9„  jr,  —  X^„  *,  —  p^,  —  f^j  =  o. 
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D'apvteb  Méthode  gtaérale, 
iIm  Am  kmtSom  é*vm  parmMi 


4b  +  V/6p»  —  v'y.  «  o, 

M,  M  iiiniMBi  ^  wift  les  deux  dwpièrw, 

•  * 

Soil  if«  ss  jr^—jyi^  —  |r^^  ;  les  rektions  préoédenles  derienMBl: 
on  es  tira 

et,  ea  portaat  ces  Taleura  damréqmlHM  (3t),  osa,  powdétandMr  Im 
CmmUoim  f^  f «t  *•«  I*  relalmn 


''("^'^'«••-ê*'^)  =  *' 


connaiMaiil  «^  ji^,  f ^^  oo  a  ensuite,  poar  détermiiier  m^  1 1  ^^,  I'éf|iis* 
lion  «nique 

où  Ton  peat  elioisir  arbilrsiremeni  Tune  des  fonctions  .%«  ^j.  TonI  si 

nmènedone  à  llntégrotion  de  Téquation  (32  to),  o*ec!«>>dirp,  dans  le 

cas  général,  à  llnlégration  dhme  équation  aux  dérir^j  paMiclles  du 

pfemier  ofdre. 

D  sérail  facile  de  multiplier  les  cas  particuliers;  par  exemple,  .si  les 

droites  D  apparliennenlà  un  oomploxo,  la  proUèsM  re»*iw«al  a  détenni- 

ner  les  surfaces  déTeloppabies  doni  les  généralric?.»  foni  partie  d*un 

complexe*  On  obtient  un  cas  encore  plus  particulier-,  en  sn;>p9«anl  que 

les  droites  D  soni  langentes  à  une  sur&ice  (£)•  Le  i  .s:s  Tac  js  dérelop- 

pablesdoni  les  génératiiees  aoni  tenfsnies  à  (S)  s  m!,  d^u.io  pari,  les 

déveluppaMee  dont  Taréla  de  rehi ouasem  )  il  ejl  sllaéa  sur  la 

s 


\ 

\ 
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•ttrftiee(S),  ii*«ilff«  ptri  Im  anrliMM  d^cloppablat  dicgMcrilM  à  (S). 
On  doit  considéiw  In  prMÛèvM  tuififci  rifift  loraMuift  là  tirhrtwa 
générale,  Uodis  que  les  aeeondes  smfaoee  ae  aosl  que  des  ialéfralee 
•inguliéres.  Par  um  eoiirbe  donsée,  il  pesée,  en  elel,  «ae  iaSailé  de 
surliMes  développeiiies  eyenl  leur  eréle  de  lebroessemettl  s«r  le 
lace  (S),  laadis  qu'il  a*y  ea  a  qu*uae  qui  soit  eiffeonscrile  à  (S). 


1S7«  La  ibéorie  des  sysiènies  en  iavolulioa  présente,  coaune  on  voit, 
la  plus  grande  analogie  avec  la  Ibéone  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordra.  De  mémequ'à  toute  équation  du  premier  ordre 
est  attachée  une  famille  de  multiplicités  caractéristiques  du  premier 
ordre,  dépendant  de  iroiê  paramètres,  de  même  chaque  système  en  invo;- 
lution  possède  une  famille  de  caractéristiques  du  second  ordre,  dépen- 
dant de  cinq  paramètres.  Chaque  caractéristique  du  second  ordre  ren- 
ferme une  coMrfte  caraeêérisiique  qui  lui  sert  de  support,  et,  en  général, 
les  courbes  caractéristiques  dépendent  elles-mêmes  de  cinq  paramètres. 
11  arrive  cependant,  pour  des  systèmes  en  involution  d*une  forme  par- 
ticulièra,  que  ces  courbes  caractéristiques  dépendent  de  moins  de  cinq 
paramètres.  Pranons,  en  effet,  les  équations  lii 

r  +  >f  -(-  I*  =  o, 
*    *  +  j  +  v  =  o. 


où  X,  m  ¥  sont  des  fonctions  de  «,  y,  ^,  p,  9;  ce  système  est  en  invohi- 
tion,  pourvu  que  X,  ]&,  v  vérifient  les  ralations 

Ces  conditions  étant  supposées  vérifiées,  les  équalioas  dilirantiallea 
des  caractéristiques  du  système  (33)  sont  de  b  ferme 

dx  \       dy      J 

Les  quatra  pramières  de  oes  équations  ne  contiennent  que  m^  y,  r« 


p^q\mÀmi 


l») 
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y  =  A(*;  «^»t  yt.  ^r  Pb«  ^t)» 
«^  =  /;(«;  «••  y#»  ^tf  p#t  Çê)t  _ 

p  =  /i(j?;  a-.,  y^,  <^,  p.,  çj/'' 
f  =  /i  (ar  ;  of^.  y.,  jr^,  p^,  q^). 


les  fermides  définisMiit  rinlégntle  générale  du  sTstème  formé  par  ces 
qiuitreé€iiMtion8.0na  ensoiletper  Tinlégralion  d'une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre,  qui  introduit  une  nourelle  constante  arbitraire  t^. 
Les  formules(35)  représentent  uneramilledemultiplicitéscaractértstiques 
du  premier  ordre,  dépendant  de  quatre  constantes  y^,  '«fFii  Ys  («fêtant 
une  constante  numérique)  ^  chacune  de  ces  caractéristiques  est  contenue 
dans  une  infinité  de  caractéristiques  du  second  ordre«  dépendant  d*une 
constante  arbitraira.  L'ensemble  des  caractéristiques  du  second  ordra, 
qui  ont  ainsi  en  commun  une  multiplicité  du  premier  oidre,  forme  une 
intégrale  au  sens  étendu  du  mot(n*  119).  Pour  atoirrintégrale  générale 
du  qr>tèflM  en  iuTolution,  il  est  inutile  de  tenir  compte  de  Téquation 
qui  donne  $.  En  effeit  les  Taleura  initiales  ar«,  y^,  s^^  p^  f^  «^  doiteat 
satisfaira  aux  trois  ralations 

ds^  =  P^t  +  ÇfWyt, 

*•  =  —  (Vt  +  m)  *»#  +  n^ytt 
4ït  =  <#<*»• — (ij +  »•)  rfyt» 

entre  lesquePts  on  peut  éliminer  t^ ,  et  il  reste  les  dans  ralations 

qui  ne  raafcrment  plus  que  ««,  y^ ,  ^«,  Pf,  Vf . 

On  obtient  dessystèmesen  imrolution  de  la  ferme  (n)«  ett  dlMrentianl 
par  rapport  à  ir  et  A  y  une  équation  du  premier  ordre 

P(4P,y,Xtp,f)=sCt 

o*  C  désigna  une  constante  arbitraira.  On  obtisnl  ainsi  le  qrstAsM 

>F  .  ^f  _  .  ÎF  ■  .  ÎF 


w 


/  JF  ,  W      .  ÎF.  .  ÎF 

j  VF.iF     .  ÎF.  .  ÎF,      ^ 


fB  CBAHflUI  ¥1 

q«i  Mt  UM^ovrt  M  isTohliiitt,  Mais  cm  m'a  pas  mmd  Iom  Im 

«I  iBfolvUoa  de  k  forme  (SS);  pour  <|«*«b  pareil  ayetème  yiaee  Mra 

reiea<  à  la  ferme  (M),  Q  bat  qae  lee  Uoie  <qaalkma  Iméairea 

JF  .      ^F      .   >P 

^  +  •57-^^5^  =  ^ 

>F      •JF 

aJnMitenlaae  eolatie»  eommttae  F  (or,  jf,  jv,  ji,  f  ). 

ItS.  Oa  Yoil,  d'aprèe  cda»  qa*aa  peut  faire  la  tliéorie  eomplèle  dea 
ayelènee  iSaiiairie  en  iavoluUon  de  la  forme 

•  * 

ê  +  li  +  UzsQ, 

oè  Xt  p«  V  Mal  dea  foaeliooade  «,  jf,  ^,  p,  f  laaa  ialredaire  la  valeur 
de  9  dane  lee  équalioae  des  caraclérislii|iiee.  Appeloas  emfmtUnêiiqme 
tout  eyelèoM  aimplemeat  infini  d*élémenU  da  premier  ordre  vérifiant 
lee  équations  diflérenlielles 

dyaXdLr,      rfl  ss  |m/u- -f- f </y,      «lp=:  — ^iW-r*      lifs^Xwtr; 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toule  surface  intégrale  est  an  lien  de 
caractéristiques  ;  et  inTersenient,  pour  que  les  caradérisliques  issnea 
des  éléments  {»^^  y««  x^,  p^^  q^)  forment  une  suriace  intégrale,  il  jbiut 
et  il  suffit  que  «g,  y^,  x^,  p^«  q^  soient  des  fonctions  d*nn  pnramètm 
▼ariable  a  satisfaisant  aux  deux  relations 

<<P#  +  M«ê  +  ^^ê  +  Vs*^s  =  <>• 

Ce  résultat  peut  aussi  s*établir  directement  par  un  calcul  focile. 

De  tout  élément  du  premier  ordre,  il  part,  en  général,  une  caractéria* 
tique  bien  déterminée,  à  laquelle  appartient  cet  élément.  Par  suite,  si' 
dmtxsurfaeei  intéffraie$d'un  tyUèpM  liniaivt  en  imvoluiitmoHt  mieoalnef 
du  premier  ontfre  en  un  poini^  elteê  «cmiI  iançenies  ioui  h  long  de  la  enrae- 
êiriêiiqîie  iuue  de  cei  éUmeni.  On  déduit  de  là  une  conséquence  impor» 
tante. 
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Supposons  qas  Ton  connaisse  one  intégrale  da  système  en  inrolntion 
dépendant  de  irais  paramètres  ««  6,  e  et  ne  Térifiant  aucune  équation  du 
pramier  ordro  indépendante  de  a,  ft,  e;  soit  (S)  cette  intégrale.  On 
peut  disposer  des  trois  paramétres  a,  b^  e  de  iaçon  que  la  surface  (S) 
soit  tangente  a  une  autra  surface  intégrale  (S)  en  un  point  donné;  les 
deux  surfaces  (S)  et  (S)  sont  donc  tangentes  tout  le  long  de  la  caracté- 
ristique issue  de  1  élément  commun.  Toute  surface  intégrale  (S)  est, 
par  conséquent,  f  enveloppe  d'urne  SHUeMimpUmenitm/îmie  de  twrfoitte  (S). 

D*après  cela,  Tintégrale  (S),  qui  dépend  de  trois  paramètres,  joue  le 
même  rôle  que  Tintégrale  complète  d*une  équation  du  premier  ordre* 
11  y  a  (Cependant  une  différence  essentielle  entra  les  deux  cas,  quil  esl 
aisé  de  mettra  en  lumièra.  Soit 

(37)  ♦  (OP,  Jf,  X,  «,  »,  c)  =r  o 

Téquation  générale  des  surfaces  (S);  quand  on  établit  entra  les  troiu 
paramètres  tf,  ft,  c,  deux  ralations  de  forme  arbitraira 

les  mriMM  «iTcloppes,  diHil  on  ob(i«*t  r^qvalioii  «•  éliniMMt  m  «atra 
iMralatHNM 

♦  [«♦  y.  «.  «.  t  («).  ♦  («)]  =  o. 

(38)  {  >♦  .     ?».    ,...  .     ?♦    .,,  ^ 


forment,  on  Ta  vu,  Tintégrale  générale  d*une  équation  du  second  ordre 
(I,  n*  8).  Pour  que  ces  surfaces  enreloppes  soient  des  intégrales  du  srs- 
lème  en  involution  proposé,  il  faut  que  les  fonctions  f  (a)  et  «f  (e)  Térifient 
Une  relation  de  la  forme 

(30)  F  [n,  7  («),  +  (e),  f  (a),  f  (a)]  =  o  ; 

on  obtiendra  cette  relation  en  exprimant  que  les  caractéristiques  défi* 
nies  par  les  équations  (SO),  qui  dépendent  de  cinq  constantes  a,  f  (a), 
4^  (^)f  t'  (')^  t'  (')«  quand  on  n'établit  aucune  relation  entra  f  et  ^,  sont 
identiques  aux  caractéristiques  du  système  en  involution,  qui  dépendent 
seulement  de  quatre  constantes.  On  exprimera,  par  exemple,  que  ces 
araltiplieités  vérifient  les  équations  difiérantielles  des  caractéristiques, 
ce  qui  n'exige  que  des  différantiations  et  des  calculs  algébriques. 

Etant  donnée  une  relation  de  la  forme  (30),  on  sait  qu^on  peut  expri* 
nier  «,  f  («),  f  («)  au  moyen  d*un  paramètre  variable  a,  d'une  fonction 


•  • 
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arliilraiM  de  «  èl  d»  ias  iiihém  m  Mnbrt  lai,  mm  «mw  dgm 
d'inlégralkm.  Par  Miito«  m  peal  lonjoûrt  rapriiMr  rUilégnle  géBérsto 
d*ttn  •ytUme  Untelre  m  tovolulion  ptr  des  fomyles  oè  Sgurtnl  txpll> 
dlemenl  om  fonction  arbilmire  et  un  nombre  Bai  do  iOsdériYJM.  Il  a*on 
ôti  pas  de  mémo,  on  général,  pour  un  aystènio  on  involuUon  do  for»o 
quoloonquo. 

Roprenont,  par  exomplo,  lo  syslèmo   on  involution  (S9),  qui  oal 
linéaire  ;  d*aprèe  la  aignification  de  cea  équaliona,  loule  aphéro  do 

rayon  V—i« 


(10)  (a^-||)i.4.(y-*)«4-(,-c)«+l=o. 

est  une  intégrale.  Par  suite,  Tiatégrale  générale  peut  être  coosidérdo 

comme  Tenveloppe  d*uno  sphère  do  rayon  V—  *  quand  on  établit  ootr# 
les  coordonnées  du  centre  (o,  é,  c)  une.  relation  de  forme  conTeaaUo. 
Or,  nous  avons  vu  que  les  caractéristiques  du  système  ^SB)  étaient  don 
lignes  droites  rencontrant  le  cercle  imaginain*  do  l'inflni.  D*autro  parl« 
les  caractéristiques  <lo  la  splière  sont  représentées  par  les  deux  équa« 
lions  (40)  et  (41) 

(41)  (or  —  «)  rfs  +  (y  -  i)db  +  («  —  c)  rfc  =  o; 

pour  que  ces  caractéristiques  soient  des  lignes  droites,  U  faut  ol  II 
suffit  que  le  plan  (41)  soit  langent  au  cAoe  asymptote  do  la  sphère,* 
o*est-4«dire  que  Ton  ait 

d'où  Ton  conclut  que  fmiigrmle  génératê  du  êffêièmê  (M)  e*oèlMNl  m 

pi^enûtU  têHveloppê  d'une  êphèr$  dêtmjffm  V  — 1%  déni  h  cmUrê  décrié 
une  eourh$  minima» 

11  peut  aussi  arriver  que  les  courbes  caractéristiques  no  dépondoat 
que  de  trois  paramètres.  Par  exemple,  pour  lo  système  r  -f-  e  si  o, 
I  -f  «  S3  o,  les  équationa  des  caractéristiques  sont 

y  =  y#  +  *  — ^#1     «  =  *s  +  (p#  +  »i)iJ»— <i>#)i     jisj^t 

.î  =  «s.      »  =  «•; 

on  voit  que  les  courbes  caractéristiques  ne  dépendent  que  des  trolo 
paramètres  y^  —  m^^  p^  +  f  ^,  m^  —  .r^  (p^  +  q^.  Chaque  courbe  came» 
téristiqueest  contenue  dans  une  infinité  de  multiplicités  caractjérisMquoo 
du  •  premier  ordre*  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  chaquo 
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nraltiplicité  caractôrisliqiie  da  premier  ordre  es(  renfermée  k  sod  lovr 
dans  une  infinité  de  earactérisUqnes  dn  second  ordre  dépendant  d'nne 
nooTelIe  constante  arbitraire. 


1S9.  Rerenons  maintenant  k  la  théorie  des  systèmes  en  inviriation 
de  Ibrme  générale. 

On  sait  le  rôle  important  que  jouent  les  inêéffrtUtê  eompièiêê  dans  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Étant 
donné  un  qr>tème  en  iuTolution 

(4S)  r  +  /•(»,  jr,  »,  j»,  7,  *)  =t  •,       t  +  f  («,  jr,  *,  p,  f »  •)  =s  o, 

» 

nom»  «ppelleroiw  de  méiM  intigrtte  eom^ète  A»  ce  ^lèaM  Unile  inté* 
fraie  dépendant  de  fiMAr»  paramètre* 


m 


F  («,  jf,  »,  «„  «a,  «s,  «4)  »  o. 


de  tell*  ficon  qne  râimination  de  «|,  «,,  «|,  ««  entre  la  relalian  (41)  el 
kaanhraatea 

1  >F  ,     ÎF 


(**) 


?F  .     >F 

yF  ,   .    î»F    ,  3»F    ,  .  >F 

Î»F  .  ..  ^•F  - 


.   3»F      ,   J«F      ,  J»F       .  >F 


■SB  O, 


conduise  aux  équations  (42),  et  à  celles-là  seulement.  Étant  donnée  une 
intégrale  quelconque  du  système  (42\  on  peut,  d'après  cela,  disposer 
des  constantes  «lyOs,  ^t  «4«  de  façon  que  Tintégrale  complète  ait  arec 
llntégrale  donnée,  en  un  point  donné,  un  contact  du  second  ordre. 
Diaprés  une  proposition  établie  plus  haut,  les  deux  surfaces  eut  alors 
un  contact  du  second  ordre  tout  le  long  d^one  caractéristique.  Toute 
nerfoùÊ  mlégrmU  e$t  dhme  tênvehppe  éTnme  famiUê'dmIégraiet  eamplèie$, 
chaque  mlégruh  eompièu  ayant  «m  cofilod  ne  ssooxa  oanaa  hmc  ta 
warfacê  enveloppa^  tê  lamg  duaê  caraeférûtiqme.  Cela  s'applique  aussi 
aux  qrstèmss  linéaires.  Pir  exemple,  llntégrale  générale  du  système 
r  -f-s^ o« l4*t=ose compose  (ul*  196)  de  surfaces  cylindriques  ayant 


11  aiAnnis  vi 

Imirs  géÊtintaiom  parallèle  au  plan  y  «— «  s  o.  Oa  pMl  pwdr> 
inlégrfib  «mplMe  1m  eylindres  de  lérolvliiMi  ajraiil  leur  ua  pawllèl» 
au  QM^uia  plaa.  Il  aal  dalr  que,  le  long  d'uM  gtoéralrioe,  on  peut  trou- 
ver une  blégrale  eomplèie  ayant  un  contact  du  second  ordre  aiee  la 
surface  cylindrique. 

Il  existe  cependant  une  diflerence  essentielle  entre  une  équation  du 
premier  ordre  et  un  système  en  involution,  pour  la  théorie  des  inté- 
grales complètes.  Tandis  que  toute  famille  de  surCices  à  deux  pam- 
mètres 

•  

est  une  intégrale  complète  d'une  équation  du  premier  ordre,  uao 
famille  de  surfaces  k  quatre  paramètres 

F  {x,  jf,  M,  «|,  «,,  a,,  m^)  ss  o 

donne  biiii  une  intégrale  complète  d'un  système  de  t  équatioDa  ém 
second  unîre 

A  ('*•.  iS  *•  P.  ••  f .  «.  ')  =  o,         ft  K  jr%  *f  P.  «%  r,  f,  I)  =  o, 

mais  ce  svstàme  n'est  paai  en  général,  en  involution.  Ainsi  une  apliiro 
dépend  i!i*  t.ratre  paramètres  ;  Téquation 

a-  -f  y*  -f  «*  -f  im^m  +  imjf  +  ia^  4.  n^  us  y 
est  une  in'.t':'  :  aie  complète  du  systèiN 


Le.H  I*  ;!*:.t\::is  qui  déterminent  les  dérivées  du  troisième  ordre  •• 
forment  1:11  f;.Htème  indéterminé  que  si  on  a  l+P*  +  9***<>î  P*^ 
suite,  en  (!e!.ti.'S  des  intégrales  de  cette  équation  du  premier  ordre,  le 
système  (  t5)  n'admet  que  des  intégrales  dépendant  de  quatre  constantes 
arbitraires  au  plus,  ce  sont  précisément  les  sphères.  On  voit,  sur  cet 
exemple,  qu'un  syatèiue  de  deux  équations  du  second  ordre  peut 
admettre  une  infinité  d'iiili^graltM),  dépendant  d'une  /biic/im  ûrHtrmire^ 
sans  être  en  involution.  Il  faut,  eu  outre,  que,  par  une  courbe  choisie 
arbitrairement,  il  passe  une  înlinité  d'intégrales,  dépendant  d'une  con^ 
tante  arbitraire,  pour  que  le  système  soit  en  involution. 

La  connaissance  d*uue  intégrale  complète  F(«,y,^,a|,«s,a3i«4)s=a 
d*un  système  en  involution  non  linéaire  permet  de  déterminer  les 
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léristiqiiM  MM  aoeom  inlégnUon.  Ea  effel,  lovle  sorface  iatégrala 
élaal  renreloppa  d*aiie  taita  simplemeat  infinie  d*intégral«a  eomplèlaav 
les  eavbaa  earaclérisliqacs  font  partie  des  conrbea  rcpréeenlëea  parka 
équationa 

F  («,  y,  X.  «1,  m^,  «,,  aj  =  o, 

^F   ,    ^F  çfa.  ,    ^F  da^  ,    ?F  «te. 

^«1   "^  îa,  ifoi   •  ?«,  ^tf ,   "^  Jâi  ite|         * 

qni  dépendent  de  «epl  paramètres  Ap  a^,  a^,  a-j,  j;*»  -j-*>  gH-  En  écri- 
vant, comme  pins  haut,  qne  les  mukiplieiléa  d^éléments  da  lecond 
ordre  eorreapondantea  Térifienl  les  éqaaiions  dîfférentiellea  des  earac- 
lériataqnes,  on  établit  deam  relations  seulement  entre  ces  sept  para- 


♦•  ^«1.  «1.  ««.  «4. 357  55;'  35^>!  =  ""^        *  r*'  •••  ^/  "^  ""' 


paisqoeles  caractéristiques  dépendent  de  cinq  paramètres.  Pour  obtenir 
rintégrale  générale  du  système  en  inTolution,  il  faudrait  obtenir  lea 
expressions  les  plus  générales  de  quatre  fonctions  «i,  a^,  a,,  a^,  d^una 
seule  Tariable,  vérifiant  les  deux  relations  précédentes. 

On  peut  aussi  étendre  aux  systèmes  en   involution  la  notion  de 
courte»  tal^^rate  (*). 


ISO*  Onnnie  conclusion  de  Tétude  qui  rient  d*étre  faite*  nous  remar» 
quarons  qu  un  système  de  deux  équations  du  second  ordre  ne  peut 
adoMttre  d'intégrale  dépendant  d*une  infinité  de  constantes  arbitrairea 
que  dans  deux  cas  :  lorsque  les  équations  forment  un  système  en  invo> 
lutioo,  on  lorsqu'elles  admettent  une  intégrale  intermédiaire  commune 
du  premier  ordre.  En  effet,  les  équations  étant  mises  sous  la  forme  (11)^ 
si  dles  ne  forment  pas  un  aysième  en  inTolution,  Tune  au  moins  des 


ne    aéra  paa  identiquement  nulle.  Suppoaona,   par  exemple,  que 


(I)  BBPSsa  (TMm  es  Doctorat), 
éo  ésaa  éqaàtiom  eu  tscoi 

tes  CmmfU»  ara^s»  (!«»  Juin  ItN),  si  sa 

(Itfl). 


plus  ëe  MaBi  tar  tettjfsttoss  sa  iavoMioà 


orira,  oa  psuira  cenmilor  aao  noie  i|ns  fsipnbliée 


.•-  •• 


T4  CHAFimB  Yl 

I  "^  ^  M  aott  pw  wd  id<aUq— wnl,  LatinlégralM  i|tti  «•  ■■liifoMÉ 

dépandenlv  aoiis  Tavoss  w,  de  quatre  coaslanlea  arbilrairea  a«  pfaw 
(b^  121).  Si  doue  il  exiele  dea  inlégralea  eomaiiiaea  avx  deaz  éqaaliom 
proposées  dépeadanl  d'vae  infiailé  de  eoaataalea,  eea  ialègralea  domnl 
auasi  salisiure  à  la  relalioB  (M).  Appeloaa  H  («,  jr,  ^t  P«  V»  •)  !•  ptensier 
nenbiie  de  eelte  équation  ;  si  les  intégrales  considérées  ne  vériBnienl 

pas  Téquation  *^  s  o,  on  pourrait  tirer  t  de  la  relation  (48),  et  on  en 

eoncluerait  €|ue  ces  intégrales  dépendent  au  plua  de  trois  constnntea 
arbitraires.  II  faut  donc  que  les  intégrales  communes,  qui  dépendent 
d*une  ioAnité  de  constantes,  satisfassent  à  la  fois  aux  deux  équations 


H  =  o,  15  ==  •• 

* 

et  par  suite  i  Téquation  du  premier  ordre  K  =:  o,  obtenue  par  Télimi- 
nation  de  s.  Mais  on  a  déjà  remarc|ué  (n*  ISO)  qu*une  équation  du  second 
ordre  et  une  équation  du  premier  ordre  ne  peuvent  admettre  d*intégmle 
commune  dépendant  d*une  infinité  de  constantes  que  si  Téquation  do  pre» 
mier  ordre  est  une  intégrale  intermédiaire  deréquation  do  second  ordre. 

Si  1  —  "^  ^  est  identiquement  nul,  toute  intégrale  commune  nnx 

équations  (11)  doit  satisfaire  aussi  i  Téquation 

sur  laquelle  on  peut  recommencer  le  raisonnement  qui  précède. 
ISl.  Étant  données  deux  équations  du  second  ordre  non  résolues 

^    '  I    F|  («,  y.  X,  p,  ^,  r,  f ,  I)  =r  o, 

nous  dirons  de  même  que  ces  deux  équations  forment  un  système  en 
involution,  si  les  quatre  équations  que  Ton  obtient  en  les  différentiani 
par  rapport  à  «  et  par  rapport  à  y  se  rétiuisent  i  trois  équations  dis» 


LB  STSTfelin  Kf  inroLOTioii 


n 


IM  •«  «BiM  kt  «{iiatre  dérivéM  da  troisième  ordre  «,  ^  y,  I,  les  rdstioa» 

ÎF.,  >F     .>F.   ./«IF\ 


(«> 


PiMf  i|iie 

le 


quatre  équtioas  se  iMaiseat  à  Irais,  il  bmH  d'aboml 
famé  par  lee  eoeflBeieiits  de  «,  ^,  y,  t  eeit  aal 


(«) 


>F 


^ 


VF 
il 

h- 
ÎF| 

?F. 


>F 

>F 

ÎF, 
9< 

i$ 


5F 


*so; 


e'eel  préeieéiaeiit  la  condition  pour  qw  les  deux  éqaatioaa 


(SO) 


I 


•5-ei*— -^a» 


>F 

9r 

)F, 


««  — 


>F 

>F, 
9» 


sieDi  «ne  rseine  eonimuie.  Une  première  condition  penr  qne  les  équa- 
tions (47)  ibnneni  nn  ajslème  en  inroiution  est  done  la  snhranle;  en 
€lMM|né  dément  da  second  ordre  comman  aax  denx  éqaations^  fl  doit  j 
SToir  ane  diieclion  de  caracléristi<iae  commane. 
Soit  m  la  ineine  conmane  aax  éqaations  (80),  <|ai  vérifie  les  deax 


7t  cBAJMtnm  Ti 

relataoM 

SITES  *5l£za*lÊSi' 

■i  on  dUûiM  •  eatra  h  pr!>«ièr«  •(  !•  iraiMèMe  des  ^qatlioM  (W),  pois 
t  entre  la  MOtNidc  •!  la  qwatrièMe,  oa  «st  eoadail  à  .4aax  aafâlha 
«gaUlés 

;    *./rfF\      >P  /«<P.\  .  .  D  (F,  F.)  .     D  (F,  F.) 
J    ?Çi/^      >F  /WFA  ■•  .  D  (F.  F.^  ,      D  (F.  F.) 

Bn-nalliplianl  la  première  par  m  et  ajoulanl,  il  Tienl,  ea  t— a»l 
compte  de  la  râleur  de  m,  une  uuuvelle  équaliou  de  eondiliou 

f"  -[f'(©-i(5)]+^(f)-^(f)=- 

Lea  coiidiUoiia  (19)  ei  (31)  Hoai  auffisanlen  pour  que  lea  quaire  éqsa- 

D  (P  F  ) 
tioiia  (4H)  ae  réduiaeiU  à  troia,  pourvu  que  le déiermioaal    J,  *    ''  -sa 

aoii  paa  nul,  ce  que  nous  auppoaerona.  En  eliet,  les  ëquationa  (48  Ni) 
peuvent  remplacer  deux  des  ëi|uations  (18),  et  ces  deux  ëquationa  ae 
réduisent  à  une  seule.  Pour  que  le  système  (47)  soit  en  involntion,  il 
suffit  que  les  ennditùma  (49)  et  (5t)  soient  vérifiées,  en  tenant  comple 
dea  équationa  (47)  elles-mêmes.  Si  ces  conditions  aoiit  vérifiées  identi- 
quement, les  équations  F  ==  C,  F|  =  C|  forment  un  système  en  involu- 
lion,  quelles  4|ue  soient  les  valeurs  des  constaiiles  C,  C|. 

On  obtient  les  équations  dilTérentielles  des  caractéristi(|ues  d*un  sya* 
tème  en  involulion  de  forme  générale  de  la  même  façon  que  pour  un 
système  en  involulion  de  la  forme  (11).  Sur  une  intégrale  commune 
aux  deux  équations  (47),  représentée  psr  Téquation  «  =  O  (x,  y),  consi- 
dérons une  famille  de  courbes  définie  par  Téquation  diflérentielle  du 
premier  ordre 

où  m  désigne  la  racine  commune  aux  deux  équations  (SO)  ;  on  suppose, 
bien  entendu,  que,  dans  m,  on  a  remplacé  ^,  p,  f ,  r,  t,  I  par  leora  valeurs  * 
en  fonction  de  »  et  de  y,  déduites  de  Téquation  de  la  surface. 
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rt 


Le  Vmg  é&  Tum  é&  ces  courbes,  oo  a 


M  lire  des  équlione  (48. 


ê  < 


«+^«»  = 


>P  /«IP,\  __  Mf,  /^\ 
at  y  «fcr  /       "ÎT  V<to/ 

D  {r,  *) 
JF  /<<F.\      >F| 

-lf(lj-S(f-)l 

D  (r.  <) 


T  +  lm 


4»  «orte  q«e,  le  loag  d'aiM  earaelérisUqM,  <r,  y,  «,  p,  f ,  r,  «,  I  mUsSmiC 
wn  éqaatioiM  dilKérmitiellw 


Wte 


ife 


± 


DfF»F.l^  ,„  D(F.F.)  ~  D(F,F.) ,    .       >~"D(F.F.K    .  .  > 

D(r.O       "•    D(r,l)  D(r,<)  ^'^'T'^J        |)(r,l)  **  +  "*^ 


«Tr 


<lr 


m)(-D(F,F.) 


UEiIili    .       ^  ~ ^F  /dF,\      iF./dF\ 

^^  {p+ »«)    j7  \^7^;  -  v  (ô:) 


*h 


él 


"  $F  /rfF,\  _  ^  /rfF  V  "'     rJF|  /rfF\      ^  /£[F|\T 

Cet  équations  edmeMeiit,  eoauae  oa  «lerait  s'y  atteMlre,  les  devs 
eombiaenoiie  inlégfable*  <fP  ss  o«  <IF,  sr  o,  de  aorte  qu'on  pont  les 
raaMner  à  ■■  ayalènie  de  cinq  êquatiom  à  aix  Tariablea.  On  dénMmUe, 
comme  ploa  hast,  que,  pour  avoir  «ne  intégrale  d«  ajatèiM  an  involn» 
tion  propoaé,  il  aaflit  do  prendre  le  Kewdea  earactérisliqaea  iasnea  d'âne 
intailé  d'élémente  dn  aeeond  ordre  («„  f^  jr^  p^,  q^,  r^  t^,  l,),  doni  lao 
tootdonnéaa  aont  daa  IbnetionadV»  paramèlroTarîabiea  aalirfrianntan» 


(F), 


—  r. 


2m. 


H. 


^1? 


•■9,- 
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Ittk  Après  êvoir  élédié  m  déUil  Im  devx  cm  ptriiariiera  ^  pf4* 
cèdent,  nom  alloiui  considérer  les  systèmes  loties  à\m  iqfÊÊÊiom  au 
second  ordre  et  d'une  éqnalion  d'ordre  quelconque.  On  ne  reaireint  pnn 
Is  généralité  en  supposent  que  Téquation  du  second  ordra  proposén  cul 
résolue  psr  rapport  à  h  dérivée  du  second  ordre  r.  Si,  en  eilet,  Téqon- 
tion  ne  contient  pas  r,  elle  contiendra  Tune  au  moins  des  dériTéen  s 
^  I  ;  si  elle  ranfenne  I,  il  sufBt  de  permuter  «et  jf  pour  être  ramené  a« 
cas  précédent.  Si  Téquation  ne  renferme  ni  r  ni  I,  elle  est  de  la  Corme 
«-{-^(â9,y,«,p,y)=  o,  et  il  suffit  de  prendra  pour  variables  indépen- 
dantes u^ztcj^yeivssw — y  pour  avoir  une  équation  résolue  par 

apporta  5JÎ- 

Nous  pouvons  donc  toujoura  prandre  Téquation  du  second  ordre  soun 
la  forme 

(53)  »•  +  /•(*,  y,  s,  p,  q,  t,  l)=ro, 

eu,  en  posant 

*M  +  /(«»  y.  *.  PMt  Fm.  Pi.1.  P^n)  «  ©• 

L*é(|uation  (53)  et  celles  qu^on  en  déduit  par  des  diflérentiationn  sne- 
cessives  permettent  d*ezprimer  toutes  les  dérivées  psfiielles  de  sr  nu 
moyen  des  dérivées  partielles  pi^,  où  Tindice  i  a  Tune  des  valeun  0,1. 
Ainsi,  en  dilférantiant  Téquation  (S3)  un  nombra  quelconque  de  ibis  pnr 
rapport  à  y,  on  obtient  Tesprassion  des  dérivées 

au  moyen  de  a9,y,  jr,  p^^tP^,  •*mP««;  Pi««Piit  ..mPi^-i; MdiMrentiant 
ensuite  une  fois  par  rapport  à  #  et  un  nooibra  qudconque  de  fois  pnr 
rapport  à  y,  on  exprime  les  dérivées 


^^yii-S 


au  moyen  des  précédentes,  et  ainsi  de  suite.  D^une  maniera  générnle, 
on  a,  si  Tindice  t  esl  supérieur  à  Tunité, 

<54)  ptjt  =  F  (»,  y,  r,  j^i.  p^,, ...,  p^  5  PiitFit»  •—  Pm-»)»  *+*  =  •», 
la  fonction  F  se  déduisant  de  ^par  des  dilléranliations,  dss  mnhiplicn- 
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lions  et  des  additions.  Nous  supposerons  toujours,  pur  la  suite,  k  moins 
de  mention  expresse,  que  Ton  a  remplacé  les  dériTëes  pt^  (t  >  1}  par 
leurs  expressions  au  moyen  des  dérivées  où  le  premier  indice  ne  dépasse 
pas  Tunité. 

Voici  une  autre  notation  que  nous  emploierons -fréquemment.  Soit 
U  (9,  jf«  J^tPis««-M  Pm)  une  fonction  de  4P,  y,  x,  et  des  dérivées  partielles 
de  s  jusqu*i  un  certain  ordre,  n  par  exemple.  Imaginons  qu*on  dilfé- 
rentie  cette  traction  i  fois  de  suite  par  rapport  kœ^k  fois  de  suite  par 
rapport  à  y,  en  considérant  s  comme  une  fonction  de  dP  et  de  y,  qu*on 
retranche  du  résultat  les  termes  qui  fenferment  les  dérivées  d*ordre 
fi+i  +  A,  c'esi4-dire 

qu*on  remplace  ensuite  les  dérivées  ptjtt  oè  t  >  1,  par  leurs  expressions 
tirées  des  formules  (54)  ;  nous  désignerons  le  résultat  de  toutes  ces  ofé* 
rations  par 


(i 


ISS.  Les  caractéristiques  de  Téquation  (53)  sont  données  par  les 
racines  de  Téquation  du  second  degré 

(55)  m«-^m  +  ^=o; 

soient  «•,  et  m,  les  deux  racines  de  cette  équation.  Si  on  prend,  sur 
une  surfiice  intégrale,  les  courbes  définies  par  Téquation  difirentidle 

dy  —  ifi|d[r  ss  o, 

Torientation  d^éléments  d*ordre  n,  qui  appartiennent  à  la  surface  inté* 
grale  le  long  de  Tune  de  ces  courbes,  constitue  ce  que  nous  avons 
appelé  une  caractéristique  d*ordreii(l,  n*  81). On  a  d*abord,  pour  une  de 
ces  camcléristiques,  les  relations 

cfyssm,<to,        dlrsji^gffo+p^idlr,       dp,.k^Pt^i,i^ +Pi,it^i^f 

€éi  +  k ^n -^  1, et  où ronpeutsuppoeerquerfaidieei aadépnssepas 
runiié.  Pour  obtenir  une  nouvelle  éqîmtion  difléfunlisile,  nous  n*avons 
qu*i  difirettlierréqualaon  proposée  (6S)  n-^i  fois  de  suite  par  rapport 


•0  CBAFITM  Yl 


(;^rîQ  +  J^«-i  +  5  *!.•+ 5ik«*i  «  •; 


dTaalra  pftrl«  on  •  éaiti 


RwpplaçoM  <fjf  par  fli|dbrt  os  «i  lira 


•I,  M  parmi  dans  réqualioo  préoédenlo,  il  ratto 


(^+ 


^^+'h 


ém     ^"^  4to 


I4M  éqMlkMM  diBir«rti«Uw  dM  eaneléfiatiqvM  d*otdM  11 

las  BDivaBiiM 


On  suppose,  bien  salondo,  qu'au  sMiyon  des  relslious  (S3)  el(B4)«i  B*a 
laissé  dans  ces  équations  diflérenlielles  que  les  dérÎTées  p^ ,  oè  ITedies 
I  ne  dépasse  pas  l'unilé.  Ces  équations,  en  nombre  Su  4*  I,  renfersssnl 
donc  i^  4*  S  variables  ;  elles  admettenl,  par  conséquent  eoaune  on  Ta 
déjà  remarqué,  une  infiniié  d*inlégrales  dépendani  d*une  fonction  nriii- 
Iraire.  Toute  inlégraledeséquations(56)«  jointe  aux équations(S3)el(M)^ 
définit  une  orientolion  d*élémente  d*ordre  n,  qui  esl  une  earadéristiqns 
d'ordre  n;  pourabréger«  quand  nous  parlerons  des  équations  des  came-^ 
léristiques,  il  sera  question  des  équations  différentielles  (56).  On  obtien- 
dra le  second  système  de  caracteristiques  en  permutant  a»!  et  m^. 

11  est  aisé  de  retrouver,  au  moyen  des  formules  précédentes,  un  cer- 
tain nombre  de  propriétés  oui  ont  été  signalées  rapidement  (I.  I,  n*  81)^ 
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AiBsi,  tovle  cwielérisUqae  d^ofdre  n  weùhnniB  mM  eaneléritliqQQ 
d'ordre  m— *l  ;  car  on  dédoit  dos  devz  éqoalioiis 

«B  MdlipliaBllo  Moomb|Mir  m^  oI  afootoiU  meadifo  à  moBbro«  ol  rom- 
l^^^^^Jtgrf^.,,  =  JN;...  +  (-1.  +  fit.)  Pi..-.  +  mtm4K.n 

o*otl-àHliro 

(M)  (î^^  *^  "*"  *•.— «  +  iMK— •  =  o- 

On  peol  doQO  remplacer,  dans  les  tfqoaUons  (M),  la  robtion 

dSp,.,.i  =  Pi^m^itim  +  pi,«-id^ 

par  la  précédenle.  En  d'autres  termes,  les  équations  dilIftrentieDes  des 
caractéristkioes  d'ordre  n  s'obtiennent  en  ajoutant  aux  équations  dilK- 
rentielles  des  caractéristiques  d'ordre  n  —  I  les  deux  suivantes 

(68) 


(^?^  ^^  "*"  *'•"-'  +  •«^IV-  =  o. 


Connaissant  une  caractéristique  d*ordre  n  —  i,  pour  avoir  une  carac* 

téristique  d*ordre  n  à  laquelle  elle  appartienne,  on  a  les  deux  équations 

précédentes  qui  déterminent  |h,ii-.i  et  jb^«« 
Si  on  élimine  Pi,«-i  entre  ces  deux  équations,  on  est  conduit  à  une 

équation  différentielle  du  premier  ordre  pour  déterminer  jj^a,  où  le 

coelBcient  de  -^  est {mg — sii) .  Donc,  lorsque  l'équationcaractéristiquo 

(M)  a  ses  racines  distinctes,  tonte  camctéristiqQe  d^ordre  n  -^  t  appar- 
tient à  une  infinité  de  caractéristiques  d'ordre  n  dépendant  d'une  cons- 
tante arbitraire  (Voir  1. 1,  p.  18^. 


It4.  Dans  la  recherdie  des  intégrales  comnranes  à  Féquation  du 

second  ordre  proposée  et  i  une  autre  équation  d'ordre  n,  f  ns  o,  on 

lAiiaas.  S 


pMl  UN\ioara  —ppotir  q«*OA  a*a  labié  dau  calU  denuèft  qaa  las 
dériféaaja^  Mjh,*,  aa laiplaçaal laa dériféaa pit, oà riadiea t dipaaaa 
roailé,  par  laara  axpiaaaiooa  Uréaa  daa  foimiilaa  (53)  H  (S4).  Si,  après 
aalla  fiibstilulioii,  réqaatioii  f  ss  o  aa  réduit  à  «aa  idaatitét  toataa  laa 
iotégralas  da  réqaaiioo  d«  aeeond  ardra  propaaéa  appartiaaiiwii  à  la 
•aoonda  éqoalioa,  qai  aal  ainai  aaa  oonaéqaaiiea  aaalytiqaa  da  la  pr»*^ 
mièra.  Laiasani  da  cAlé  ea  caa  axeapiioaiial,  auppoaona  qa*oa  ait  oà 
systèma  formé  da  FéquatioB  da  aaoond  ordie  (83)  at  d*aiia  antra  éqaa- 
tioD  d*ordra  i», 

■ 

(59)      f  (x,  y,  9.  Pm,  ptu  ..M  Pi,--!  ;  Pbi,  Pn.  ....  m.)  =  o, 

dont  la  premiar  mambra  aa  renfémia  qoa  laa  dérivéaa  ptjt^  où  i  ^^  I.  Ea 
regardant  t  comme  une  intégrale  commune  à  oea  deux  équationa,  pro- 
posons-nous da  calculer  les  dérivées  d'ordre  a  -f-  ^  '®  ^^  iMiGtion  ; 
diaprés  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  il  sufBtda  calculer  lea  dérivées 
Pi.»  ®^  P*.  ■•!•■•  ^^  dtfférentiant  Téquation  (59)  une  fois  par  rapport  à  » 
et  une  fois  par  rapport  à  y,  et  Téquatioa  (53)  (a  —  t)  fois  de  suite  par 
rapport  à  y,  on  parvient  aux  trois  équations 

"^  (â}  (ê)'  (^^'  "^^  *"*  ••"  expliqué  plus  haut  (••  13S).  Es  éii. 

minant  pÈ,m^t  entre  la  première  et  la  troisième,  on  est  eondait  aux  dame 
équations  suivaniesi  pour  déterminer  Pi.«  et  m.  ^  i, 


Noiu  diroas  4|ae  les  équatiiMW 

»•  +  /=*  o,        fsO 
forment  un  êgHème  en  mvoiuiion,  si  les  dauxéquatioaa(6l)8aiédsiaaai 
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à  WM  M«le  (*)•  Pour  qu'il  en  wril  ainsi,  il  tant  4*abofd  qM  Toa  «H 


€*Ml-è-diTO  qM  b  rapport  r-^  :  ^^     toit  égal  à  Faiie  des  raeiMS 
Mt,  Mi  de  r<qiiaUoD 


■•-jîi  •"+>«=•• 


SvppoaoïM,  par  exemple,  que  Ton  ail 


>l*^- 


en  tirant  la  valeur  dejn,.  de  la  seconde  des  équations  (61)  et  portant 
dans  la  première,  il  vient  une  seconde  condition 

Pour  que  le  srstème  r+fss  o,  f =o  soit  en  invofaHion,  fl^fant  donc 
qnela  fonction  f  Térifieun  des  denxsystèmes  d^équaUons 


? 


(A) 


x«     —  mi  c— ^ —  =  o. 


(B) 


|(â)+-(â)-5rh;(^=" 


Si  la  fonction  ^  satisiait  à  Ton  de  ces  deux  systèmes,  les  deux  équa* 
lions  (61)  se  réduisent  à  une  seule,  et  on  peut  choisir  arbitrairement  la 
▼aleur  d^une  dérirée  d'ordre  n  -f- 1  ;  en  raisonnant  comme  on  la  fait  plus 
haut  (n*ISS),  on  Terrait  de  même  qu*on  peut  choisir  arbitrairament  la 
valeur  d'une  dérivée  de  chaque  ordra  k  partir  du  (N-f>i)*  et^  par  suite, 
former  une  Jnfinité  de  développements  en  série  entièra  qui  satisfont 
formellement  aux  dent  équations  proposées.  Au  lieu  d'établir  dirscle* 
Il  la  convergence  de  ces  développements  (ce  qu'on  pourrait  foira  psr 


csla-sit  Heu  «n 
Cskord  i|u*n  ■*stt 

é*sn 


0)n 


IssMeèHeil 


es  la  lelstion  f  «s  i 
tenir  compte  ée  estl0  letation; 
flue  loin  (pos*  ^  ar  IIS). 


•4  CHAFmB  VI 

«iartilM«Mlog«eàMl«i^iiia4léMiplojé  pféeédMUMttI), 

bliroM  TêiialaiiM  dm  iiilégralM  coauniiMs  au  4mx  ëqnalioM  par  la 

méthode  rnéma  q«i  •arvira  i  las  oUaair. 

Aupafavaal,  Û  eal  aaaeaiial  da  roaMr«|aar  qua  laa  dans  ajrtiènas 
d*éqiuiUoB8  (A)  al  (B)  aa  prétanlaot  dans  imé  aulne  qaaalioB.  Laa  ëqaa- 
lions  différanlialles  das  caraclérisliqti#«  (SA)  soalaa  MMsbra  da  tn+'t 
alla  nonbra  daa  variablaa  esl  Sj»  -f* 3,  da  sorla  qu'on  m  paal  laa  ialé- 
grar  comma  un  syslèma  d'équalioiis  ditléfaoUallaa  ordinaiiaa  à  nn» 
saula  variabla  indépendanla.  Les  luélbudas  da  Monga  al  d'Ampèra  cou* 
stslCQl  esseiiliallemeotY  on  Ta  vu,  à  recliarehar  a*U  axiale  des  coaibinai-» 
sons  iniégrables  pour  les  êqualions  dîflerenlielles  des  caraclérisliquea 
du  premier  ordre.  En  généralisant  eelle  méiliode,  proposons-nous,  aveo 
M.  Darboux,  de  recliercber  s*il existe  des  combinaisons  iniégrables dea 
équations  diffère  '  elles  «les  caraelériHliques  d*ordre  n,  c*est-à-dira  dea 
fonctions 

Idles  que  Téquatlon 

soit  une  consé(|uence  des  é(|ualiona  (86).  Kn  remplaçant  dana  df  laa 
différentiullea  f/y,  rfi,  <^|«fM  ('Pt^^i»  f(pi.»-i  par  leurs  yalaura 
tiréea  dea  formules  (86) ,  il  resta 

€*eat-àMlira 

Pour  que  rff  ss  o  soit  une  combinaison  intégrabla  daa  équations  (86)» 
il  faut  que  les  eoeflicieols  de  rf^  et  da  cfjj^aoienl  nuls,  a'aaUè-diraf  us  f 
êoii  iiNtf  ùuégrah  c/u  êyêêètnê  \B). 

Appelona,  pour  abréger,  systèmes  (l)el  (11)  de  caractéristiques  la» 
sjrstèmaa  dont  on  obtient  1m  équatious  différentielles  en  prenani 
dy  ss  Ml  c/x,  ou  </y  s  m^djt  respeclivement ;  appelonsdeméme  mtarimmê 
d*urdre  n  d*un  système  de  caractéristiques  toute  fonction  f  («,  y,  m^  . 
Pit«  -M  ^••)t  renfermant  lune  au  moins  des  dérivées  Pi,a.i,  p%,m%  oi 
aucune  dérivée  d*ordre  supérieur,  qui  conserve  une  valeur  constanta^ 
quand  on  se  déplace  sur  une  caractéristique  de  ce  système,  c*est-à-dir» 
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telle  que  c/f  =  o  «oit  une  combiMifon  intégrable  des  équations  de  ee 
système  de  esractëristiiines.  On  Toit,  d  après  cela,  qne  tonte  fonetion  f 
qni  satisfait  identiquement  aux  équations  (B)  est  un  invariant  du 
aystème  (I)  de  caractéristiques  ;  de  même,  toute  intégrale  du  système  (A) 
est  un  inrariant  du  système  (II)  de  caractéristiques. 

1S5«  Cela  posé,  comme  nous  supposons  que  la  fonctioii  f  vérifie 
idenUqmemmi  les  équations  (A),  e*esl«à«dire  sans  tenir  compte  de  la 
relation  f  s  o  dleHnéme,  les  deux  équations 

r  +  r-o,         f-C 

forment  un  système  en  involntion,  quelle  que  soit  la  constante  C.  Nous 
allons  montrer  que  €e$  deu»  éqwUians  admeltenî  une  infîmU  ^miégrah» 
eouuHunef  dépendani  d'une  fimciûm  avbiirmre;  par  Ime  eowrbt  qtmi' 
cmquê  (r),  Hpa9$ê^  em  général^  une  infinUé  fFinUgraki  de  ce  tjfilhnê^ 
dépendani  d^un  nombre  nxi  de  eomlanîe»  arbitraires. 
Soient 

y  =  ♦  («^)i      *  =  «(•) 

les  équations  de  la  courbe  (F).  Si  une  surface  passe  par  cette  courbe 
sans  Tadmeltre  pour  ligne  singulière,  le  long  de  cette  courbe  p  et  y 
sont  des  fonctions  de  »  qui  rcrifient  la  relation 


On  peut,  par  exemple,  choisir  arbitrairement  la  valeur  de  9,  et  la 
formule  précédente  donnera  p;  si  on  suppose,  en  outre,  que  la  surface 
cherchée  satisfait  à  Téquation  r  4-^=0,  cette  équation  et  celles  qu*on  en 
déduit  par  des  différentiations  successives  feront  connaître  les  valeurs 
de  toutes  les  dérivées  psrtielles  de  la  fonction  inconnue  le  long  de  la 
courbe  (r),  ou  une  orientation  d*élémenls  d*ordre  n  ayant  (r)  pour  sup* 
port  (*).  Imaginons  que  nous  ayons  substitué  dans  f  les  expressions  obte- 
nues pour  toutes  les  dérivées  d^ordrs  égal  ou  inférieur  à  n  ;  le  résultat 
contiendra,  en  général, 

dq  1^-'  a 

^'dei  dar-* 

En  écrivant  que  ce  résultat  est  égal  à  C,  on  a  une  équation  différentielle 
d*ordre  n —  I  pour  déterminer  q  {es);  k  toute  solutidh  de  celte  équa* 
tien  diKrentielle  d*ordre  n  — - 1  correspond  une  orientation  d*éléments 


(I)  n  iafSt  es  teptemèn  les  nOmuMMeU  ée  a*  IS  (U  I,  p.  14)  «t  é*aéJiiMffe  Iss 
dp  »  râa  «f>  w^y,  é§  am  §éM  «f  Irff ,  st  Iss  rgIslijM 


M  cauram  ti 

4*<MNlf«  •  mai  appartiiMiatat  à  «m  surfaM  iaUgrab  (S)  d«  Té^MH 
tUm  r^fr9  o»  C#ll#  êmrfiÊm  (S)  dbiiM  «tcarf  mm  luldjfffc  iêtéfmm* 
Mm  f  a  C.  En  •flM,  rMiMdil*  doublwMiit  iaUoi  d*élénMU  d'^rdn  • 
qM  dAtorMlaa  Mlle  sarfaM  peut  élr«  coBskMré  oomaM  im  Hmi  d«  Mrao- 
térbliquM  du  système  (II),  chscmaes  d*sll6s  éUati  issus  d*tta  poiftl  ds  Is 
soiirbs  (F).  Or,  puisqiis  f  ssl  nos  Intégrale  du  système  (A),  ostte  lime- 
tion  f  est  tm  ia varient  ponr  les  esractéristiqiiss  dn  système  (ll)«  et  con- 
servé vne  Tslenr  eonstents  quand  on  se  déplace  sur  une  de  ces  earacté- 
ristiqaes.  Comme,  d'aatre  part,  f  =  C  en  tons  les  pointsde  la  courbe  (f), 
il  s*snsuit  que  Ton  a  aussi  f  «bC  en  tous  les  points  de  )a  surface  (S). 

186*  Cette  surlaee  (S)  peut  étra  obtenue  par  Tintégratton  d*un 
système  d'équations  différentielles  ordinaires.  Pour  établir  ce  point 
fondamental,  nous  reman|uerons  d*sbord  que  Téqualion  de  condition 

est  susceptible  d*une  interprétation  |^métrique.  D'une  manière  géné- 
rale,  soit 

une  éc|uation  aux  dérivées  partielles  de  forme  quiconque,  d*ordre  n. 
Sur  une  surface  intégrale  de  cette  équation,  considérons  les  courbes 
définies  par  Téquation  différentielle  du  premier  ordra 

(•»)  sr''i^ -5^ *'*'*'■  *+>T^  rf«»*V-»   .±^rf»'-o: 

^orientation  d'éléments  d*ordre  »  de  la  surfsce  intégrale  le  long  d*une 
de  ces  courbes  constitue  une  carmetériêUquê  de  Téquation  d'ordre  n.  Il 
y  a  donc,  en  général^  n  systèmes  de  caractéristiques  distincts,  corres- 
pondant aux  n  racines  de  Téquation  (62).  Cela^osé,  dans  le  cas  d*une 
équation  d'ordra  »,  f  so,  ne  renfermant  que  les  dérivées  |i|,a^iei 
Pm,  l'équation  (62)  se  réduit  à 


tiw*  "  •  </y  —  s—^  rfar*  =  o. 


*Pi.«-i  >m- 

et  la  condition  trouvée  plus  haut 


I 


• 
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esprime  qM  les  de«x  éqaatioos 

r  +  fsso^         fsC 


ont  une  difeetion  de  earaeléristiqtie  eommaoe.  Toute  inMg^ale  de  ee 
sjttèine  esl  donc  engendrée  par  une  famiHe  de  caractérietiqnes  eom* 
■mnes,  el  on  est  conduit  toat  natnrellenient  à  déterminer  d'abord  eee 
caraetériatiqoes. 

Noos  eopposons  que  la  fonction  f  eatisfatt  an  sjatème  (  A)«  et,  par 
•nite,  qne  les  caractéristiques  communes  aux  deux  équations  r  +fss  o« 
f  «■  C  font  partie  du  système  (I).  Ces  caractéristiques  satisibnt  d*abord 
aux  (tu-|- 1)  équations  (M)  et,  en  tenant  compte  de  ee  qu'elles  satisiMl 
aussi  à  la  lîriation  t=C,  on  peut  compléter  le  systèsse  d*équalions 
dilérentiellsa.  De  Tégalité  f  s  C,  on  déduit,  en  eflet. 


U)  "^  ^. 


JN;«-|SaO, 


quand  en  se  déplaee  sur  une  caractéristique,  on  a  aussi 
Mon  en  tire,  en  remplaçant  tfy  par  m^d»^ 

en  portant  ces  valsurs  dejiM^i^l^Paa-idan^ks  fermulss précédentes, 


(â) +.^*^ = - 


(•»      '  >-'  *"-'  •*• 


Q+ 


^Pi,tt— •  dm 


CeséqunlionsiM^eonnaltvu^^gp^t^^f  car  ~<--*  nepeulé^ 
liquenmnt  nul;  autrement  on  aurait  aussi,  d'après  la  premiers  fer» 


(A)«  ^  as  o^  èl  f  neesMiiendmU  pas  de  déffifésiTerdM  II» 


CBAPITMI  Tl 


IraireHimIk  lliypollièie.  Oa  pealasMi  r<«>w|— r q—let  égyatioM  (1) 
anlralnenl  la  dernière  dee  étfiuiUoiis  (56),  em  tenent  compte  de  la  deraièpe 
des  conditions  (A).  En  déCnitive,  les  camclérisUques  coounnnes  nu 
deux  équations  r  +  ^sso,  fssC  sont  déterminées  par  le  systèose 
suivant  de  (Su  +  S)  équations  différentielles  ordinaires  à  Su  +  '  YariaUen 


(64) 


djt 


dx 


où  on  suppose  toujourn  qu'on  n*a  laissé  que  les  dérivées  fii^  «où  i  de  !• 

Toute  intégrale  commune  aus  deux  équations  r-f-^sco,  fssC 
i*obtient  certainement  en  associant  ces  caractéristiques  communes  sni« 
Tant  une  loi  convenable.  D*ailleurs«  on  vient  de  démontrer  que,  par 
toute  orientation  d'éléments  d'ordre  n  satisfaisant  aux  deux  équations 
r-f-/=so,  f=C«  eta  toutes  cellos  (|u'on  déduit  de  r  -f-  ^  ss  o  par 
des  différentiations  successives,  il  passe  une  intégrale  commune  (S)  ; 
cette  intégrale  commune  est  évidemment  le  lieu  des  caractéristiquea 
communes  qui  sont  issues  des  divers  éléments  de  Torientation  préeé* 
dente.  Si  dont*  on  a  obtenu  l'intégrale  générale  des  équations  (64),  on 
obtiendra  ré(|uation  de  la  surface  (S)  par  des  éliminations  seulement. 
Tout  système  en  invohitiou  admet  d«Mic  une  famille  de  muiiipiieMB 
earaeiériitiques^  dépendant  de  S  n  +  t  paramètres.  Comme  toute  suriM» 
intégrale  est  un  lic*u  de  caractéristiques,  on  en  conclut  que  si  deu» 
iniégralê»  ont  un  éiimeni  commun  (Toixire  n,  glie$  ont  en  commun  une 
infiniié  êimpfe  (Téfémeni*  dordrê  n,  fonnani  la  caraciérUtique  muê'dm 
cet  éiémeni. 

On  voit,  d'après  cela,  que  la  recherche  des  intégrales  d'un  système  en 
involution  passant  par  une  courbe  donnée  (r)  exige  l'intégration  do 
deux  systèmes  d'éipiations  différentielles  ordinaires,  absolument  indé* 
pendants  l'un  de  l'autre.  L'un  deux,  toujours  le  même,  quelle  que  soit 
la  courbe  (P),  fait  connaître  les  caraciénslîqueM  du  tytième  en  incoluiiam. 
L'autre  système,  qui  varie  avec  la  courbe  (P),  détermine  une  orientation 
d'éléments  d'ordre  n,  ayant  cette  courbe  pour  support  et  appartenant  à 
une  intégrale  du  système  en  iiivolution  proposé  ;  on  peut  le  remplacer 
par  une  seule  équation  différentielle  d'ordre  n-^  î. 
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1S7«  Supposons  qu*oii  ail  obtenii  les  earaolérisliqiies  oommiiBM  d« 
sjstème  en  inrolnlioii»  on,  ce  qni  revient  an  même,  tronvé  rintégrale 
générale  des  équations  (64).  Soient  

1    y  =  P  (^,  ««,  y«, '•;  III»,  ..o    IV«)t 

(65)  y    #  =  Q  (d^,  4P^,  jf,,  s^;  Hi»,  . . .;    lit,), 

!      PtJt  S=  ^iJk   (*f  ^t»  fit  ''•«  ïïi»»       •  •  •♦      If»), 

les  fomrales  qni  représentent  Tîntégrale  générale  de  ce  système, 
Jfft  '#«  IIi^  désignant  les  Talenrs  de  y,  jt,  pijt,  qni  correspondent  à  la 
Taienr  initiale  x^  de  or. 

I^  résultat  qne  nons  Tenons  d  etaMir  par  des  considérations  emprun- 
tées .  à  la  théorie  des  caractéristiqoes  pent  s'énoncer  comme  il  suit  : 
Pour  obienir  nne  inlégrélt  du  tytléme  en  intPcfuUon  propoÊé^  it  suffît 
d$  rtmpUietrémnM  te  fàrmMieê  (U)  »^  y^  s^  lia  P^  dtê  fimeiioM  <tîm 
paramèire  «  êaîUfaUant  anm  reiaiiùM 


on  suppose  que,  dans  ces  formules,  flj^  ait  été  remplacé  par  une  expres- 
sion au  mojen  de  jp^,  y^,  x^,  II  i, ,JT|.  &  +  i,  fia.!, ...,  n«^  »  4.  t  pareille  à 

celle  deptftSnmoTendex,  y,  x,  p,,t,  ...,  pi,/^.  1,  |Vi»  .-.,1^»+ 1, déduite 
des  relations  (S3)  et  (51).  En  effet,  les  équations  (66)  définissent  alors 
une  orientation  dVlémonts  d*ordre  n  qni  appartient  à  une  intégrale  du 
système  en  inrolntion  proposé  ;  cette  intégrale  est  nécessairement 
représentée  par  les  formules  (6S),  puisqu'elle  est  le  lieu  des  caractéris- 
tiques du  système  en  involulion  issues  des  divers  éléments  de  Torienta- 
tion  dont  0  s*agit. 

Le  théorème  précédent  peut  s'établir  par  un  calcul  direct,  comme 
nous  Favons  fait  pour  les  systèmes  en  involution  formés  de  deux  écpia- 
tions  du  second  ordre.  Je  renverrai  pour  la  démonstration  au  travail 
déjà  cité  de  M.  Beudon. 

188«  La  détermination  des  caractéristiques  du  système  en  involu* 
tion,  qui  constitue  la  partie  essentielle  du  problème,  donne  lieu  à  une 
remarque.  Les  équations  (64)  admettent  toujours  la  combinaison  inté* 
grableilf  s:  o,  eomme  il  est  facile  de  le  vérifier  ;  on  peut  doM  rempla- 
cer Tune  de  ces  équations  différentielles  par  la  relation  f  s  C,  et  en 
tirant  de  ceUe-ci  Tune  des  variables  en  lonetion  des  autres,  on  est 


M  cHArmi  Ti 

naiené  à  wi  splèsM  de  tu  «f-  i  éqvalioM  dMBtentfdtai  mIm  Sii  < 
irariables.  Mais  0  y  a  Imu  de  idre  eue  dittîMlioii,  qui  pevi  atoir 
eerlaine  imporlaaee  pratique.  Lorsque  ke  deux  raeiuee  fli|,  m, 
réqualion 

aoni  dislioelee  (ce  qui  eal  le  eâa  géséral),  ^  ss  6  oe  peut  pas  élfu 
combinaison  inlégrable  des  équations  différentielles  des 
tiques  (l)«  car*  on  dcYrait  avoir  k  la  fois 

ds  ^s  d»  ^ 


ce  qui  est  impossible,  puisque  m,  est  différent  de  m^.  Par 

en  ajoutant  aux  équations  (56)  la  relation  </f  =  o,  ou  f  =  C,  on  obtient 

un  système  absolument  équivalent  au  système  (64).  Ainsi,  pour  oèiemir 

ki  éqHaiiomê  différeniielies  dtê  earaeiéri9iiquê$  du  $yMm€  en  mvoimUem^ 

il  Muf/tt  découler  ia  relation  f  =3  C  eux  équation»  différeniieUem  dêê 

earaeiérisiiqmee  (l)  de  r  -{-  f  =z  o.  Il  n*en  est  plus  de  même  lorsque 

l'équation 

a  ses  racines  égales.  Alors  rfy  sm  o  est  une  conséquence  des  équa- 
tions (56),  et  il  but  partir  des  équations  (64)  pour  trouver  les  caracté- 
ristiques du  système  en  involution. 

189*  Examinons  maintenant  le  cas  où  les  équations  (A)  sontvérifiéer, 
non  plus  identiquement,  mais  en  tenant  compte  de  la  relation  f  ="  o 
elle-même.  Pour  plus  de  clarté,  supposons  Téquation  f  =.  o  résolue  par 
rapport  k  la  dérivée  Pi,  •  -  i ,  ce  qui  est  possible  puisque,  si  f  ne  renfer- 
mait pas  Pi,  a  ~  I ,  elle  ne  renfermerait  pas  nun  plus  Pm  %  d'après  la  pre» 
miére  des  équations  (A).  Écrivons,  par  conséquent, 

f  =  |h,«-i  +  ♦  (*•  yi  s,  Pm,  •..,  1^)  «o; 
les  conditions  (A)  deviennent 


>       —  «Il  ^  o. 


(â)+-.fô)-(£?^=- 
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La  première  montre  qoe  ^  est  une  fonclioii  linéelre  de  ji^  ;  la  sceoode 
doit  se  réduire  à   «ne   identité,  quand  on  y  remplace  Pi,ii.i  par 

Imaginons  eneore  que  Ton  se  déplace  snr  nne  caradéristiqne  dn 
système  (II);  le  long  de  cette  caractéristique^y,  «,  Pi^, ...,  p^  sont  dôi 
fonctions  de  x.  Si  on  substitue  dans  f  ces  Taleurs  de  y,  *%  •••#  P«««  1^ 
résultat  est  aussi  unie  ftincticm  de  m  dont  ikms  allons  calculer  la  dérirée, 
dans  eette  hypothèse.  On  a 

â=^'+^1ê-"+(S)+-«(S> 

Hw  mX  vp^  a    €UC         Vv**^/  \^w/ 

oa  biea,  en  tenant  compte  des  équations  d'une  caraetéristiqne  dv  sja- 

«*)M(II), 


=(i)+-.(g)-(9^> 


dm 


on  Toit  donc  que  ^  doit  être  nul  lorsque  Ton  a  f  =  o.  Or,  -r^  contient 

pi^a-i  «v  second  degré  au  plus,  tandis  que  f  contient  Pun^t  ftv 
premier  degré;  si  Ton  élimine  pi,...!,  on  est  donc  conduit  a  une  rela- 
tion de  la  forme 


â  =  A,  +  B,«. 


qui  est  vérifiée  quand  on  se  déplace  sur  um  caractéristique  du  sys- 
tème (il).  Si  f  est  nul  pour  la  valeur  initiale  x^^  les  coedicients  A  et  B 
étant  des  fonctions  régulières  dans  le  voi»inage«  il  s*ensuii  que  f  sera 
nul  en  tous  les  points  de  cette  caractéristique.  En  d'autres  termes,  tous 
les  éléments  d*une  caractéristique  (11)  vérifient  réf|uationf  =  o,  pourvu 
qu*un  seul  élément  de  cette  caractéristique  vérifie  cette  équation.  On  en 
conclut,  en  raisonnant  comme  plus  haut  (n*  137),  que,  pour  toute  orienta- 
lion  d*éléments  d*ordre  fi  appartenant  aux  deux  équations  r  -f*  ^  ^=s  o, 
f  ss  o,  il  passe  une  intégrale  commune  à  ces  deux  équations.  La  déter- 
ndnation  de  cette  intégrale  commune  s'effectue  de  la  même  façon. 

140»  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  propriété  fondamentale  des  sys- 
tèmes en  involntion^  qui  pourrait  leur  servir  de  définition.  Étant  donné 
un  systénw  en  involution  formé  d*une  équation  du  aeeond  ordre 
r  4/sso  el  d*une  équation  d*ofdre  qudoooque  n,  lonft  orîinlnrtlsn 
wTéêêWÊit^êB  mùtdhrê  n  Ujyynrlimwl  m  cet  wMut  éftÊtUtotu  defermiiie  mie 


MH»  avoM  UMyours  tapfMMéM  ■atirfiim,  toÎMil  wplJM,  Il  «il  iMk, 
•d*après  c6it«  propriélé,  dt  reIrovYer  al  da  «loanar  h  raiaoa  d*iui  Ihte- 
rème  éUUi  fdiia  ham  (a*  134). 

Si Itê iquatimu r  +  /so,  f  =  C  fàrmetU  mm  ê^Mmê a»  «aaa/jifMMt 
-quelle  que  êoit  ia  comtkmiè  C«  f  ctl  im  taaarMOil  4*iiii  ite  t^tlèatat  A 
'C€araeiéHiiiqne9  €le  téquaiiùi»  r  -4-  /  =  o. 

Soil  (S)  ana  intégrale  de  réqaatioài'4*^  =  o,  aa  YériSaBl  paaré<|va» 
lion  f  =  C.  Sur  celte  surface,  les  courbes  f  =  C  forment  une  fanailla 
de  courbes  (F)  qui  sont  forcément  des  caractérisliques.  En  effet,  la  long 
d*une  de  ces  courbes  (r),  rorientation  d*élémants  d*ordra  n  de  la  sur- 
face (S)  vérifie  Téquation  f  =  C  ;  il  passe  donc  par  cette  courba  «ne 
intégrale  du  système  en  in?olutîon,  qui  a  un  contact  d*ordre  a  avec  (S). 
Par  suite,  ces  courbes  (T)  forment  une  des  familles  de  caractéristiques 
de  la  surface  (S)  ;  comme  cette  intégrale  (S)  est  quelconque,  il  s*ensttit 
<iu*il  y  a  une  des  familles  de  caractéristiques  de  Téquation  r  -|-  ^  =:  o, 
telles  que  ^  reste  constant  quand  on  se  déplace  sur  une  caractéristique 
de  cette  famille. 

La  recliorclie  deséquationn  d  ordre  u  formant  avec  r  -|-  /  s=  o  ua 
aystèmeen  involution  est  ramenée  a  Tintégration  des  équations  linéaires 
aimultanées  (A)  et  (B).  Ci^systî^mes  seront  étudiés  en  détail  au  chapitre 
suivant  ;  pour  le  moment,  je  me  bonierai  aux  deux  remarques  suivantes  : 

I*  Lorsque  n  est  >  3»  la  première  des  équationa  (A)  montra  que  les 
^lérivées  d*ordre  n,  |)i,«~  i  et  p«.a  ne  pourront  figurer  dans  f  que  si  f 
•contient  la  combinaisim  linéaire  pi.  i,.i-|-  m^p^  ;  une  intégrale  f 
contiendra  donc  toujours  la  dérivée  Pi,«.  i  ; 

â*  Lorsqu'on  fait  successivement  a  ^  i,  3,  ...,  on  obtient  deux  suites 
illimitées  de  systèmes  d^équatîons  linéaires.  Chacun  de  ces  systèmes 
admet  toutes  les  intégrales  des  systèmes  précédents  de  la  même  série. 
Pour  le  prouver,  il  sufiit  évidemment  de  démontrer  que  la  système  (A), 
«correspondant  à  une  valeur  de  a,  admet  toutes  les  intégrales  du  système 
précédent,  obtenu  en  changeant  n  en  n  —  I.  Si  on  suppose,  en  eflet^que 
f  ne  renferme  que  les  dérivées  jusqu'à  Tordre  n  —  I, 


4>n  a 
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inièra  des  équations  (A)  est  Tériliëe  idealiqtteiiMiil,  el  kseeoodedsrient. 


D'Mtr*  pari,  oo  a,  en  diflërantMàl  (n  —  2}  fois  par  rapport  è  9^ 
réqaaUoB  r -f  ^s  o, 

et,  es  élimiiiaiil  J^  .  .  §«  il  Tient 

oomme,  par  hypotlièse,  f  ne  contient  nijViif  ni  pi.  «  - 1«  il  Isndra  donc  que* 
Ton  ait  à  la  Ibis 

^  —  tHi   ^  ^  o. 


€*e8(-a-dire  c|oe  'f  soit  une  intégrale  du  système  (A')«  analogue  ait 
système  (A).  Le  même  calcul  prouve  <|u*inverscment  toute  intégrale  du 
système  (A')  est  aussi  une  intégrale  du  système  (A). 

ReMorqme  I.  —  On  a  toujours  supposé  jusqulci  que  Téquation  du 
second  ordre  proposée  était  résolue  par  rapport  k  r.  Dans  la  pratique^ 
il  peut  se  faire  que  cette  résolution  ne  puisse  pas  être  effectuée,  quoique- 
Téquation  du  second  ordre  contienne  la  dérivée  r.  Mais  on  peut  toujours^ 
en  différentiant  cette  équation,  obtenir  explicitement  une  dérivée  d*ordre 
quelconque  en  fonction  de  xr,  y,  y,  p,  7,  r,  t,  I,  et  des  dérivées  pi,k 
d'ordre  supérieur  an  second,  où  Tindice  /  a  Tune  des  valeurs  0  on  1  ;  il 
suffit  donc  d*ajouter,  dans  les  raisonnements  qui  ont  été  laits  plus  haut^ 
la  dérivée  p^  aux  dérivées  au  moyen  desquelles  s'expriment  toutes  les. 
antres.  Cela  étant,  pour  qne  Téquàtion  proposée  et  une  antre  équation 
d*ordre  n  forment  un  système  en  tnvolution,  il  sullt  que  les  conditions, 
qui  remplacent  (A)  ou  (B)  soient  vérillées,  en  tenant  compte  de  Téqua* 
lion  proposée  elle-même. 

Ds  méme«  on  ponrm  conserver  r  on  p^  dans  les  équations  diléfen^ 


M  aiArnuB  Ti 

Udlas  âm  ctrtelérisliqMt  (U),  à  eonditicMi  d*i^ler  à  €6 
réqualkm  do  febond  ordre  donaée,  Nou  n*iMittorou  pas  daviatags 
sor  las  OlodilealkMM  qua  daiC  alora  avbir  la  ^éthoda  priaédasla,  ^ai 
B*affranl  aiieaBa  dilBcullé  Ihéoriqna. 

RemunrqiÊêll.  — *0a  paul  avaai  étendra  aaxayalèaMa  aafiifolaliaaiw^ 
nés  d*uDa  équalion  d«  secood  ordre  et  d'aae  équation  d*ordra  n  In 
théorie  dea  intégrales  oomplèleS.  Une  intégrale 

« 

♦  {m,  jf,  jr,  «,,  m^.  ...»  tf^)  ss  o, 

dépendant  de  q  paramètres  a^  a,, ...  a,,  est  une  itUégrmU  eamplHm  d« 
aystème  en  involution  si,  en  êliniinant  les  paramètres  «i  entre  réqôa* 
tion.  ^  =  o  et  ses  dérivées  successives,  on  n*arrive  à  aucune  relation 
entre  or*,  y,  z^  Pi^, ...,  /ii.«>i,  i>«|, ...«  /^ê««  différente  de  9  =0.  S*il  en 
est  ainsi,  on  peut  choisir  arbitrairement  or,  y,  x^  p^^, ...,  /*i.a.tt  P»it  •-• 
|]^  a  .  I  et  une  des  dérivées  ^1, .  - 1  et  /i^,  ce  qui  exige  que  le  nombre  q 
soit  au  moins  égal  à  2it.  Supposons  q  :=  Su,  et  soit  (S)  une  intégrale 
quelconque;  on  peut  disposer  desSfi  paramètres  «i,  ...,  «sa  de  façon 
que  rintégrale  complète  ait  avec  (S)  un  contact  d*ordre  n  en  un  point 
donné.  Les  deux  surfaces  auront  alors  (n*  136)  un  contact  d*ordre  n 
tout  le  long  de  la  éaraclëristique  issue  de  cet  élément;  ce  qui  prouve 
que  toute  intégrale  du  système  en  involution  est  Tenveloppe  d^une 
suite  simplement  infinie  d'intégrales  complètes. 

Les  caractéristiques  du  système  en  involution  sont  donc  représen- 
tées par  un  système  de  deux  équatious  de  la  forme 

à     ♦(a*,y,«,ap  ...,  a,.)r=o, 

« 

mais  conune  ces  caractéristiques  ne  dépendent  que  de  Sn  +  ^  pam- 
mètrea,  il  doit  y  avoir,  entre  a,,  ...,  a,»,  da^^  «..  dti^y  (in  —  S)  rebUons 
homogènea  en  4fa|,  ...,  cte^ 

F|  («1,  «}« ...,  a^av  ila|,  da^  ...|  da^)  =  0,      1  =  1,2,  ...,80 — 1; 
ces  Su  —  S  relations  s'obtiendraient,  comme  plus  haut,  pardeadiflére»-» 
tiations  et  dea  calculs  algébriques.  On  peut  donc  obtenir,  sans  aucune 
«  intégration,  les  caractéristiques  dès  qu'on  connaît  une  intégrale 
plète.  Mais,  pour  avoir  Tintégrale  générale  elle*ménie,  il  faudrait 
ver  les  expressions  les  plus  généralea  de  in  fonctions  «i,  m^  •••,  «, 
d*un  même  paramètre,  vérifiant  lea  in  —  i  relations  Fj  =?  o. 
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141«  Reprenons  nainlenanl  la  question  générale  proposée  mm  débvt 
dn  n*  134.  Il  s*agil  de  recherdier  les  intégrales  commones  à  Téipuition 
dn  second  ordra  r  +  fssoeik  une  équation  d'ordre  n 

(•7)       f  (r,  jf,  s,  jH^  Pu,  .•.,  |i|.M - 1,  j^i, ...,  jii^)  ss  o; 

on  admet  qoe,  dans  cette  dernière  équation,  le  premier  membre  est  une 
fonction  entière  et  irréductible  des  rariables  qui  j  figurent,  au  moins 
dans  un  certain  domaine  de  râleurs  pour  ces  Tariables,  de  telle  sorte 
que  les  relations 

par  exemple,  ne  peuTcnt  être  des  conséquences  de  Téquation  (91)  eUo- 
même* 

Les  intégrales  cherchées  peuvent  satisfaira  h  Téquation  ^  ^     s  o, 

ou  ne  pas  Térifier  cette  équation. 

Examinons  d*abord  cette  demièra  hjpothèse.  Pour  recherclier  les 
intégrales  dont  il  s*agîl,  on  peut  supposer  Téquation  (87)  résolue  par 
rapport  à  jii, ..  I  et  récrira 

(•7)'  Pi.ii-i++(«^.y»^fPitt  -M  p».)— o. 

Cela  posé,  nous  avons  encora  plusieura  hypothèses  à  exandner,  sui* 
Tant  que  Texpression 

est  nulle,  iMinon,  identiquement.  Si  II  n'est  pas  nul  identiquement,  et  si 
les  intégrales  cherchées  ne  vérifient  pas  réquation  H  =:  o,  on  a  vu  plus 
haut  que  Ton  pourrait  trouver  les  valeura  de  toutes  les  dérivées  d*ordra 
(n  4*  ^)  ^  1*  fonction  inconnue  au  moyen  de  w^  jf,  s  et  des  dérivées 
d*ordra  moindre  ;  ces  intégrales  ne  peuvent  donc  dépendre  que  d'un 
nombre  fini  de  constantes,  et  on  est  ramené  à  un  problème  que  Ton 
sait  traiter. 

Si  les  intégrales  chcrehées  vérifient  Téquation  H  ss  Oi  R  peut  conte- 
nu Fi»tm  étra  indépendant  de  |h^«.  Dans  le  seccmd  cas,  les  intégrales 
vérifieront  une  équation  d'ordre  inférieur  à  n.  Dans  le  premier  cas,  si 

on  n^a  pas  en  même  temps  r— *  es  o,  on  peut  tirer  p^m  àm  Téquataon 

*Fts 

H  ss  ti»  la  relation  (<n)'  donne  iii,«-i,  ot,  par  suite,  toutes  les  dérivées 
d*offdre  ndela  fonetion  inoomrae  sWprimentau  nmyen  dès  précédentes. 


fM  CHAPmK  VI 

équalioa  d^ordra  iaBriaiir  an. 
Si  H  68l  »id  idealMimimant,  si  on  a,  par  axmiple  ^^  a  0i|,  un  a  ▼« 

plus  haul  (b*  139)  que  Umle  ÎDlégrab  ooniaiiiM  aux  dew  <q«alfaMW 
r  4-  /*:=  o,  pi.«.i  +  t  =  <>  ^^  Térifier  aiisai  rétiualiiMi 


''=(â)+".Q-(S=^) 


oùOD  suppote Pi.  «  .  I  ronplacé  par  --  f .  Lor8i|iie  K  eal  mil  idaotiqiieaaaat, 
les  deux  équalioné  r-)-^s=a,jN.a^i  -f-f=o  bnneai  va  ajalèoM  ea 
involulioD.  Si  l'équaiioa  K  s  o  ne  ae  réduit  pas  à  uae  idéalité,  oa 
démontre,  en  raisonnant  comnie  tout  à  Theure,  que  les  intégrales  eooi- 
munes  ne  dépendent  que  d*un  nombre  Uni  de  constantes  arbitraires,  oa 
qu'elles  satisfont  à  une  équation  d*ordre  inférieur  à  n. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  il  existerait  des  intégrales  eomaïuBea 
aux  deux  équations 

r  +  r=o,  ^  =  o, 

Tériliant  aussi  réi|ualioa  f |  s  ^^  sz  o.  Ou  peut  toujours  supposer 
que  la  relation 

P(?-Ti)      ^^ 

1)(p,.,-,,|ïm) 

n*est  pas  une  conséquence  des  relations  f  =:  o,  f  |  as  o,  car  oa  poarrail 
alors  remplacer  ces  deux  relations  par  un  sysièoie  équiTaleat,  mab 
d'une  forme  plus  simple.  Si  les  intégrales  communes  aux  trois  équations 

»■  +  /*=«•  f^Of  ti—'o 

ne  satisfont  pas  à  larelation  tt li^-Zii — -  s  o,  ott  peut  résoudre  le 

système  f  s=:  o«  f  |  ^  o,  par  rapport  à  pi, .  .  i  et  p^,  et  les  intégrales 
communes  ne  dépendent  que  d'un  nombre  Uni  de  constimtes  arbitraires. 
Si  ces  intégrales  communes  vérifient  aussi  la  relation 

D(p.....,m.)     "• 
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réUminalion  de  pi,  «  _  i  el  p^a  eondaira  k  une  noarelle  éqoatioii  d*ordre 
mlSrieur  à  fi. 

En  résamé,  en  passant  en  revue  tontes  lès  hypothèses  que  Ton  pent 
faire,  on  ne  trouve  que  trois  cas  à  examiner  :  1*  les  équations  propcwées 
lonnent  nn  système  en  involuUon  ;  t*  les  intégrales  oommnnes  dépendent 
d^un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires  ;  3*  ees  intégrales  communes 
vérifient  une  équation  d*ordre  inférieur  à  n. 

En  opérant  sur  une  équation  d'ordre  inférieur  à  »«  comme  on  a  opéré 
sur  réquation  d  ordre  n,  et  ainsi  de  suite,  on  voit  que,  en  définitive,  la 
redierche  des  intégrales  communes  à  une  équation  du  second  ordre 
r  4-  ^==  o  et  à  une  équation  d'ordre  n  se  ramène  toujours  à  Tintégra- 
tion  d*un  oa.de  plusieurs  systèmes  en  involution, oui  Tintégration  d*un 
ou  plusieurs  systèmes  dans  lesquels  toutes  les  dérivées  d'un  certain 
ordre  de  la  fonction  inconnue  s'expriment  au  moyen  des  dérivées  d'ordre 
inférieur.  En  particulier,  pour  qu'une  équation  d'ordre  n,  f  ^  o, 
admette  «ne  infinité  d'intégrales  communes  avec  l'équation  dn  second 
ofdre  r  -f*  ^  3=  o,  dépendant  d'une  infinité  de  constantes  arbitraires,  il 
faut  que  le  qrstème  f  =  o,  r  -f*  fzso  soit  en  involution,  ou  qu'il  admette 
toutes  les  intégrales  d'un  ou  plusieurs  systèmes  en  involution  j»  =  o, 
r  4-/^  o,  «rà  f  est  d*ordre  inférieur  à  n. 

Il  peut  d^aiDeurs  arriver  que  le  système  r-|-A=o«?  =  <^  admette 
plusieurs  enseaUiles  distincts  d'intégrales,  les  uns  dépendant  d  un 
nombre  /fm  de  constantes,  les  autres  d'une  inftniîi  de  constantes.  Nous 
en  avons  déjà  vu  un  exemple  (n*  129)  avec  le  système 

r  9  I 


14S.  Considérons  encore  le  système  formé  de  Féquation  du  second 
ordre  r  -f-/*  ^^  o  et  de  deux  équations  d'ordre  quelconque  f  =  o,  ^  s  o. 
D'après  la  discussion  qui  vient  d'être  faite,  le  seul  cas  qui  demande  un 
examen  particulier  est  celui  oA  chacun  des  systèmes  (r  -f-  r=  o,  ^  s  o) 
et  (r  +  f=  o,  f  s:  o)  est  en  involution.  Ce  cas  se  subdivise  lui-même  en 
deux  autres,  suivant  que  les  fonctions  f  ^^  f  vérifient  Tune  et  l'autre  des 
conditions  du  même  type  (A)  ou  (B),  ou  des  conditions  de  types  dift* 
rsnU(*).  Prenons  d'abord  le  second  cas,  et  supposons,  de  plus,  pour  fixer 
les  Idées,  que  les  fonctions  f  et  f  renferment  toutes  deux  des  dérivées 
d'ordre  n,  et  aucune  dériyée  d'ordre  supérieur,  quand  on  ne  bisse,  bien 
entendu,  que  les  dérivées  pa  oi  Findioe  i  a  l'une  des  valeurs  0  on  1« 


(•)  Bani  es  pstagispiis  st  tes  suNanli.  en  suppsss  ^ut  tes  fenttiens  f  st  t  vérl- 
liiOlifaSHMat  tes  équattons  cofwipeaésatt  ;  te  ntosontSMnt  s'élsné  nos 
éMkuNé  sa  cai  eè  il  fbut  tsalr  esBHis  dss  iete*ions  f  -  e»  f  sr  i 


OIAPITIUI  Tl 


(A) 
(A)  '     '^^        '^P^*-! 


fê)+-.(g)-ç^(S?^- 


•i  UlonrlkNi  f  mx  équalioM  (B) 

Dm  dMséqoalioas  f  ss  o«  f  mi  o  on  f%wi  tirer  les  valeurt  èm  déri» 
YéM  p«^  el  pi,«.|  «n  fonclkNi  des  dérivées  d^ordre  inférieWt  |Miitq«e  le 
détenniiuiBl  fenelioiinel 

M  peel  èire  nul  dans  le  ras  où  ei|  et  m,  sont  dilifrenls«  ee  ^m  mmm 
supposons.  Si  s  est  une  intégrale  eomniune  eux  trois  éqnntioBS  pro* 
posées*  on  peut  donc  exprimer  toutes  lee  dérivées  d*ordre  n  de  le  Ibno- 
tion  inconnue  au  moyi^n  des  dérivées  d*ordra  inférieur.  Prenons^  comwé 
Inconnues  auxiliaires 

Pi.t«  Pmi  ••••  Pi,ii*tt  PtiiiPui  ••••  Pim^it 
nous  pourrons  former  un  système  d'équations  aux  dilFérautielles  totales, 

I    ifs  Bs  pi.«f|j9  4.  }i^  idy, 

(•B)  •     •    .    . 

«(^  •-!  =  Pi.ii-iA»  +  P^-<r» 

0*  Pi,a^i  ot  p^»  sont  tirés  des  é«|ualions  f  =s  0»  f  s  o,  tandis  que 
.Pu»!  Pun  •••  P^H-i  •M^  supposés  remplacés  par  leurs  valeum 
déduiles  des  équations  (S3)  et  ^St).  D*uprès  la  façon  même  dont  on  n 
formé  ce  système,  les  seules  conditions  d*intégrabilité  du  système  (W) 
qui  ne  soient  pas  vériRées  identiquement  S4mt  colles  qui  proviennent 
Aaê  deux  dernières  équations.  Les  dernières  comlitions  d*intégrabilité 
s'obtiennent  (n*  1 18)  en  expriniant  qu*en   partant  des  trois  éc|uationn 
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r  +  ^=  o,  f  s  o,  f  =  Ot  on  obtient  nn  système  de  Tslevffs  nnkpie 
povr  les  défirées  d'ordre  (n  +  I),  m,.4>i«  Pum%  Pt.*-!- Orées  troisdéri* 
irées  dohrent  satisfaire  aux  cinq  équations 


(E) +jè'^"+^î^''"-' =■  •• 
(i)+e^-+ç^--=- 

qni  se  rédaisynt  à  trois,  d  après  les  conditions  (A)  et  (B).  En  effet,  les 
conditions  (A)  expriment  qve  la  seconde  des  relations  (60)  est  une  com- 
binaison linéaire  de  la  première  et  de  la  troisième  ;  les  conditions  (B) 
expriment  de  même  que  la  quatrième  relation  (M)  est  une  combinaison 
linéaire  de  la  première  et  de  la  cinquième.  Li$  é^mfkm$  (M)  fbrmeni 
êêne  tm  $y$9ème  complètement  intégralUe. 

On  peut  encore  établir  ce  résultat  comme  il  suit:  Prenons  un  élément 
d*ordre  fi  appartenant  aux  trois  équations  r  -|-  ^  =  o,  f  =  o,  fr  s:  o, 
e'est-à-dire  un  système  de  râleurs  pour 

•»•  yt -«^t  P#.»         U+»^n) 

satisfaisant  à  ces  trots  équations  et  à  toutes  celles  qu*on  obtient  en  dif- 
férentiant  Téquation  r  -f  /*=  o,  (fi  —  2)  fois  au  plus.  Nous  allons  montrer 
que,  par  cet  élément  (E»),  il  passe  une  intégrale  commune  aux  trois  équa- 
tions proposées.  De  cet  élément  (£«},  il  part  une  caractéristique  du  sys- 
tème (1)  et  d'ordre  n,  satisfaisant  k  la  relation  ^  s  o  ;  en  effet,  si  on 
ajoute  aux  équations  différentielles  des  caractéristiques  d*ordre  n  du 
système  (I)  la  relation  <ff  =  o,  on  a  un  système  de  Su  -}-  2  équa- 
tions différentielles  entre  Im  -4-  3  Tariables  qui  admettent,  en  général, 
un  système  de  solutions  admettant  les  valeurs  initiales  données.  Ces 
i  ntégrales  déterminent  une  caractéristique  d*ordrs  n,  (F),  du  système  (1), 
dont  tous  les  âéments  satisfont  à  l'équation  f  =  o,  puisque  <lff  =  o  est 
une  des  équations  difféientidles  dont  on  s*est  senri,  et  que  réiément 
initial  satisfait  à  f  rs  o.  Onwit  de  même  quede  rdémettt(E|»)  part 
une  caractéristique  d'ordre  n,  (fO,  du  système  (II),  dont  tous  les  éléments 
vérilepi  la  fulataon  f  s  o.  Cas  deux  earadéristiguss  d*ofdra  %  (T) 
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•I  (D,  déiMmiMOi  «M  wmrhoê  IniigtmU  (S)  ik  réqullon  (•)  r  4.  ^  ss  •, 
qui»  d'après  «•  qu^oB  «  v«  plus  haut  (a*  135),  doit  Mlialkira  aux  davx 
iqtialiona  f  n  o,  f  s  o,  car  aile  eal  le  lieu  des  earaelériaUquaa  du  aya* 
lèma  (II)  iaauaa  daa  divara  élénianla  da  (r),  al  auaai  daa  caractérialiquaa 
du  ajralèiM  (1),  iaauaa  daa  divàra  élémaula  da  (r). 

148«  La  eoneluaioB  aal  la  inéma  lonqua  laa  dauz  équaliMM 
y  su  o,  f  ss  o  lonl  d'offdraa  difleranla.  Supposoua»  pour  Cxar  laa  idéea, 
que  f  ne  renferme  que  lea  dértvéea  d*ordre  in  (m  <  u)  el  vérifie  lea  eon- 
diliona  (A) 


landia  que  ^  renferme  des  dérîvéea  d*onlre  n  et  aatiafail  aux  eondi* 
Uona (B) 


(B) 


(  (t)+-.(i)-5;^.(S^)-- 


(•)  U  IMarèuM  da  a*  •«  (I.  !•  |i.  luS)  i^hI  «a  «ffel  Mia  a^aérdi«é  ^  la  fe(iNi  Mi« 
f  «etê  : 

IWiix  eturmeliriêtiqêieê  é*fttr9  «,  if#  9ff9ièmuéifér9mi9  (C)  «1  (CT),  «ywil  aui  Himtmi 
êêmmmm  ë^mrérf  a,  mppmHkmiÊmî  è  tim$  êmrfiieê  imté$nU  «1  il  mmê  «eiifr, 

8oieal«  tu  «ffet  (c)  el  (c*),  kt  deux  caraclérittinni  4a  aMoaé  onlia  qâk  teat  tom- 
tmaM  dMS  les  car«ctéfislk|iiet  (C)  et  (C),  «t  (S)  U  Mirfaee  latégrale  île  réqMliMi 
r  +  /  ss  o,  qui  renferaia  cet  deux  cararlériiliqutft  (c)  et  (r }.  four  démoalrtr  qae 
tous  les  élé«eaUdet  deax  cttractémllques  (C) el  (C) appailieMMst  4 celte lal^ala« 
Il  suffit  d*établir  de  proche  ea  pmclie  «fu'il  en  eit  «ùisi  pour  les  éléuieuls  du  Irai* 
•lènie  ordre,  puis  pour  ceux  du  qualrième  ordrv ,  etc.  IKitignoai  par  les  lettres  if  el  I 
les  différentielles  relaUres  aux  déplaceuients  sur  les  caractéristiques  (r)  et  (O  ras- 
pecHTemeat.  Les  valeur»  des  dérivées  p%^  et  jim  au  poîat  canimua  4  ces  de«x  earac* 
térisliques  i4Nit  données,  sans  aucune  auibiyuité,  par  les  deux  équations  du  premier 
degré 

«Oy  t  =  Pi.t  (ix  +  jit;!  #/y 


de  sorte  que  Téléaient  eonmaa  du  tn>isiéme  ordre  est  détemiiaé  ;  les  caraHéria- 
tiques  du  troisième  ordre,  issues  de  cet  élément  couiuiun,'  renfermant  les  caracté» 
ristiques  (c),  (c),  sont  elles-mêmes  déterminées.  Par  suite,  H  en  est  de  même  de 
Télément  commun  du  quatrième  ordrs,  etc.,  de  réiément  commun  d*ofdre  n.  Cet  élé- 
ment commun  d'ordre  a  appartient  nécessairement  4  la  surface  Intégrale;  comme 
les  caractéristiques  d'ordre  a,  qui  renferment  (c)  el  (c)  sont  enlièremenl  déterminées 
quand  on  s*en  donne  un  élément  d*ordre  n,  il  s*ensult  que  tous  les  éléments  de  ees 
caractéristiques  (C),  (C)  appartiennent  aussi  4  la  surface  (8). 
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il  est  tovjoars  enlendQ  que  ^  eif  ne  rentpitnenl  que  les  dirivées  p^,  où 
rindiee  i  «  rane  des  valciirs  O^ou  1. 

L^éqtiation  r  -|-  ^  =  o  el  oelles  qu*on  en  déduit  par  des  différentia* 
lions  répétées  permeltent  d*exprimer  tontes  les  dérivées  partielles  de  la 
fonction  inconnoc*  JDsqii*à  celles  d'ordre  m  —  I  indasivemenl,  au  moyen 
de 

il  n*en  est  plus  de  même  à  partir  des  dérivées  d*ordre  m,  puisqu*ôn 
doit  tenir  compte  de  la  relation  f  s:  o  et  de  celles  qQ*on  en  déduira  par 
des  diiférentiations  répétées.  Mais  on  peut  encore,  dans  chaque  ordre, 
choisir  arbitrairement  la  valeur  d*une  dérivée  partielle  (n*  134),  puisque 
les  équations  r-f'^sTo^f^o  ferment  un  système  en  involution;  de 
sorte  que,  de  Tordre  m  jusqu'à  Tordre  m  -»  1  inclusivement,  toutes  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  inconnue  s*expriment  au  BM^jen  des 
précédentes  et  des  dérivées 

par  exemple.  A  partir  de  Tordre  ti,  tentes  les  dérivées  partielles  s*esprl* 
meront  au  moyen  des  précédentes.  Ainsi,  les  deux  .dérivées  j^^  ^J*i,m-i 
s^obtiendroiit  par  la  résolution  des  deux  équations 


Le  détermiBuit  fonclioonel  des  deax  prenien  aMmbre*  par  rapport 
i  jN^a  et  ^«.1  •  po«r  ralear 


Jî îi h^JL, 

c*est  ft-dire,  d*après  les  formules  (A)  et  (B), 


Gpi....  .V.!...)  ^"•^  "  "••^• 


Connaissant  ^«  et  p^m^u  on  formera  ensuite  les  expressions  des 
autres  dérivées  d'ordre  m  sans  difficulté. 
Par  eonséquent,  si  on  introduit  conune  inconnues  cuxiliaifes 

JH.*t  |N,tf  •••  ]N,wf;  Pê,u  J%Hf  —f  Fm-m 
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oo  peiil  iormer  ma  »yitiw  d^équlions  aas  diMrettliellM  lotaks  po«r 
délemiiier  ^  «I  cm  inooaniiM  «uxUiaim,  dans  lesquellas  les  eoefi* 
cienU  de  <b  ai  de  ify  dent  lee  leooiide  n^embre»  sonl  des  iMietiotts 
pariaiiemeDl  déiermiiiéee  de  «,  y,  x  el  des  inconmies  anxiliairee. 
En  •*«ppay«nl  sur  ee  que  les  deux  syslèmes  (r  -|-  /=:  o,  f  =  o), 
et  (r  4-  ^=  o,  f  =s  o)  soBi  eu  ioTolulkNi,  oo  déouNiIreni,  eoHuae  deas  le 
cas  déjà  examiné, que  ce syslème  d^équatîoosaux  diflerenlielles  létales 
est  coniplèioaienl  intégrable. 

On  peut  aussi  employer  le  second  procédé  de  démonsUation.  Soil  (E)« 
un  élément  d'ordre  n  commun  aux  trois  équations  r  -f  fss  0,^  =  0,^^0, 
c*est-4-dire  un  syslème  de  valeurs 

satisfaisant  à  ces  trois  é«|uation8  et  a  celles  qu'on  déduit  des  deux  pre> 
mières  par  des  différent  iations  répétées.  Par  c€i  élément  (E).,  tV  jmuss 
une  iniégraiê  commune  dtê  iroiê  éqaaiion».  Appelons  (E)^  râémenft 
d*ordre  m  contenu  dans  (E)«,  élément  qui  appartient  aux  deux  équ»* 
tiens  r  4*  /  =  o,  f  =  o.  On  démontre,  comme  plus  haut,  que  de  l'élé- 
ment (K)a  part  une  caractéristique  d'ordre  n,  (€)«,  du  système  fil) dont 
tous  les  éléments  vérifient  la  relation  4»  =  o  ;  de  même,  de  I  élément  (E)« 
part  une  caractéristique  d  ordre  an,  (C%,  du  système  (I),  dont  tous  les 
éléments  vérifient  la  relation  f  =r  o.  Cette  caractéristique  (C)»  eel 
contenue  dans  une  caractéristique  (CT^m  du  même  syslème,  à  lat|ttelle 
appartient  Télément  (E}«  ;  et,  de  même  (C)«  renferme  une  caractéris- 
tique \C")m  du  système  (II),  à  laquelle  appartient  Félément  (E)«.  Cela 
posé,  les  deux  caractéristiques  (C)«  et  (0")^  détermineut  une  surface 
intégrale  (S)  de  Téquation  r  -f-  ^  ^  o  ;  (S)  est  aussi  une  intégrale  des 
équation  ^  =  o  et  4»  =  o,  car  on  peut  la  considérer,  d'une  part,  comme 
un  lieu  de  caractéristiques  d'ordre  n  du  système  (I),  issues  des  divers 
éléments  de  (C)«;  d*autre  part,  comme  un  lieu  de  caractéristiques 
d'ordre  m  du  syslème  (11),  issues  des  divers  éléments  de  (C')m  (n*  135j. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  est  très  impor* 
tant  pour  la  suite. 

Soit  \  un  invariant  du  êyêtèène  (I)  de  earaetéristitjues  dé  tèqaaiioa  ém 
Meeond  ordre  r  -f-  ^  =  o  ;  êoit  f  un  invariant  du  tyHètiic  (11)  ifo  caraeié^ 
riitiquês  de  la  même  équation.  Lee  troie  équaiionM 

r  +  r=:o.         t  =  C,         +  =  C, 
flurtnent  un  êyttèmê  compiètemeni  intégrahlê. 
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.14i«  Lorsque  les  deax  fonctions  r  ei  f  vérilienl  simnllanémeni  les 
éipietioBS  (A)  on  les  équeltons  (B)«  les  eonelosions  sont  toutes  diffé- 
rentes. Si  /et  iroii  éqntUionê 

r  +  /*=o,  t  =  o,         ^aso, 

wU  une  inîégraie  commune^  efie$  en  oni  une  infiniié  dépendani  cTime 
infimié  dé  ean$tanie$  aràiirairet, 

Sapposons,poar  fixer  les  idées, que  ^  et  f  vérifient  les  eondi tiens  (A). 
Soit  (S)  nne  intégrale  commune,  (C)  une  caractéristiqne  de  celte  sur- 
bce  du  système  (I).  Il  existe  (t.  I,  n*  83)  une  infinité  d'intégrales  de 
Téquation  r-f*/=o, dépendant  dune  infinite  de  constantes  arbitraireSt 
qui  ont  un  contact  d^ordre  n  avec  (S)  tout  le  long  de  cette  caracté» 
rtstique  (C)  ;  nous  prenons  pour  n  Tordre  des  plus  hautes  dérirées  qui 
figurent  dans  les  fonctions  f  et  ^.  Toutes  ces  intégrales  satbfont  aussi 
aux  deux  équations  f  s  o,  ^  =  o,  car  on  peut  les  considérer  comme 
un  lieu  de  caractéristiques  du  système  (II),  issues  des  divers  élémenta 
de  la  caractéristique  (Cj,  éléments  qui  vérifient  tous  les  relations 
f  =  o,  f  s=  o  (voir  n*  133). 

Il  ne  peut  donc  se  présenter  que  deux  cas  pour  le  système  propoeé; 
ou  bien  ce  système  est  incompatible,  ou  bien  Tintégrale  générale  dépend 
d*une  infinité  de  constantes  arbitraires.  Les  deux  cas  peuvent  elfective- 
it  se  présenter,  comme  le  montre  Texemple  suivant.  L'équation 


Imne  un  système  en  involution  avec  chacune  des  équations 

quelles  que  soient  les  fonctiotts  f  et  f.  On  tire  de  ces  deux  dernières,  en 
dilifentiant  pur  mppoH  à  «,  en  tenant  compte  de  r  + s*  =0, 

i 

|VsMns4*nboi4f  (e)mif  (t)aBie;  k  dsmière  équation  nous  donne 


que  les  Irois  équaffaMU 


•oui  ineooqMUblet.  PreBOM,aii  eoMtraire,  f  sSt«  f  ^t*;  m  «Adi 
«  eoire  les  deux  éqvaliont 

y  —  Sxt-t-Si=:o,  p — «■  +  •■  =  a, 

on  eti  condiiil  à  una  ëqvation  do  premier  ordre 

dont  lottl«t  lee  inlégralee  mUiImI  m  tyetèie  : 

r  +  ««sso,  y  —  4w  +  tis?o,  ji  —  «••+«•  =  •. 

14K«  Toute  équation  de  le  forme 

(70)  •  +  /'(».lfi^»P»«)  =  o 

peut,  comme  on  Pa  déjà  remarqué  (tt*  132),  être  ramenée  à  la 

•'  +  /'(«»  yi  *t  J»t  *»  ».  0  =  •• 

en  prenani  pour  nouvelles  variables  x  ^  g  ^m  —  y,  llaia, 
réquation  (70)  esl  une  des  plus  simples  auxquelles  on  puisse 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  nous 
rapidement  comment  on  peut  traiter  les  mêmes  probléoms  sur 
équation  de  cette  forme. 

L'équation  (70)  el  celles  qu*on  en  dédoit  par  des  dilérentiationa 
répétées  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partielles  au  moyen 
de  celles  qui  sont  prises  par  rapport  à  l'une  des  variables  seulement. 

D'une  manière  générale  wTt  s'exprime  au  moyen  de 

iz         ^  ^s         >*jr 
'        ese      ^  îu**  Jy         J'y* 

D'après  l'équation  proposée  elle-même»  la  loi  est  vraie  pour  i  s  A  ss  i  ; 
pour  établir  qu'elle  est  générale,  il  suffira  de  vérifier  que,  si  die 
vraie  pour  les  dérivées  partielles  d'ordre  égal  ou  intérieur  à  n,  die 
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•ncora  Traie  povr  les  dériTées  d^ordre  n  -f*  t  ;  ce  qai  B*ollre  ««cuie 
difi€dté.UBdeeiiidieesde8dériTéeiii#.ft,aaiMjendes«pielleee*ez^ 
tmles  lee  ««Iree,  ëlaiit  tMJoiin  ml.  Boue  modiSerons  m  peu  lee  nota- 
Ueas  enplojéee  jneqe'iei,  en  peeeil 

55?  "- ^«^  >^ —  ••♦•••»  jyt  —  ^*»  •••• 

elon  eeppeeera  UMJoiin  qm,  dans  les  rdatimie  evivaBles,  on  «  exprimé 
tontes  les  dérirëcs  an  moyen  de  w^  y,  jt,  P|,  J»t—t  9i«  9r**  ^  **  P*' 
enemplot 

tandis  qne  ^  est  nne  fonction  de  or, y,  «,  p,, ...,  pf,  ç,,  et  ^  nne  lone- 

lion  de  «,>,  x,  p,^  Ç|, ....  f *. 

Cela  posé,  les  éqnations  diflérentielles  des  deux  systèmes  da  caracté* 
listiqnes  d*ordre  nde  réqnation  (10)  sont  respeetiYement 

dy  =  o,  dlr  ss  p^itw,  (fpi  ssp^ifa^ ...,  rfp.-|  =s  p,i/a?, 

(II){  **=  ^•^^  =  »i*^.*i  =  jjf  *^ *■  =*^^y* 

ehaenn  de  ces  systèmes  se  eompose  de  (Sn  4-  1)  éqnationa  entra 
(lu  +  S)  rariablesCi»,  y,  m^  P|, ...,  P«f  fit  •-«  f •)• 

Qierckons  les  eonditions  pour  qne  réqnation  prapoeée  (10)  feraw  nn 
système  en  infolntion  arae  nne  entra  éqnation  d*ordra  m     •  -'"  -^ 

(71)  t  (•,  Jf,  *,  Jl^f^  ....  Jli.  ;  ç„  ft, ....  V.)  a  «. 

Ba  diffNBliul  cette  idatioa  par  nfporl  à  •  «t  pur  ninport  à  y,  0 


(WJ 


è''-+è^-«' 


aunnm  ti 


ifund  on  anra  lenplaoé  ^  ^  ^  P'  l***'*  mpmiwioM«  Jhi  1 1  m  Ègê* 

iren  que  dâas  la  prMiière  <qulioii,  H  f «^i  &•  figarara  qàt  dans  la 
seconde.  Poor  que  les  deux  relalioas  se  rédaiseal  à  «m  seale.  fl  fiadra 
done  qae  Tane  d*elles  soit  vérifiée  ideatiqaesMal,  e*eslF4b-dire  qae  la 
fonetioa  f  doit  satisfaire  à  Tan  des  systèmes  ei-dessoas  (*) 

i»)        l,è=-.(S)+è^=-' 


PreDonsi  par  exemple,  les  cooditioBs  (A).  La  première  moatre  qae  f 
ne  dépend  pas  de  f«  ;  si  a  est  >  1«  le  coefficient  de  f ,  daas  la  secoada 

est  V  ^  '  *  On  doit  donc  avoir  aussi  ^    ^  o«de  sorte  qae  f  ae  dépead 

pas  non  plus  de  9«.|.  En  continuant  ainsi,  on  démontrera  de  procka 
en  proche  qae  f  ne  doit  renfermer  que  les  variables 

't  Jfi  «f  P|»  •••»  p9% 

et  on  peut  remplacer  le  système  (A)  par  le  suivant 

(A)' 

On  voit  de  même  que,  si  une  fonction  f  satisfait  aux  ralatioas  (B),  f  asi 
indépendante  de  P|,  p^, .,.,  p.,  et  on  peut  remplacer  le  système  (B)  par 
le  suivant 


^  s  O,      X*  +  X    ïi  +  %        \     4-  •••  +  \       \       =  ^• 


Lorsque  les  équations  (A)  sont  vérifiées  identiquemsnt,  il  est  aisé  da 
vérifier  que  clf  =  o  est  une  combinaison  intégrable  des  équations  diffé- 
rentielles des  caractéristiques  du  système  (11)  ;  de  même,  les  conditions 
(B)  expriment  que  rff  =  o  est  une  combinaison  intégrable  des  équatioaa 
différentielles  des  caractéristiques  du  système  (I).  Les  conséquencea 
sont  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  développées  plus  haut. 

146.  La  méthode  générale  d^intégration  des  systèmes  en  involutioa 
peut  être  remplacée  ici  par  un  procédé  plu^  direct.  Pour  fixer  les  idées. 


■^ 


(I)  Il  MifBt  que  cet  reUtlons  soient  TénÛéet,  en  leiuuit  compte  de  Téquatiou  f  =  o 
eUe-mème. 


un  STBTkim  mu  irvolotion  lor 


svppoMHis  qm  y  ne  renferme  que  les  dérixéenp^^p^j  ...^»  de  lafonclioi» 
iBeDonne,  el  qa*on  ail  résolu  réqualton  f  z^  o  par  rapport  à  p«.  On 
peut  alors  récrire 

la  seconde  eondilion  (A")  s'obtient  en  dilTérentiant  Téquatton  précédente 

^x      i^x  y**x 

par  rappM  à  y,  en  remplaçant  dans  le  résultat  ^i  j^t ,..,  jj^ 


par  leurs  valeurs  en  fonction  de  »,  y,  i,  rii  v3*«**<  \^t  T" 


de  Téquation  proposée  (70)  et  de  ses  n — 1  premières  dérivées  par  rapport, 
à  4^,  et  substituant  enfin  h  la  place  de  ^  sa  valeur  —  f  «  déduite  de  (TS). 


Si  on  arrive  ainsi  A  une  identité,  c*est  qu*il  existe  une  relation  linéaire 
et  homogène  de  la  ferme 

oèonaposé 

aitStt  — t  «•-•fM^i  étant  des  fonctions  deop,  y,*,  — • ...,  jj^TTî'  55* 

Cela  posé,  imaginons  qu*on  ait  intégré  l'équation  différentielle  ordi- 
naire d*ordre  n  (73),  où  ne  figure  aucune  dérivée  par  rappoK  à  la  va- 
riable y.  Llntégrale  générale  de  cette  équation  est  de  la  forme 

(75)  a  =  ♦  (a?,  y,  Co  C,, ...,  C»), 


C|,  C^t  ...f  Ca  étant  des  fonctions  arbitraires  de  y.Si  on  remplace  t  par 
ceUe  intégrale  dans  F  (x),  le  résultat  de  la  substitution  est  une  certaine 
fonction  de  op  et  de  y,  U  («,  y),  qui  satisfait  à  une  rdatfon  de  la  forme 

on  déduit  da  là  que,  pour  que  U  («,  y)  soit  identiquement  nul,  il  fout  et 
il  suffit  que  U  et  ses  n  —  t  premières  dérivées  par  rapport  à  m  soient 
Balles  pour  »  ss  m^^  pourvu  que  les  fonctions  Ti«  Ttt  •••fY«-i  «oient 
régulières  dans  le  voisinage  de  ee  point. 

que  C«t  Cff  •••f  C»  aoient  les  ibnetiona  de  y  auxquelles  sa 


CBAffm  TI 


«• = f»  (y).  (j|)^ = ti  (y) (ï?^\ = f--.  W  ; 

il  rëMlteda  tràoMMMM  prérédMl  i|M  riatéfral*  sëirfid*  4a  ^jralèiM 
«a  iavolatioa 

est  reprétentëe  par  la  lbmi«l«  : 

Où  les  fondioiia  f^  (y),  ^ «  (^),  ••..  f«-|  (jr)  doiveal  salUfam  aax  (•  — i) 
coaditioiia 

o4  an  aurail  remplaci  z,  j^.  .•.,  ^^^;zî  P»'  t«  (y)t  ti  (i^)  ••••  ♦■-«  tjf) 

reapecUvamanlt  et  m  par  u*^. 

Il  est  faeila  de  voir  eomneal  on  pourra  obtenir  des  fonclionn 
?•*  Ti*  *'*•  T»-i  Mliaraiaanl  k  eea conditions.  Si  on  se  donna  f»  (jf),  r^qnn* 
tion  F  (^)  s  o  devient 

on  en  déduira  Texpression  de  f  |  (y),  qui  dépendra  d*nne  constanla  arlii» 

traire.  L'éqoation      .'  ^  =  o  donnera  ensuite  nne  nouvelle  équation  du 

premier  ordre  pour  déterminer  f  ^  (jf )«  et  ainsi  de  suite. 

Rbmabqub.  —  L*application  de  la  méthode  générale  exposée  plus  haut 
conduit  aussi  à  Téquation  (73).  En  effet,  diaprés  cette  méthode,  pour 
obtenir  les  caractéristiques  du  système  en  involutioUi  on  doit  intégrer 
les  équations  différeutielles  du  système  (I) 

dy  =:  o,        dx  ^  p{djr^        rf/i,  =  |>/£r,        ...^        «(p«-i  =  Pé^% 
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■wtqpdiw  oo  ijovie  la  robtion 

L'âfanioatioii  da  p^^  ji^,  ...»  p.  conduit  précisément  à  TéquatioD  (13)  ; 
rinUgration  de  cette  équation  fera  connaître  s^  ji|,  ji^^^y.  p»  en  fonction 
de  «r  el  de  fi  oonstantea  arbitrairee.  On  anra  enmite  q^  en  htégrani 
réqnation  diliéffentielle  dn  premier  ordre. 


*.-&.— /•,-.,.,.,.„.)v 


pais  on  aura  q^  au  mojren  d^une  nouvelle  éf|uatbn  du  premier  ordre 


tJ  =  7^?  -  A  (•«?•  !ff  -»  Pi-  7i*  ft)* 


et  ainsi  de  suite.  1^  dt'icrminalion  des  caractéristiques  du  système  en 
inToluticm  se  ramène  donc  à  Tintégration  d*une  équation  différentielle 
d*ordre  n  el  de  a  équations  du  premier  ordre. 

147«  On  toit  qne  le  hil  capital  c|oi  domine  tonte  la  théorie  des 
systèmes  en  involulion  est  le  snivant  :  Toute  intégrale  est  nn  lieu  de 
mnltiplicilés  d*éléments  qui  dépendent  d'un  nombre  /fm  de  constantes, 
et  qui,  par  Sttilc«  peuTent  être  obtenues  par  Tintégration  d'un  système 
d*équatioos  dillerentielles  ordinaires.  Oané  un  Mémoire  déjà  cité  (*), 
M.  Sophos  (m  a  démontré  celte  propriété  par  une  méthode  ingénieuse 
el  pfoîbnde,  qui  s*applique  à  Atê  systèmes  très  généram  d*éqnallona. 
aux  dériTées  partielles. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  méthode,  reprenons  an  ^tèmede 
den  équations  du  second  ordre  '" 

el  soil  f  ss  F  (âP«  y)  une  intégrale  de  ce  système.  Si  on  regarde 
(«,  jf«  9j  Pv  f  )  eonmie  les  coordonnées  d*un  point  dans  nn  espace  à 
cinq  dimensions,  les  rdatiotts 


dflnisacnl  nne  multiplicité  ponctuelle  (r,)  à  dens  dimansisns,  dans  cal 


tlO  cflAPim  ti 

«••pMt.  Calla  ««Hiplieilé  poaetorile  (Pg)  mH  d»  •iijyarf  à  «m 
plidtéM^  de«p«  éUmmîM  (•).  qM  Tm  ptvl  délDir  cmmm  B 

AppdoM  Y«,  Yy»  V,,  V^  V^  1m  eooffdoiiDées  hoaogteM  dVm  plan  !••- 
gral  à  (r,)  M  point  {m^  y,  «,  ji,  f  )  ;  cm  dooidoiiaéai  dohrwl  Miiiafaira 
4  la  reialioa 


^  comme  «v  et  jr  sonl  dot  voriablos  iodépendanloo,  et  #,  ji,  f  dot  Knio» 
Uoiis  do  â9  el  dey  défiDioo  par  los  formialoa  (78),  os  doit  avoir  aëparénoMi 

V,+  V.,  +  V,3^^-V,^=o. 

D'autre  part,  paiMim  F  {x,  y)  Mt  une  intégrale  dea  équationa  (71) 

J«F 


W   .  ./  >»F\ 

>«F   .      /  9*P\ 


^p     )tp    )sp 
ot  réUminalion  de  -r^*  wT'  \iJ  ^"^^"^  ^^  quatre  relationa  coadMl  à 

«no  équation  do  eomlttioB 

(7»)       ♦  (^.  vy  *.Pi  9  ;  V,,  v^,  V.,  v^,  v^) = o, 

homogène  par  rapport  à  ¥«,  V,,  V«,  V,«  V^.  Tous  les  étéoBonta  (•,  p»  s^ 
P»  «;  V«,  Vjrt  Y,,  Y^,  Y^)  do  M^  vérifient  dooe  la  i«lation(7»);  en 
d*atttres  termes,  cette  multiplicité  II4  constitue  une  muUiptkUi  mié- 

pi*a&r  de  réquation(79)  où  on  aurait  remplacé  Y«  par  r-^i    ***  Or,  o» 

sait  que  toutes  les  intégrales  de  cette  équation  du  i*  ordre  a*ob> 
tiennent  en  associant  suivant  une  loi  convenable  les  multiplicités  came- 
téristiques,  qui  ne  dépendent  que  d*uo  nombre  /fui  de  constantes;  il  en 
est  donc  de  même  des  intégrales  du  système  proposé  (77).  Mais  il  est  à 
remarquer  que  toute  intégrale  de  Téquation  (79)  ne  donne  pas  inverse- 
ment une  intégrale  de  ce  système;  il  faut,  en  outre,  que  cette  intégrale 

(I)  ÈquaHoMê  eu  premier  erdrt,  Chap.  i. 
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•il  pour  MipporI,  dans  Tcspace  à  cinq  dimensions,  une  mulliplicilé 
ponctuelle  à  deux  dimensions. 

Si  le  système  (77)  est  en  invohilion,  Téquation  (79)  «dmel  une  infi- 
nité de  pareilles  inlégrales,  dépendanl  d  une  infinité  de  eonstsnies 
arbitraires.  Celle  équation  esl  donc  une  de  ces  équations  auxquelles 
M.  Sophus  Lie  a  donné  le  nom  de  êemi-finéûirtÊ.  Nous  renverrons  au 
mémoire  de  M.  Lie  pour  plus  de  détails  sur  la  méthode  précédente. 

148*  Dans  une  noie  inléressanle  ('),  M.  Wladimir  de  Tannenberg  a 
indiqué  un  nouveau  poini  de  Tue  auquel  on  peul  se  placer  pour  éludier 
les  sjrsiémes  en  iuTohlion,  en  les  rallachanl  i  la  Ibéorie  des  groupes 
de  Inmsformalion  el  à  cerlains  syslèmes  d*équalions  aux  diflérentidies 
lolales,  dëjà  considérés  par  M.  Hamburger  (^« 

Supposons,  d'une  manière  générale,  qu*Q  s'agisse  de  ditmrmimmr  n 
fimcikmt  dP|,  4^2, ...,  «p«,  de  q  vaHabtêiindépmémnteêpmiii/kimHimucp 
éqHOiUm»  mux  digërtniièlteB  iotaiet 


(80;         ej  =  2X«€tet=o,  (f  =  l,J,  ...^), 

ou  te  X/é  9otUik$flmeUùm  dmmémdês^^  tt^ ...,  r«.  M.  de  Tannenberg 
remarque  que  le  problème  esl  susceptible  d'une  simplificalion,  lorsqu'il 
existe  un  sjsiéme  d'équations  différsnlidles  du  premier  ordre 

<»ii  (fl«  lt«  •••«  U  '^^nl  des  fonctions  de  «|,  or^,  ••.,^*,  doni  rinlégrale 
générale  représentée  par  les  fiMinules 

m)  «v = /i  («f  •  «Il -M  «8t  •) 

jouil  des  propriélés  suivaniss  : 

I*  ^tt  -M  «S  désignani  les  faleurs  initiales  de  «|,  •••,  «w  pour  la  Taleur 
«  s  o,  les  fondions  de  •  définies  par  les  formules  (82),  quand  on  y 
regarde  orf , ...,.  «S  comme  des  conslanles,  salisfoni  idenliquemenl  aux 
équations  (80); 

(I)  Smr  fa  Tkéork  ém  t^Mûihmimtis  DHMm  p&rjMlm  {Cemftm  ^émdm,  t.  CXX, 

f.  fT4;  tS  UMfs  ims)* 
{*iBnB€iiêrmm0eimmPikg^ek9m8miÊmmmf9imÊMÊmMÊ^ 

sem  fr$Nr  <k^mmm§  mmd  tmê9§rÊiim  «ter  Klmm  nu  <f wutefi  psfftelra  IN#^ 

nutMthkèmmjtm  (GraOs,  t  CX  ;  ÎWêS^ 


Alt  aumu  VI 

r  Lt  qrUèHM  (80)  atl  AiMriMl  pow  ImIm  !••  ItuMConMiliaM  (M  ) , 
.e*Ml-èHlire  qM,  quad  m  Mgaide  I  «mmm  eoattaat,  el  #t«  ...«  •;« 
comme  de  MNiveDes  Tariables,  la  IrmisIbrmalfaNi  délaie  par  lea  for» 
malea  (M)  eoadaU  da  aytième  (M)  à  aa  aoavaaa  ayslèam  de 
iMiae 


Daat  ete  eoadiUoaf  i  poar  obleair  aae  eolalioa  da  problèaM  propoeé, 
Oaafllra  4?idemmeal  de  remplacer,  daat  lee formates  (99).  «}•  «},  ••m^2 
par  dea  foadioas  de  (f  —  t)  variablee,  aaUsfaiiaai  idealiqaemeal  am 
sjtièaie  (83).  Il  y  a  doac  uae  eimpHAcalioa. 

Poar  montrer  commeoî  la  remarque  préeédeate  e'appUqae  aax  aya» 
lèmea  ea  iatolution,  repreaoas  eacore  an  syslèam  fonaé  de  deax  éqaa« 
lions  da  second  ordre 


0 
'  +  t  (»t  y.  *.  Pi  ».  »)  =  •• 

ne  revieni  aa  fond  à  Iroavar  i 


latégrer  ce  système  revient  aa  fond  à  troavar  six  fonctioas  •«  y»  ^t 
ji,  f ,  ê  de  deax  variables  indépendaates  satisfaisaat  aax  dqaaiiaaa  a«x 
différentielles  totales 

Idz  —  pdaû  —  qd]f  s  o, 
rfp+Ato-sr/y  =  o. 
dq  -»  9dûB  +  fdjf  ss  o. 

Considérons,  d*aatre  part,  le  système  d*éqoatioas  différealieiles 
am\    ^  —^  -        ^  *^P  dq  éê  ' 


û  est  clair  qae  toute  iatégrale  da  système  (85)  vérifie  ideatigasmeal  lea 
éqaations  (84),  et  les  éalculs  du  a*  IS4  prouvent  que  la  seconde  eoadi* 
tion  de  M.  de  Tannenberg  est  vérilice  également,  si  le  système  pro* 
posé  est  en  involution.  Nous  retrouvons  donc  les  conclusions  éaoaÂéea 
plus  haut.  i«a  remsrque  s'applique  aussi  aux  systèmes  formés  d^aae 
équation  du  deuxième  ordre  et  d'une  équation  d*ordre  a. 

Étsnt  donné  un  système  d^équations  aux  différentielles  totales  de  la 
forme  (80),  on  verra  dans  la  note  citéo  comment  on  peut  reconnaître 
s*il  existe  des  fonctions  ||,  (,,  ...,  Ui  telles  que  les  intégrales  da  sys* 
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lèiiie(81)  sattsiSftMeaiaax  coodilimiséiioiioées.  Cet  n  boetioM  !#  dot?eiil 
▼érifier  des  <qiuilkHis  d«  premier  degré  dont  le  nombre  est  eapérieilr 
à  n;  pour  <iiie  h  Amplification  aoii  possible,  U  but  et  il  solBl  qae  ee 
système  dn  premier  degré  soit  eompstiUe. 

149.  Quoique  Tobjel  principtl  de  ce  chapitre  soitrétnde  des  systèmes 
en  inrolntion,  nons  démontrerons,  en  terminant,  qnelipies  résultats  dns 
à  M.  Kdnig(*),  qni  se  rattachent  aux  considérations  développées  an  dé  • 
hpt  de  ce  chapitre.  Cherchons  d^abord  les  conditions  ponr  «{ne  les  deux 
éqnatioBS 

I    «  (*t  y»  *.  P»  7f^  0  =«f 

forment  mi  sysIèsM  complètement  intégrable*  En  dillérentiant  ces 
deux  équations,  il  rient,  ponr  déterminer  les  dérivées  dn  tosisiènw 
ordre,  ks  quatre  relations 

©+»" +!?'"+ *»"=••• 

d*oà  on  poura  tirer  les  valeurs  de  Pm.x  Pà,u  Pu,  Pk%  pourvu  q:ie  le 
déterminant 


m 


(un)  A  «  ^Y  -  •''-^-  +  ^  (- Y 


ne  soit  pas  nut.  Si  X  était  nul,  rélimination  ddj  dérivées  du* troisième 
ordre  conduirait  à  une  autre  relation  s  («,  jr,  ^,  p,  f ,  r,  t,  I)  ss  o,  et  le 
système  proposé  ne  pourrait  étra  complètom3at  inté;p«bl^,  à  moins 
que  s  ne  soit  identiquement  nul;  dans  ce  cas,  b  systènM'(86)  serait 
en  involnlion. 

Supposons  donc,  que  A  ne  soit  pas  nul.  Los  érpiations  (87)  nous 
donnent  les  dérivées  du  troisième  ordre  en  fonction  de  jp,  jf,  ^,  p,  f ,  s,  /, 
H,  pour  que  le  système  propoiié  soit  complètenwnt  inlégmble,  il  faut 

-   n  Mmtkmmiiaekê  ÀÊrnalm^  î.  JSïY. 
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#1  il  mIH  qw  Im  ftrilMirM  d'idKgfMIM 

à!&5sràUi,       dgu^ÎBsj^       à!Usà!u. 
if         im  iff        im  if         im 

•oieDl  ¥éril^  idenliqueMMl,  qnaod  oo  exprÛM  €pt  dérivées  •• 
de  0^,  jf,  1,  p,  f ,  •«  I.  Or,  d*aprét  une  nmêf^/m  d^fà  iûle  (m*  f  IB)«  oa 
obliml  oe#  eoMlitiont  d^inlégrobiUlé  en  exprinaal  que  lat  IimI 
lions  oblMuet  en  différenlianl  les  quatre  équaliona  (87)  déféimii 
un  tytlèoié  de  Teleurs  «nique  ppur  les  dérivées  de  qwelrièie  ordr<e, 
c'esi-à-dire  se  réduisent  à  cinq  é(|usiions  distincles.  Or,  les  qneira 
éciàaiions  obtenues  en  différenlianl  les  deux  premières  se  réduise»! 
évidemmenl  à  trois,  do  même  que  les  quatre  é«|ualions  obtenues  en 
différenlianl  les  deux  dernières.  On  n*a  dune  en  tout  que  six  équalioaa 
pour  calculer  les  cinq  dérivées  du  quatrième  ordre,  et,  en  éerivaal 
qu'elles  sont  compatibles,  on  a  une  seule  équation  de  condition 

Le  premier  membre  R  renferme  les  variables  x,  jf,  x,  ji,  f ,  t,  1,  ei  les 
dérivées  premières  et  secondes  de  u  par  rspport  à  ces  variables  ;  de 
plus,  c'est  une  fonction  entière  de  ces  dérivées  et,  d'spiès  la  laçoa 
même  dont  on  Ta  obtenu,  les  dérivées  du  second  ordre  y  entrent  linéai» 
rement.  Donc,  pour  quê  réquaiion  n  =s  a  fàrmê  aeee  r  •(-  ^  =  o  im 
êyêtèmé  compièUènemi  iniigrabk^  it  faui  que  u  térifiê  une  êeuk  équmiiom 
du  êêcand  ordre  U  =  o. 

Récipro<|ueHient,  toute  intéi^rale  u  de  Téquation  R  ss  o,  ne  vérifiant 
pas  la  relation  A  =  o,  donne  lieu  k  un  système  complèteimml  intégrable 

nssa,         r  +  ^=o; 

de  ces  équations  et  des  relations  (87)  on  peut,  en  ellel,  déduire  les 
valeurs  des  dérivées  du  second  et  du  troisième  ordre  en  lonction 
de  «,  y,  X,  p,  f  et  d'une  des  dérivées  s  eti,  de  I  par  exemple.  I^^ea 
conditions  d'intégrabilité  étant  vérifiées  identiquement,  on  peut  cboi*e 
sir  arbitrairement  les  valeurs  initiales  de  j,  p,  9, 1  pour  des  valeurs 
données  (^^,  y,)  des  variables  indépendantes,  et  le  système  (86)  admet 
une  intégrale  dépendant  de  quatre  constantes  arbitraires,  en  outre  de  «, 

*  =  F  (4P,  jf,  «1,  a„  «„  «4,  a)  ; 

elle  contient  donc  en  tout  eimq  paramètres,  a,  «i,  a^,  a,,  a^  et,  par 
suite,  c'est  une  intégrale  compièie  de  l'équation  du  second  ordre  propo* 
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On  yrwm  aiséanenl  que  Unito  inlégrale  eomplMe  pest^  ea  géaéfal^ 
•^obtenir  de  celte  feçon. 

Pieiioiis  plu  géiiéralenieiil  ma  système  formé  d*e«e  équeliott  dn 
seeowl  ofdre  el  d*wM  ëcpiatioii  d^ordre  qnelconqae 

oà  oo  svppoee  que  t<  ne  renferme  plus  que  les  dentées  ji^  a,  où  lin* 
diee  i  a  1*wm  dcâi  ralettrs  0,1.  On  a,  poar  calculer  les  dérivées  d*ordrs 
(»  +  J)»!"^-*!» Pi.«» Pa«-  I»  *«»  *«>■»  relations 


•f  I 


Si  le  déterminant 

n*esl  pas  nul,  on  pourra  donc  calcnler  les  dérivées  d'ordre  (n  -{-  1)  en 
fonction  des  précédentes,  fonr  que  le  système  (90)  soit  complètement 
intégrable,  il  faut  encore  qne  les  six  éqoatioiis  obtenues,  en  différentiant 
les  équations  (91)  par  rapîiort  k«et  par  rapport  à  jr,  admettent  un  sys- 
tème de  solutions  communes  en  pi.a  -itPt.ii«  Pi,m^u  |Nim^ it c'est-inlire 
se  réduisent  à  quatre  équations.  Or,  comme  les  quatre  dernières  équa* 
tiens  se  réduisent  à  trois,  on  obtient  encore  une  seule  éciuation  de  con» 

dition  *- 

Rso, 

renfermant  4P,  jr»  jr,  p^^  ...,  Pi.»-i;  Hu  —♦  l^m  les  dérivées  pre* 
mières  el  secondes  de  «,  et  linéaire  par  rapport  aux  dérivés  du 
second  ordre.  Toute  solution  »  de  Téquation  R  ss  o,  n*annulant  pas  A« 
fournit  un  systèsM  complètement  intégrable 

r4./ao,  Usa, 

dont  llnlégrale  générale  renbmîe  Sa  + 1    constantes  arUtraiieat 


•f^if^ 


•••« 


CHAPITRE  VII 


lA  MÉTHODE  DE  M.  DARBOUX 


ISO*  Peadanl  de  longues  années,  après  la  pabliention  des  MénMMren 
d^Ampèra  (1814*1819),  il  n'a  été  ajouté  rien  d'essentiel  kla  lhéorieq«*a 
avait  développée  ;  on  ne  peut  signaler  que  quelques  perlectiounenMnts 
de  détail*  ou  quelques  changements  de  forme  plus  ou  moins  Imureux. 
L*annéo  1870  marque  une  date  importante  dans  Thistoire  de  cette  théo- 
rie; c*est  en  eflet  en  mars  1870  que  fut  présenté  à  rAcadéoue  des 
Sciences  (*)  un  remarquable  Mémoire  de  M.  Dsrfaoux»  où  se  trouvent 
des  vues  profondes  et  originales.  D*après  un  passage  asses  ohscur  du 
Mémoire  d* Ampère  ('}«  il  semble  que  Tillustre  géomètre  avait  eu  qudquo 
vague  intuition  de  cette  nouvelle  méthode;  mais  il  s*est  borné  à 
quelques  courtes  indications,  et  ce  passage,  d*aiUeurs  très  confus,  ne 
parait  pas  avoir  appelé  l'attention  quil  méritait.  Depuis  1870,  un  eer^ 
tain  nombre  de  géomètres  ont  développé  des  méthodes  se  rapprodiani 
plus  ou  moins  de  celle  de  M.  Darboux;  d'autres  travaux  ont  eu  pour 
bol,  soit  d*étendre  cette  méthode  à  des  équations  plus  générales,  soit 
d*en  faire  des  applications.  Parmi  les  travaux  qui  nous  sont  connus, 

(1)  Compitê  AeiNlift,!.  LXX,  p.  613  et  liêiAmnales  de  VÊcoU  mormmh,  t.  Vtl,  pro- 
mien  série  (I87t*. 
(*)  Ce  passage  est  reproduit  plus  lolo  (Note  de  la  page  lit). 


i 


Bappel  des  théorèmes  énoncés  par  M.  Darboux.  —  Étude  du  cas  eè  ks 
fsmiitsa  de  caractétbtiques  admettent  deux  comhinsheui  intégmUea.  — 
Applicatieu  à  divers  exemples.  ^  Cas  eè  une  seule  des  familles -de  catudé* 
ristiques  admet  deux  combinaiions  IntéfcraMes.  —  Solutàon  du  ptehièms 
de  Cauchj.  —  CemparaiMu  avec  la  méthode  d*Ampèfe.  ^  Théorèmes 
dif ers  lur  les  invarianlt.  —  DétermÛMtion  des  équations  întégrahles,  se 
posiédant  qu\m  système  de  canctéristiques.  «-  Retour  sur  les  équations 
linéaires.  —  Discussion  de  Téquation  $z:zf  (x),  d*après  M.  Sophus  Lie.  — 
Autres  exemples.  ^  Application  de  la  théorie  des  groupes  infinis.  —  La 
méthode  de  M.  JuUus  Kônîg.  r 


r 
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nou  citeroDs  cens  de  M.  Falk  (*),  de  Picart  (*),  de  M.  Hambarger  O, 
de  M.  Winckler  {*),  de  M.  ialios  Kôaig  (*),  de  M.  Victor  SerMwy  (•), 
de  M.  de  Boer  Ht  de  M.  A.  W.  SpeckmaM  (•),  de  M.  Maurice 
LéfT  (*),  de  M.  Sophm  Lie  (••),  de  M.  Bemkm  (•«),  de  M.  E.  wn 
Weber  {^%  de  M.  Sonim  (•<),  etc. 

Noos  reprodairons  d*abord  les  passages  les  plus  importants  do 
Mémoire  de  M.  Darboox.  Après  avoir  établi  les  éqaatioos  différentielles 
des  caractéristiqœs  da  second  ordre  poor  nne  éqoation  dn  second  ordre 
de  forme  quelconque  ei  rappelé  la  simplification  qui  se  présente  pour 
une  équation  de  la  forme  considérée  par  Monge  et  Ampère,  M.  Darboux 
continue  ainsi: 

«  On  a  vu,  dan»  les  deux  paragraphes  précédents,  que  le  problème  des  équa* 
tiens  d'ordre  supérieur  se  sépare  très  nettement  du  problème  relatif  aux 
équations  du  premier  ordre.  Pour  le  premier  ordre,  en  effet,  la  méthode  du 
changement  de  rariables  ramène  hi  question  à  Tintégration  d'un  système 
tompiti  d'équations  aux  dérivées  ordinaires.  Pour  lesecond  ordre,  et  pour  les 

(>)  Fau,  «  On  the  iategratMNi  of  partial  diffeiealial  cqnalioas  of  the  n*^  erder  ». 
AVni  AcU  Reght  Soe.  Vpê.  Sér.  111,  toI.  S,  ISli. 

(«}  Pkurt,  Compieê  Hemdmg,  t.  LXXVIII,  p.  SSt-SSS,  ISl^. 

(>)  HAsmuGtii,  Jounutt  de  Crtlle,  Bd.  SI,  1S76  et  Bd.  93,  !8tt. 

(*)  Wnccxini,  €  Ueber  eine  ntnt  Méthode  ter  fntegratioa  der  partiellea  Diffefeatial* 
fleiciMaigien  wwéàtt  Opdaong*  (Siteur ayèen  eMe  éer  k.  Âkmdemie  àmr  WiMêemêtkmftem. 
Wiea,  Ahth.  Il,  Bd.  «  et  8S,  ISS3.I8SI). 

(*)  J.  Kono,  «  Théorie  der  partiellea  DiffereatialgMchaiigeB  sweiler  ordanag  » 
(XaihemaiiêcheAmMilemt  t.  XXIV;  1884}.  L'important  n^émoire  de  M.  Kôaig  sera  analysé 
plus  loin. 

{*)  ScaMWT,  iDIehitegratlonderpartiellenDiirefentialgleichnngentweilef  ordnvng» 
(nemkêekrêfitm  der  k&iaeHSehem  Akademiedet  Wiêêemêckitpen,  Wien,  Math.  Natarw. 
GhMe«Bd.  48:  taaSK 

HF.  US  Bota, «  Applicalion  da  la  méthode  da  Daihowi  k  llatégmtiou da  ra^uation 
dilTérentielle  «=  /'(r,  I)»  {.ArchiteM  méerhmdiiiêee,  t.  XXVII,  p.  35S-4i2j. 

(*)  n.  A.  W.  Skcssaji,  mVi  méthode  de  Oarhens  ponr  llntégratloa  des  éqvallons 
ans  dérirées  partielles,  non  linéaires,  dn  second  ordre»  {Arekieee  méerlamdmiwe»^ , 
t.  XXVII:  p.  883-351).  On  tro«Te  dans  ce  travail  «ne  analysa  suecincte  des  Mémoiies* 
qui  Tiennent  d'étn  dtés. 

(*)  MAnuci  Utt,  Cmmplee  Remdmê  de  VAtmdémie  deê  5cfeM«t,  t.  LXXV(l81S),p.  I.88I. 

(I*)  gopncs  LiK,  «Znr  Thetirie  der  PlAchen  Gonstanter  Rrammnng»  {Arekiw  /hr 
Malkenmlik  og  Smimrtidetukmh,  t.  V;  1888). 

«  Disnmion  der  DitTerentialgleichanges  »  =s  F  (s)  (nT.  1888y. 

«  nésomé  d'une  théorie  dlntégration  »  {FûrkemdUmfer  Vêdemtkmèê'SeUMH  f  CAris- 
linnNi,  1888). 

«  Znr  alIgemcinanTheorie  der  peirtiellen  DilferentialgleiehungauhsMahigerOidnaage 
(terîdklf  der  BMbL  SéUkê.  GntlUckmfl  ;  1883). 

(";  Copies  Jknrfnt  de  rAemdémiê  dm  «eiencw,  88  mai  1881;  Il  féniar  1888; 
98Tril  lam  ;  8  décemhre  I88S  ;  Thêta  da  Doctorat. 

(•«)  JTef AeMKatAe  Jnnniai,  I.  XLVll  ;  p.  888-111  ;  SflnmfsIcrMIt  dltr  «alAtam» 
lifcAe  nbysfihilifeAe  CShust  derk.  fmger  AkÊdemk  der  Wkeemfekmfhm^  Bd.  88  et  88. 

08)  u  Mimaite  da  M.  Beuine,  puhlié  dans  un  rscuatt  lusw,  est  ana||8é  dans  le 
mnismi  dt$  SejofeÊÊ  maiMMafifnet,  !•  Xt  I    aêiie,  p.  88* 
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ordres  MipériM» ,  U  y  a»  •«  «wlrtire»  Moias  d^ëq— IJoat  qm  dlaMaasM  à 
déterminer,  tes  reoMpnqvct  qui  iviTenl  penûieenl  eccMer  awei  wm  dîW-. 
rence  proioade  ealre  les  deax  problèoMS. 

Reîsqaev daas  le  casoè  Ton  se  borne  aax  iacoamws^,  VtSi Pt 9»  ^t  *t l»oaa 
«ae  éqttslioa  de  Moîas  <|a*il  ae  fuidrail  |ioar  la  sohrtioa  chercliée  da  pfo* 
blèBM,  il  est  aalarel  de -se  deauuider  si,  ea  adjoipwai  aax  iacoaaaes  indicé- 
deales  les  qâalre  dérifées  partielles  ««  ^,  7,  t,  da  IroinièaM  ordre^  oa  ae 
panrieadrait  pas  à  aa  aoaibre  dVquatioas  safllsaat  poar  détenaîaer  coaiMe 
fèaclions  de  x,  aoa  seulemeal  les  iacoaaaes  priBillires,  aiais  aassi  «,  ^,t,  t. 
Il  se  préseale  Ici  aa  fait  imporlaat  et  qai»  je  crois,  a*a  pas  été  reauintaë. 
le  tèombre  deê  é^MmtioM  ni  emtQre  inférieur  d'mme  aailiF  aa  mumèrt  an  fomciiom 
imcommmet,  t>s  éqnalioas  ae  safllsenl  doac  pas  à  déteraiiaer  les  iacoaaaes, 
coasidi^n'es  coaiaie  foaclioas  de  la  s«*ale  variable  *  ;  auiis  la  differeace  eatra 
le  nombre  des  éqaations  el  celai  des  fonctions  inc«mnaes  reste  la  mèmt 
qa^aaparavaat  :  elle  est  «leale  à  raaité.  Il  ra  est  de  même  si,  aa  liea  de  s'arr^ 
ter  au  lroisi<*me  ordre,  on  continue  les  calculs  jus4|u*à  un  ordre  quelconque: 
i7  y  a  toujourt  mue  éq^ittioH  de  MN*iit«  qu^il  N*f  n  dimconviuet. 

Les  rî*suUat$  pnVi'denlH  établisMenl,  on  le  voit,  une  dilTérence  essentielle 
entre  les  équations  aui  dérivées  |iarti«'lle$  du  premier  ordre  et  criles  des 
ordres  supérîeunt.  Pour  l«*s  équations  du  premier  ordre,  le  aombre  des 
équations  contenant  seulement  les  dérivées  |iar  rapport  A  jr  est  toujoun  égal 
au  nombre  des  fonctions  inconnues.  Il  nVn  est  plus  de  même  poar  km  équa* 
lions  d*ordre  sufiérieur.  Pour  l'équation  de  Monge,  par  exemple,  on  n*a  que 
trois  relations  |iour  déterminer  2,  j»,  v,  y,  considéré«*s  comme  fonctions  de  x. 
On  sait  tout  le  paili  que  Ion  tii-e,  d ailleum,  de  ces  relations  dilT/'rentielles : 
toutes  les  fois  qu'elles  offrsat  deus  comlHaaisons  inlégraldes,  an  peal  résaadre 
Téquation  aux  dérivées  |iartielles  prcqKNi«*e,  ou  du  moins  la  ramener  k  une 
équation  du  premii^r  ordre. 

I^es  remarques  que  nous  avons  faites  Indiquent  de  même,  |NMir  les  équa« 
tions  du  second  ordre,  la  métliode  suivante  : 

On  essayera  de  trouver,  en  dehors  de  Téquation  profiosée,  dtnix  combi- 
naisons iiilégrables  des  équations  eu  jf,  s,  p,  9,  r,  s,  (•  Si  ces  combinaisoas 
existent  dans  les  deux  systèmes  que  Toa  oblieul  eu -prenant  saccesnivement 

^e 
pour  ^  IcH  deux  racines  de  Féquation 

le  problème  piiurra  être  considéré  comme  entièrement  résolu  ;  si  Ion  n'a 
pas  de  combinais«>n  inté|crablt%  on  aura  recours  aux  équations  qui  contiennent 
les  dérivées  du  troûiième  ordre.  Àhrt  wn^me  que  1rs  prewUère»  éqtmiêOH*  ae 
faunUr^iemî  jms  $le  eamkiiUiiMom  nueeplihie  ttimiégrmiiam^  êe  srcamf  sysfême 
form^  «rrc  les  dérivée$  prhfet  jir«9«*tf a  iroisihne  ordre  pomrrm  em  âammer.  Si  ee 
t^»ihÊ€  n^eâlpttt  nueepUble  d'intégraiiuH  pnriieile^  oh  ira  jwqu^ûux  àérirêft  dm 
quairihM  ordre ^  et  fon  pourra  avoir  deti  eombimaiâoat  ialégrabiet;  el  aiwi  de 
mite, 
\a  remarqae  précédente  me  parait  conduire  à  ane  méthode  plas  feénérale 
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q«e  celles  qui  «ont  hahitoefleaieiil  employ^en.  On  peut,  dn  reste,  pr^nter- 
cette  méthode  soqs  un  antre  point  de  vne  qni  permet  d'obtenir  pins  facile* 
ment  les  systèmes  snccessifti  qne  Ton  anm  à  intégrer  partiellement 

Snpposons  qne  Inn  quelconque  de  nos  systèmes  conduise  à  deux  combi* 
nuisons  intégrables 

F  {Jt,  f,  *,  p,  f, ...)  =  t>»  Fi  (j».  If,  x,p,  f, ...)  =  C^. 

Les  deux  constantes  qni  figurent  dans  ces  équations  iloirfnf  lire  eon^éréen 
lien  fometkmn  d^tme  tnéme  vwrùtble;  en  éliminant  cette  variable^  on  est 
à'  une  équation  de  la  forme 

f  =  fonction  arbitraire  de  P|. 

Cette  dernière  relation  peut  être  considérée  comme  une  nouTelle  équation 
aux  dérirées  partielles,  compatible  avec  la  première,  et  qui  admet  en  commun 
arec  elle  une  intégrale  «ree  une  fameikm  mMifmhrt.  nous  sommes  donc  con- 
duits à  la  solution  de  la  question  suivante,  qui  répond  i  ce  deuxième  mode 
dVxposition  : 

Tramtr  mme  éqwtÊfkm  4nur  éérMen  pMrfieiie» 

4m  n"*  ordre^  mdmflîttnl^  en  commifa  ^xee  lapropoitétf  urne  noitithn  tonlenfinî  «n 
motaii  u Jic  fimeikni  mrhilrûire. 

Tour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  la  proposée,  différentiée  a  —  I  fois, 
donne  n  équations  contenant  les  dérivées  d*onlren  +  I,  au  nombre  de  n  +  S* 
l/équation  V  =  n,  différentiée  successivement  par  rapport  iijr  et  par  rapport 
à  f,  donne  deux  équations  contenant,  elles  aussi,  les  dérivées  d'ordre  a  +  L 
On  a  donc  en  tout  n  +  {.équations  contenant  linéairement  les  dérivées 
d  ordre  n  + 1 ,  et  qui  déterminent  ces  w  +  2  dérivées  en  fonction  des  dérivées 
d'ordre  inférieur,  si  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles  dont  on 
cherche  la  solution  commune  sont  prises  arbitrairemehl.  Mais  Ici,  cela  ne 
doit  pas  être;  sans  cela  les  dérivées  d'ordre  supérieur  à  a  +  t  <«  détermi- 
neraient toutes,  comme  les  dérivées  d'ordre  a  +  I,  en  fonction  des  dérivées 
d'ordre  moindre;  puisque  une  fois  oblenues  toutes  les  dérivées  d'ordre  n  +  f 
en  fonction  des  dérivées  d'ordre  inférieur,  on  n'aurait  qu'à  dériver  touteii  les 
équations  qui  donneraient  chacune  de  ces  dérivées  pour  avoir  les  dérivées 
d*ordre  supérieur  ;  et  la  solution  commune,  si  elle  existait,  ne  pourrait  con- 
tenir tout  au  ptas.fu'un  nsmèreianiïé  âe  €mÊ$tmUe$  mrhiirminn.  ti  fhut  donc 
que  ces  m  +  t  équations  contenant  linéairement  les  n  + 1  dérivées  d'ordre 
n+  î  forment  un  qrstèmo  Indéterariné,  ce  qui  donne  deux  équations  de 

condition.  Gomme  deux  des  équations  contiennent  les  dérivées  de  V»  rj-t  -r*  t 

JV  W  W 

-^f  XT'  %l*  ***t  ^  relations  de  condition  doivent  être  considérées  comme 

A    4^  #f     - 

deux  uquaiions  aux  dérivées  purimlles  du  premier  omiu^  anxquailea  doit 


\ 
\ 


110  aurmut 

■albUM  la  imaiiiira  ¥•  Cm  /mirtiiMii  mmI  kMMOflèBM  al  éià  ÊtùÊmÀ  étÊKé 
par  rapport  au  dérivéaa. 

Ce  qiii  précède  explîfae  el  géaéniiia  la  reHMrqae  par  hfselle,  Bow  a 

établi  qae  Tea  peai  to^joan  recoanaltre  lî  rapplkaikwi  des  métliadet  ée 

Moage  ei  d*Aiapère  povrra  réaisir.  Boar  a*aTaîl  exaniaé  q«e  le  preaùer  cas, 

celui  où  on  mppoie  que  Téquation  du  fécond  ordre  a  use  ialégrale  ialemié-* 

diaire. 

tes  deux  métliodes  que  nous  Tenoiu  dindiquer  se  retroufeat  d*ailleuia 
daoi  la  théorie  des  équallont  aux  dérivées  partielles  du  preoùer  ordre.  La 
première,  foudée  sur  le  change  Bneai  de  Tariables,  est  due,  comme  on  sait,  4 
rillusire  Caucby,  qui  Ta  donnée  en  1819.  La  seconde  a  été  Introduite  dans  la 
science  el  développée  par  Jacobi.  C*esl  en  essayant  dVtablir  un  lien  entre 
les  deux  méthodes  que  j*ai  été  amené  à  Tétude  dont  les  résultats  principaux 
ont  été  résumés  ici* 

La  seconde  méthode  peimet  de  te  rendre  comi»te  simplement  du  nombre 
des  intégrations  qui  sont  nécessaires  pour  la  solution  complète  du  problème; 
mais  il  est  indispensable  qu'avant  de  traiter  ce  point,  nous  entrions  daaa 
quelques  explications. 

Soit  une  équation  aux  dérivées  partielles  d*ordre  a 


-/*>s        >i  \_^ 


Désignons  par  Ru,  R«.|«  ...«les dérivées  du  premier  membra  de  TéquatioM 

d*S  ^S 

prises  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  a,  r— t  c^.|x^t  •••  î*oua  appellerona 

é^ualioa  c«raclériili««ie  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  Téquation  aus- 
vante  à  une  inconnue  ir 


l|iilf*  "i"  n«.|M*   *  T"  •••  -^^  O. 

Par  exemple,  pour  Téquation  du  second  ordre,  cette  équation  caracléria* 
tique  serait 

ilaf>  +  Sa  +  T  =  0. 


Cette  définition  une  fois  comprise,  il  est  facile  de  compléter  un  rénrilal 
énoncé  plus  hauL  Pour  que  Féquation  proposée 

^(«»ir»*tPt«f  r,s,l)s=o 

et  Téquation  aux  dérivées  parliellea  Vs=  a  aient  une  solulîoncoBununa  avec 
une  fonction  arbitraire,  il  faut  d*abord  que  réquatmii  caractériatîqua  êm 
réqualion  V  s=  a  admette  une  racine  de  réqualion 

Rai»  +  Sa  +  T  =  o. 

m 

On  voit  donc  que  les  équations  V=  a  que  nous  cherchons  se  partagent  ea 
deux  classes,  suivant  qu Viles  apparlienaeni  à  Vmmt  ou  ou  i  rautra 
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raeines  de  l'équation  précédente.  Pour  Im  solution  complète  du  problème,  0 
mlBl  d'avoir  une  équation  de  chaque  classe,  contenant  elle-même  une  fonc- 
tion arbitraire.  Un  nombre  quelconque  d*équations  diliérentielles  apparte* 
nant  à  la  même  classe  ne  peut  donner  Tintégrale  complète  de  notre  équation. 
Il  est,  du  reste,  évident  que  si  Téquation 

Ru*  +  Sa  +  T  =  o 

• 

est  irréductible,  si  S*  —  4RT  n'est  pas  carré  parfait,  il  suffira  de  changer 
dans  une  intégrale  le  sipie  du  radical  pour  en  obtenir  une  nouvelle. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  Féquation  caractéristique  est  irréductible,  il  suffit, 
pour  la  solution  complète  du  problème,  que  Tun  des  systèmes  à  intégrer 
foumisee  deux  combinaisons  intégrables  correspondant  à  la  même  racine 
de  Téquation  irréductible.  Si  Ton  n*a  pas  le  nombre  voulu  de  combinaisons 
intégrables,  on  n'aura  évidemment  que  des  solutions  particulières. 

Les  méthodes  précédentes  réussissent  toujours,  il  est  facile  de  le  démontrer, 
toutes  les  fois  que  les  intégrales  seront  de  celles  qu*Ampère  appelle  Mégrmiet 
de  la  prtmitrt  c/afte,  et  qui  ne  contiennent  pas  de  signe  d'intégration.  » 

1B1«  La  plupart  des  propositions  énoncées  dans  ce  qui  prëeèdo  ont 
été  démontrées  au  chapitro  ti.  En  particulier,  on  a  établi  directement 
qu*il  rereanit  au  mémo  de  rechercher  les  combinaisons  intégrables  des 
équations  différentielles  des  caraetéristiqnes  d*une  équation  du  second 
ordre  F  s=  o,  ou  de  chercher  les  équations  V  s  a  du  n"**  ordre,  qui 
ont  en  commun  UTec  la  proposée  une  solution  dépendant  d*une  infinité 
de  constantes  arbitraires.  Le  seul  point  qui  demande  h  être  eauuniné 
de  plus  près  est  le  suivant. 

Supposons  que  les  équations  différentielles  de  l'un  des  systèmes  de 
carac^léristiques  d*ordre  fi  de  l'équation  pn^Misée  F  =  o  admettent  deux 
combinaisons  intégrables  distinctes 

<f «  =:  o,         tf e  =  o. 

Tune  au  moins  des  fonctions  u  et  v  renfermant  les  dérirées  d*ordi^  n. 
Soit  (S)  une  surface  int^rale  de  l'équation  F  ss  o;  le  hmgd'une  came» 
tériatique  du  sjstème  considéré,  située  sur  (S}t  u  et  u  resteatconstants. 
Ce  sont  donc  dtes  fonctions  d'une  seule  Tariable  indépemlante  et,  par 
suilet  elle  sont  fonctions  Tune  de  rautre«  Toniê  imUgrmh  de  téquûîion 
pêvpmiê  9Êii»fkU  tfonc  «mfi  à  une  équaiiom  de  Im  /brme 

qMlle  qatf  toH  la  loactioa  f  «réqMtioa 


\ 


Itl  OummB  vu 

les  éqMtMHis 

fonBMil  donc  toajows  «n  qrtIèaM  «•  involiili«i.  'Os  appelb  q^dq^e» 
fois  réqvaiMNi  m  *-  f  (v)  =0  urne  iniégrmU  imtmrwMimit9  de  réqwitio a 
du  Moosd  ordre  P  =s  o. 

La  propoMlioB  préeédenle,  q«i  eil  foadamettUle,  s'élâbl  il  aiféncsl 
par  le  catcul.  Peur  flxer  les  idéee,  mppoeoos  réqualioa  d«  aecottd 
ordre  résolue  par  rappoK  kr 

et  soient  M|.  m^  les  deux  raciues  de  réquatiou  earaelérislique 

Nous  admeltoDs  de  plus  que  u  et  u  soni  deux  intégrales  distinctes  d« 
système  d*équations  simultanées 

on  suppose;  comme  plus  haut»  que  v  et  e  ne  renferment  que  les  dériirden 
PiiOù  iest<  2.  Cela  posé,  je  dis  que,  si  dans  n  et  u  on  remplace  4r  par 

une  intégrale  quelconque  de  Téquation  (I)  et  p«  par  x"~rT*  la  déter» 

minant  fonctionnel 

D(ii.e)  .       .   ■■ 

ei*.  il^l^i|*nnll^  ai*.  Oi  t,  et  effet, 


D(ti,e) 


si  on  multiplie  les  éléments  de  la  seconde  ligne  par  Mj  et  qu*on  ajoute 
à  ceux  de  la  première  ligne,  les  deux  éléments  de  la  première  ligne  ém 
nouveau  déterminant  sont  nuls.  On  a,  par  exemple,  pour  le  prenûer 
élément 


â)+"«(â)+5ïS:'^'+Lè+'"'5è::  !>^+"^è'^*" 
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€*6st-A-dire,  en  tenant  compte  dee  équations  (S)  et  des  relations 

ifii  -f-  iNj  —  j^t  m|M4  —  j^t 


el  le  eoelBcient  de  ^  *       est  nnl  eridemnient  lorsqne  s  est  vne  inli- 
grale  de  réqnaffon  (I),  et  que  Ton  remplaee  pm  par 

L^équatioB  |^.  ^    •  rs  o  est  dons  une  conséquence  de  réquatîon 

r+Z-sio. 

15S.  Considérons  d  abord,  avec  M.  Darboux,  le  cas  où  chacun  des 
deux  systèmes  de  caractéristiques  admet  deux  combinaisons  intégraUes« 
de  sorte  que  Téquation  du  second  ordre  F  =  o  admet  deux  intégrales 
inlermédiaires  distinctes,  appartenant  à  deux  svstèmes  de  caractéris- 
tiques diflerents  et  n  étant  pas  nécessairement  du  même  ordre 

» 
Toute  intégrale  de  Téquation  du  second  ordre  vérifie  ainsi  deux  équa-* 
tions  de  la  ferme  précédente,  et  inversement,  qudies  que  soient  les 
fonctions  ^  et  j»,  les  trois  équations  simultanées 

F  =  o,  u  — *(r)=:o,  «.  — f(r,)  =  o 


ferment  un  système  complètement  intégrable,  dont  Finlégrale  générale, 
qui  dépend  d*un  nombre  fini  de  constantes,  peut  être  obtenue  par  Tinté* 
grationd*un  système  d*équations  différentielles  ordinaires  (n~  142,143}* 
Lorsque  v,  e,  Uif  r,,  ne  renferment  que  les  dérivées  du  premier  ordre, 
réquatien  du  second  ordre  considérée  est  nécessairement  de  la  ferme 

Ur+SKf+U  +  M  +  N(n  — j^sso 

et  qipartieBt  k  la  dasse  étudiée  aux  »**  41-48.  Le  cas  le  plus  simple 
après  cdui-là  est  celui  oft  «,  e,  ii|,  U|  ne  renferment  aucune  dérivée 


It4  aunnuB  Vu 

ialiodaiMM  dMs  vartablM  «afliaifw  •  «1  ^  «é  ponai 

•  =  «,        «  =  f(«),        »^  =  ^        «««♦»); 

de  ees  qMtM  éqoalMMs  6i  dt  F  s  a,  oa  pMl  lifcr  cwq  dis  hmik 
variabkt  jr,  y,  jr,  j»,  f ,  r«  «,  I,  ••  ImmbImni  des  trois  «rtras  al  d»  «,  ^ 
t  («)t  t  (P)-  Ea  rMBpiaçtBl  ces  ciaq  Tarisblss  psr  Isors  vslews  dns  tes 
fdsUoss 

on  csl  conduit  k  «ii  systèsaa  conpIèlsnMit  intégrshls  d^<qsstionf  siml 
dilerenlielles  totales  po«r  déterminer  les  trois  Tsriablaa  wfrtantaa 
en  fonction  de  a  et  p.  On  ne  pourra,  en  général^  acbever  Tinlégra- 
tion  tant  qa*on  n*anra  |>aa  particnlarisé  les  fonctions  f  et  f  • 

Noos  aUona  applicpier  la  néthode  à  qndqnes  exemples. 

EvanrLB  I.  —  Soit  à  intégrer  Téquation  de  liouvilfo  (I,  p.  97) 


(3)  #  =  •»; 


les  éqnalions  différentielles  des  caractéristiques  du  second  ordro 
respectivement 

(I)  </â9  =  o,    rfj  =  fjd^t    dp  =  e»rfy,    dq  =  id^^.    drssp^éjfi 

(II)  djf  =  Ot    dz  s:^  pdx^    dp  ss  rd^t^    dq  s=  e'disr,    di  ss  ^^qdx. 

m 

Le  système  (1)  admet  lea  deux  combinaisons  intégraUes  dx  ss  ^ 
d  (r  — ^)"*  o«  et  le  système  (II)  admet  de  même  les  deux  eombinni* 

sons  intégrablea  d^^zo^  du  —  Çj=  o.  11  existe  donc,  pour  l'éqvn* 
tion  (3),  deux  intégrales  intermédiaires  distinctes  du  second  ordre. 


et  Tintégration  de  Téquation  s  =s  r*  est  ramenée  k  cdle  du  systénM 


LA  MÉTHODB  DB  M.  DARIMnJX  Itt 

iliBtégraUe 

*  =  jf  +  f(')|  <««  +  •'«'#. 

rff  «  rtto  +  (l' +  ♦  (y))  «^. 

^■i<tt  hi  mtwt0  éqdnJwrt  à  —  yiéaw  de  tix  <q— Ijo— 
^£_  >£_ 

h  dernière  équlioii  ^^  =s^  +  f  (y)  a  déjà  été  iiilégr<e  (I,  p.  S6).  Ea 

netlaBl  h  fonctioii  «rbUraire  ^'(y)  aow  «ne  forme  coBteneble,  on  â  m 
qne Twlégrale  générak  peet  s'écrire: 

X  et  Y  élenl  des  fondions  arbitraires  de  jr  et  de  y  respecUvement.  On 
Ure  ensnite  «  de  la  relnlion 

ce  qoi  doane  powx  «M  ezpretsMM  de  la  foriM 


•»  = 


(X  +  Y)«' 


et  en  vériBe  q«e,  «pris  qv»  eoieal  X  et  Y,  eette  fooetioa  x  eet  ive  iali- 
grale  de  T^qattioa  prapoeée. 
Emvu  II.  '—  Soit  à  ialégrer  réqaatioa 

(♦)  r— f«  +  p«  =  o. 

Le*  deas  raeinee  de  réquUoa  eereetéfiatiqae  aoat  ici  : 


IM 


CttAPITM  TU 


dériwéêê  du  tecoMl  ordr«,  bt  e 
défiaiM  par  las  éii«aliotta 


aractérirtiq—  4b 


EaaaboffMuU 
rua  des  aysIèflMs 


0a  a  mia  première  coanbiiiaiMNi  iatégrable  provenaiil  da  la  aialUpii^ 
oalioa  par  un  lactavr  ccMiTenahia  da 


:C.La 
e;de 


e*eal  uae  équalioa  de  Clairaui  doal  Tialégrale  géaérale  est  m^ 
deraière  ëc|ualioa  donae  alors  uae  aouvelle  ialégrale  %  -f-  a^l  : 
sorte  que  1  t*«|ualioa  propoaée  admet  Tiotégrale  iatenaédîaire 

Téquatioa  caractérîstM|iie  élaal  irréductible,  le  secoad  système  de 
téristiqoes  donne  une  autre  inléf^rale  intermédiaire 

• 


Pour  appliquer  la  méthode  générale,  posons  m^  =^  —  «,  «^  z=  —  ^,  el 
par  suite  s  —  si  =  ^  (s),  «  —  N  =^  t  (^)*  ^^  ^^^  ^®  ^^  relatioaa  el  da 
réi|uatioa  prcqiosée  elle-même 


I  — 


f»-a 


l«es  valeurs  de  ji,  7,  r,  #,  I 


dans  les  n*latious 


nous  doaaent 


dp  s  rtix  4-  at(y» 


djg 


<^a 


oaacBMiil* 


d» 
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et  il  suffirait  de  remplacer  ^  (c)  et  f  (^)  par  Tsrrr  et  s^jttv  respective* 

ment  poor  avoir  les  expressions  de  x,  y,  #,  débarrassées  de  toat  signe 
de  quadrature.  Remarqvons  qae  les  sarfaces  intégrales  sont  des  sur* 
faces  de  translation,  les  tangentes  aux  courbes  des  deux  familles,  dont 
la  translation  engendre  la  surface,  restant  parallèles  aux  génératrices 
du  ctea  jf*  -|-  «rx  s=  o. 

188*  La  méthode  de  M*  Darboux  s*applique  aussi  sTse  succès  à 
Téquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  mtnima  et,  en  général,  à 
toute  équation  du  second  ordre  qui  définit  des  suriiMes  de  translation, 
n  est  lôsé  de  s*en  rendre  compte  a  priori.  Toute  surface  de  transla- 
tion est  engendrée  par  la  translation  d*une  courbe  (F),  dont  les  tangentes 
sont  parallèles  aux  généralrices  d*un  certain  cône  (T)  représenté  par 
Téquation 


(!•!)=- 


Tun  des  points  de  cette  courbe  (r)  décrivant  une  autre  courbe  (P^  dont 
les  tangentes  sont  parallèles  aux  génératrices  d*un  second  ctee  (T), 
dilièrent  ou  non  du  premier  et  ayant  pour  équation 


(J5)=- 


On  sait  que,  dans  ce  mouvement,  tout  point  de  la  courbe  (F)  décrit 
une  courbe  égale  à  (f)  et  que  la  surface  peut  aussi  être  engendrée  par 
le  mouvement  de  translation  d*une  courbe  {V)  le  long  d  une  courbe  (r). 
Les  courbes  (P)  et  (F^  de  chaque  surface  constituent  les  deux  familles 
de  caractéristiques.  Pour  montrer  que  la  méthode  de  M.  Darboux  est 
applicable  i  Péquatien  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces,  il  suffit 
de  faire  voir  qu*il  existe  deux  fonctions  distinctes  de  p,  q^  r,  #,  I,  qui 
conservent  une  valeur  constante  quand  on  se  déplace  sur  une 
caractéristique.  Prenons,  par  exemple,  une  courbe  (P')  ;  par  chaque 
pomt  de  (T)  passe  une  courbe  (P)  située  surla  surface  ;  soient 

les  équations  de  cette  courbe  ;  puisque  la  surface  est  engendrée  par  k 
Iransfationde(P),  les  valeurs  de  /,  s\  jTf  ^t  fdatives  h  eetle  eourbe(P) 
aontles  mêmes  toutle  long  de  (JT).  Or  on  a,  pour  déterminer/,  ^«j^^^i 


# 


IM  GMAnnii  vil 

lit  WÊÊÊté  éanÊÊÊiùÊiÊ 

« 

qsi  moalntttt  f|M  /  el  i'  dépendettl  de  |»  M  4»  f ,  Indis  qM  j^  il  j^- 
dépandMt  ito  ji,  ç,  r,  # «  f.  Os  a  donc,  pour  1m  earaetfrialiqvM  d«  qr»» 
ièoM  (r),  dMx  totégnJet  praoïièrM  disliaclM 

dont  la  première  ne  conlienl  que  lee  dériYérâ  de  premer  etdre,  Iwdia 
que  la  eeoonde  cooUenI  lee  dérivéee  da  eeouad  ordre.  Le  màmm  rahiMi 
nemenl  e^appliqee  aueei  aax  caraelérielif|uee  (r). . 


154.  BxiMrLi  III.  —  Suilà  ialogrer  réqualion 

(»)  r  +  rW^o. 

Lm  équations  dm  dewi  «ytlèmM  d*  c«ract4rMUi|«M  Mal  nspaeliv*- 
nenl 

(I)  <(yBO,«r«sjN<».<(p«— /-(«VAr.-d/f  s«e».  A+/"(«)i«=»; 


!•  premier  admet  deux  combinaiMNit  iatêgraUea 

le  iecond  en  admet  troie 

On  a  donc  deos  intégrales  intermédiaires  distiaetas  i|iie  mws  deriroas! 

(6)         I  +  F  (.)»  ♦'(!>),         jr -»/'(«)=,•(.), 
•n  posant 
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Y  «I  f  étant  dat  fimetbnt  arbitraires.  Poor  plua  da  aymétria,  poaooa 
9 asa,  y  ==  p;  laa  équationa  (5) at  (6)  donnant 

On  a  anamta  : 

dp  s  rdjf  +  êdjf  ssd{rx)  —  »dr  +  Mfy 

«tf  par  anita, 
On  a  da  mèma 

at  on  an  tira 

On  •  X  par  an«  nonvdle  quadratare 

«  =  P«  +  ff  — /(*«'i^+ W«)  5 
«a  peat  encore  jerire  : 

**  + jw*?  «(»•*  + «Jf)  *»  + («a  +  «jf)  rfjr 
ov,  an  rédaiaaat« 

Il  vient  dona  : 
al,  an  portant dana la  Talanr  da  x,  ona  «,  jr,  jr,  ji,  f  ezprimja  an  mqfa» 

MiitaAIMBi.  f 


IM  aumiiB  Yu 

Bxiaru  lY.  •»  Soi!  à  iatégnr  r<qMli«Ni 
(1)  3n«  +  ixs». 

L'un  des  êjw^èmM  de  earactérbUqyet  eti  déflu  |Mir  1m  éqnalioas 
d,^^      rf^  =  (ji  +  j)Ar.      *»(j-^)to. 

qui  admetlenl  les  deux  btégrales  première 

le  Mcond  êjfAimie  de  raractêrbtiques  admet  de  n^me  deax  iiilégrmlea 
premiteea 

Confonnéoienl  k  la  mélliode  générale*  poaooa 

•  +  f  =  8«.    «»»  —  »  =  ♦'(•). 

f  et  f  étant  des  fonctions  arUtrairea  ;  on  tire  de  eea  éqvatîona 


f  ssa 


et  réqnatioD  propotée  douie  ensuite 

r  ss  "^        '  ' 
3 

11  reale  à  exprimer^,  p  et  «  en  fonction  de  a  et  de  f  ;  de  la  rdatioa 

dq  ^  êdx  -4*  fd!y« 


on  tire  d*abord 


•         dSgr  —  «I9       d{q^  »»)  Ar  9edê 
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o«,  en  renplaçaDl  x^  q^  «,  I»  ptr  leurs  nJeâra  elen  efectnanl  les  qoadn* 

y  =  1»  -  «)  [»•(«)  +  ♦'(«]  +  f  W  -  f  (». , 

On  •  ennile  p  «iiiiojai  de  k  relalHNi 

dp  =  rdm  -)*  ^9  ss  il  (rjt  -|-  ly)  «-  ««b*  — .  yd$^ 
qui  donne,  en  eflieciaani  les  qaadraivres» 

on,  en  remplaçant  x,  y,  r,  t  par  leurs  ralenrs 

+ 2«f  (.)  -  ïw'(« + ^  (w  - 1»(«). 

Enfin,  on  tirera  ^  de  la  relation 

dz  ss  pdx  -f-  Yc'y 


.•-• 


par  une  dernière  quadrature. 

Le  dernier  exemple  est  dû  à  M.  de  B^r  {%  qui  s'est  proposé  de 
trouver  tous  les  cas  où  la  jnélhode  de  M.  Darboux  permet  d'intégrer 
une  équation  de  la  forme  f  (r,  t,  I)  ss  o,  en  se  bornant  aux  intégrales 
intermédiaires  du  second  ordre.  Sans  entrer  ici  dans  Tétude  détaillée 
de  cet  intéressant  problème,  nous  montrerons  comment  on  peut  trouver 
des  cas  d*intégrabilité.  L*équation  étant  mise  sous  la  forme 

(g)  r+r{M)=:o, 

noient  m^^  m,,  les  deux  racines  de  Téquation  caractéristique 

les  eanetérMliqws  d«  Meond  ordre  aont  définief  par  Im  éqwalioiw 

(»)  Ânkkm  miiritméafm,  L  XXVH. 


m  aiAPITM  TU 

• 

le  Meond  sytlèaM  te  dëdiiisaiil  dii  premier  «i  perauilaBl  m^  el  m^  <hi 
e  tottjoiira  vae  combinaiiOQ  inlégreble  luaresaBl  de  Té^eÂtiiMi 
de  +  mtcft  ^  o,  potsqoe  «h  ne  renlenne qse «el  I;  eoil 

•i(..l)±=C- 
•    * 

eelle  iotégrele  première.  La  foDction  m  eel  «ne  intégrale  de  réqnation 

da  premier  ordre 

(10)  5j-«,^==o. 

Pour  IrooTer  des  ces  où  il  exîete  une  aulre  intégrale  première,  il  mlBl 
de  remarquer  que  si  Tune  des  fonctions  iN|,  mm^  *— ^  (««  4»  '  4*  ''^i  s*^ 
fait  i  l'équation  (10),  on  a  aussitôt  une  seconde  intégrale  y  —  m^  =  O, 
ou ji4*  [f{**  0  ~  *"i']  a*  ^  C,  ou  9  —  («  +  iMi,)  ;r  HiC.  Prenons  par 
exemple  le  premier  cas  ;  pour  qu'il  se  présente,  il  but  que  Ton  nil 

■    . 

On  a  une  combinaison  analogue  pour  le  second  système,  pourvu  qne 
l'on  ait  aussi 

ai  ~  >» 


—  -r^  Ml  =  o. 


On  peut  remplacer  ces  deux  conditions  par  les  combinaisons  aoi« 
Tantes 

a  (m,  +  m^)      i  {m,m^) 
>fm,«  +  m/)__  >(m,4-»i,) 

pourvu  que  les  racines  m|,  m^  soient  distinctes.  La  première  se  rédiiii 
.i  une  identitéi  tandis  que  la  seconde  devient,  en  rem|ilaçanl  m^mt9 
Ml  +  Ml,  m}  -f*  M*|  P*<^  lours  valeurs. 


c'est  Téquation  intégrée  plus  haut  (Exemple  II,  n*  IS2)  pourvu  qu*oa  y 
remplace*  I  et  s  par  x-  et  y.  On  en  conclut  que  toute  équation  de  la 
forme 

r(r,#,  0=0 
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•Intègre  de  celle  façon  lorsqne,  quand  on  considère  r,  «,  f,  comme  des 
coordonnées  couranlee,  celle  ëqnelHMi  reprësenlevne  surface  de  Iraosle- 
lion,  les  conrbes  des  deux  familles  doni  le  Ininslalion  engendre  h  snrfaee. 
ajrani  leurs  langenles  parallèles  aux  gènéralrices  du  cÂne  t*  —  ri  s  o. 

IBB.  Prenons  mainlenanl  le  cas  général  où  Téqualion  du  second 
ordre  proposée  admet  deux  intégrales  intermédiaires  d*ordro  quel* 
conque,  dépendant  chacune  d*une  fonclion  ariniraire  et  correspondant 
i  des  caraclérisliques  différentes.  Soit 

Téqualion  du  second  ordre  ;  soient 

</ii  =z  o«  cfe  =:  o 

deux  combinaisons  inlégrables  distinctes  des  équations  différentielles 
de  Tun  des  systèmes  de  caraclérisliques, 

(/W|  =  o,  cfVi  ss  o 

deux  combinaisons  intégralilcs  distinctes  des  équations  différentielles  du 
second  système  de  caractéristiques.  Appelons  m  Tordre  des  dérÎTées 
de  Tordre  le  plus  élevé  qui  figurent  dans  u  el  r,  n  Tordre  des  dériTces 
de  Tordre  le  plus  élevé  qui  figurent  dans  if|  et  Cg  ;  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  m^n.  Des  Irois  équations 

(«)  r  +  r=o,  M  =  ?(e).  if.^+Cr.), 

qui  ibrmeni  un  système  complètemeni  inlégrable,  et  de  celles  qu*on  en 
déduil  par  des  différenliations  répétées,  on  peul  alors  tirer  Texpression 
de  toutes  les  dérivées  parlielles  de  la  fonction  inconnue  au  moyen  de 

•'■.y»  ^1  PtM Put  —. Pi.i-i;  IVii  — f  IV--I  (n*  t*3)  ei  former  un  sys- 
tème complètemeni  intégrable  de  (m  -|-  n  —  i)  équations  aux  différen- 
lidles  totales* 

On  peut  encore  opérer  comme  plus  haut,  en  inlroduisanl  deux  nou- 
velles variables  indépendanles  a  et  p.  Si  on  pose,  en  ellel. 


u  «■  a,         e,  =  p, 

on  Jiufa  aussi  m  =r  f  («),  »•  =:  f  (N-  ^  ^^  quatre  équations,  jointes  A 
celles  qp*OB  obtient  en  diffirentiant  Téquation  r  +  ^  ss  o,  on  peul  tirer 


1m  valeun  de  plnsiewt  des  udeBMs  Twidilaf 


an  nojrM  de  «,  p,  f  («),  ^  Ql)»  M  des  variablee  wiifaBleii  Bb  wlielft^aal 
dans  le  ayalèiiie  d*éqpMlioM  aax  diSétealiellea  lolaiee  dont  il  a  été 
ipiesUoB  toQl  à  riMare,  oa  a  va  aoaveaa  syalèiae  coajufclêteiaai  ialé* 
grable  d*é<iiialM»8  aax  diflérentielles  UHalee  eaUe  (ai  «f-  *  ~*  !)•  iMie> 
tiotts  iaconaaes  jr|4  it  •••%  ^«-A^a-it  ^  deux  Tariabka  iad^peadanlea  a 
et  p.  L'âne  qaelconqae  dee  équations  de  ce  syslème  est  de  la  ferme 

(13)  I  ^^'— ^'  !*••  ^«'  —•  ^•♦•-•'  «»  ^  »  (•)•  ♦  (W*  ?'(*)•  ♦'(W  -m]  '» 

les  coefficients  ¥$  et  #i  sont  des  fonctions  déterminées  de  ^|,  ^j,...  « 
^«•fji-ii  ««  P«  f(s)f  t(P)»  pouvant  aussi  renfermer  les  dériTéea 
t'(*)»  t'  (P)»  -**»  jusqu'à  un  ordre  fini. 

IBS.  BMnrLi  V.  —  Reprenons  encore  Téquation 

(14)  #-p^  =  o, 

qui  a  été  intégrée  au  n*  47.  Un  des  systèmes  de  caractéristiques  admet, 
comme  on  Ta  reeonnui  deux  combinaisons  intégrables  du  premier 
ordre. 


dy^o,    ^^(?i— ^  =  o. 


•        « 


Les  équations  diflérentielles  des  caractéristiques  du  second  sj sIèaM 
sont 

en  posant 

On  a  d*abord  la  combinaison  intégrable  dlv  =  o,  et,  si  fan  ponaan 
jusqu'au  troisième  ordre,  on  trouve  une  nouvelle  combinaison  inté* 
grable 


'(5'»^^)=- 
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Lm  trois  <qiifttkHis: 

foimtBl  donc  im  système  complèCeiiient  inlégniUet  ifoeUas  qoe  soient 
les  Ibnetioiis  arbitreires  f  (jr)  et  ^{x).  Pour  intégrer  ee  système,  pre- 
lOM  ineoBnoeseûiliairssjii  et  |4;oa  déduit  des  équtioasCiS) 


,„,  (5='"  t-'^  ^=^ +'.♦(•). 

(^  =  1'  +  t(jr),    jJ^J»!'.     ^-Pt'  +  Ph 

•I  oa  «I  eoBdoH  i  hMgrw  le  tjMm»  d'éqaalioM  «os  diSérmUellM 
lolalM 

(*•)      {  *i«P«*»  +  J»i*<'j'. 

*■  '^  [^  +!»•♦{•)]*»  +  04*  +  Pî)  '19' 

Po«r  eda,  ialégroM  d'abord  les  trois  <qa«tioM  (15*)  de  la  prenièro 
ligM  o«,  ee  qai  revient  a«  nème,  réqaaiioa.  «aiqae  da  troisièiM 
ordre 


le  premier  membre  de  cette  éqeation,  qui  se  présente  dans  Télnde  des 
éipietioBs  dtflérentielles  linéaires  da  second  ordre,  ne  change  pas  de 
forme  qund  on  effectue  snr  jr  nne  snbstitniion  linéaire  qnelconqne. 
Si  donc  jr  ss  X  est  nne  intégrale  particnUère  de  réqnation  (17),  Tinté* 
grale  générale  de  cette  éqnalion  est 

/iA\  nX  +  è 

«,  èf  e,  <l  étant  indépendantes  de  x.  Gomme  f  (x)  est  mie  fonction  arin- 
tnére  de  «,  fl  est  clair  qn*on  pent  prendre  aaesi  ponr  X  nne  Ibnction 
arbitrabo  de  #,  et  rintégrale  générale  dnqr«tème  (16)  estdelalbrme 


IM  CHAnTM  VII 

précMml»,  oft  «,  *•  e,  tf ,  déûgnenl  des  ioarUo»»  de  k  tede  TariaUe 
On  pe«l  CMora  écrin  eelte  ialégrala 


'-■M+SitïW 


Cl  si  OS  snbtlilne  celli»  Yalenr  de  z  dans  r-  —  -^-1  en  éerWanl  que  le 
r  ésnltet  eel  tndépendani  de  X,  on  trouve  les  conditione 

•i  (y)  -  ••  (y)  s  (y)  =  o.    «•î(y)  +  «.(y)=o. 

» 

Soit  1^  (y)  =  Y;  on  déduit  des  conditions  précédentes  i|u*a  fanl 

prendre  I,  (y)  =  —  tV,  l,  (y)  =  y#*  ^^  ^^^  retrouve  le  résuHet  obCemi 

plus  hml  (n*  47). 
ExBMrui  Yl.  —  Soit  à  intégrer  Téquation 

rt  —  j»  ss  o, 

à  lequelle  se  ramène,  par  le  trensformetion  de  Legendre,  réqnniion 
d*Anipère  étudiée  précédemment  (n*  100). 

Pour  un  des  systèmes  de  caractéristiques,  on  a  trois  combinaisons 
intégrables  du  second  ordre 

pour  le  second  système,  on  a  une  combinaison  intégrable  du  prenûer 
ordre  dy  s  o,  et  une  combinaison  intégrable  du  troisième  ordre. 


<'(pM  +  rPi»)  =  o. 


Lintégration  de  Téquation  proposée  est  donc  raoMnée  à  cdie  du 
système 


avec  deux  fonctions  arbitraires  f  et  f.  Si  on  prend  pour  ii 

au  xilîaircs  j>,  9,  et  I,  ce  système  est  équivalent  au  système  complète- 
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(A)  )rfp  =  «ifo  +  ^y, 

I  dq^  êdx  +  Irfjf, 

oè  M  nppose  qM  «  est  renplicé  par  m  valeur  tirée  de  réqùalioa 

-  —  »(«—«); 

Pis  ^  Pm  •*oblîenMol  aa  moyen  de  la  relaiioii  oblenve  en  dUKrenliani 
la  précédente  par  rapport  à  y  et  de  la  dernière  équation 

Pb3  +  -Pif  =  *(y)- 

L*inlégration  dn  système  (A)  présente  vne  simplification,  car  #  étant 
soppoeé  remplacé  par  sa  Talenr,  h  seconde  équation  ne  feuleram  pins 
que  les  variables  m,  jr,  p,  et  leurs  dUlereotielles*  Pour  rintégrer»  posons 

p  =  n*,  s  —  mssm 

et  remplaçons  f  par  f*;  il  vientfs  nf  (a)^  rnssu^  (a)^  a^et  Féquation 

devient 
Oaeadédait 

«  »  (y — f.)  ?  («) — t  («)  /  ^ï^î 

réqpnliM  dg  =  pdm  <f-  qdg  devimt  «Ion: 

ib  s  •>  )  t  («)  4bi  +  i.t'(«)<Ai-.«fa|  H- f«4r 


rf»«î««|  •»'(«)- »l*  +  l«^*(«)  +  f|«¥. 
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Ptr  Miia,  r«spMttfaMl  gteénik  de  #  Mt  de  la  tomm 


^«tJil«|M,'{»)-.i|Ai  +  Y, 


•I  iaTeraenenl,  ipidle  que  loii  le  iMetioe  Y  de  y ,  ea  oblaeftl  eiaei 
«ne  îolégrele  de  réquelbe  propoeée.  On  peel  se  leieser  eebewter  qu*— 

•eul  signe  de  qeedretare  en  rempleçeel  f  *  (a)  per  Try^* 


167«  Supposoas  mainleiiaiil  qa*oii  seul  dpê  ejsièaiee  de  cereetérie* 
tiques»  eoppoeés  dielincUt  de  réquelioD 

edmeite  deux  combinaisons  inlégrablês  distinctes 

cbsoi         tfusso. 

Tune  au  moins  des  fonctions  «,  r,  renfermant  des  dérivées  d*ordre  », 
et  aucune  ne  contenant  de  dérivée  d*ordre  supérieur  à  n.  Pour  fixer  les 
idées,  supposons  que  m  et  v  soient  deux  intégrales  distinctes  du  ufs* 
tème  d*équaUons 


(») 


^^"••••*t»(âMâ)'(S^  ont  le  même  sens  que  plus  kaal 
(Chap.  vi).  L*équation  proposée  (19)  admet  une  intégrale  intermédiaire 
d*ordre  n 

(81)  y-+(e)  =  o, 

avec  une  fonction  arbitraire  f  ;  et  inversement,  qudk  <pe  soit  la  lone* 
tion  4»,  les  deux  équations 

r-f./'=o,  y  — 4»(r}  =  o 

forment  un  système  en  involution. 

Pour  résoudre  le  problème  de  Cauchy  par  cette  voie,  euppeee» 
donnée  une  multiplicité  M|  d'éléments  du  premier  ordre,  e*est-4-dire 


j 
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vne  courbe  (r)  dont  chaque  point  est  associé  à  nn  plan  tangent  à  (r)  en 
ce  point.  Cette  nnltiplicité  M|  détermine  en  général  nne  snrlaoe  intégrale 
admettant  tons  ces  déments,  sanf  dans  le  cas  où  die  appartiendrait 
à  nne  camctéristiqne,  cas  qne  nons  négligerons.  Soit  (S)  la  sarlace 
intégrale  ainsi  déterminée  par  la  mnltiplicité  M|  ;  on  peut  cakmler, 
comme  fl  a  élé  expliqué  (n*  16),  les  Tnleurs  de  toutes  les  dérirées  per- 
tidles  de  la  fonction  inconnue  le  long  de  h  courbe  (r).  Si  on  substitue 
les  vnleufu  obtenues  dans  n  et  v,  ces  deux  fonctions  ne  dépendent  plus 
que  d*une  seule  variable,  et  la  relation 

•        n-  +  (e)=o 

détermine  la  fonction  inconnue  ^.  Cette  fonction  une  fois  obtenue,  le 
problème  revient  k  trouTcr  Tintégrale  du  système  en  involution 

(tt)  r+r=o,         u-tW^ro, 

qui  passe  par  les  oo  *  élémenU  du  n^  ordre  déBnis  par  la  multipli- 
cité M|  et  réquation  r  +  /*  =  o*  Nous  saTons  que  cette  intégrale  est  le 
lieu  des  caractéristiques  d  ordre  n  communes  aux  deux  équations, 
issues  des  qd*  élémenU  du  n^  ordre  dont  il  rient  d'être  question. 

On  obtient  ces  caracterktiques  communes  par  Tintégration  du  sys* 
téme  d'équations  différentielles  ordinaires 

dfjf  ss  m,i£r,        ^' =Pi.f  dlv-hl^t^i^f* 

4»M  =Putdx+p^idjf,  *-t  4^11-1  =Pv«-.id!v  + Fie» 'jff 

\        d9        }^     p.....       ito  ""•' 

composé  de  Su  +  S  équations  entre  Su  -{-3Tariables«,  y,  jr,pi,««  p^i, 

.*•  Fi.«-if  1%«;  ^  dériTéespi^ ttFi.it  •••  pi.»«a  sont  supposées  rem* 
placées  par  leurs  râleurs. 

Ainsi,  hnquê  fun  dei  êyêtèmei  de  earaeiérisiiqHêi  dordrê  n  priêitUê 
émê»  esmiinniiOiM  ùuéprmàlêê  dkUmelmdm  ss  o,  île  as  o,  tesoimieii  dm 
pnMèimê  de  Cmmehp  eti  rmmênéÊ  à  FinUffrmHam  de  deux  $f$iimê$jnie* 
cmêtfi  d'iqumiùmê  difértniieae$  otditmùrm.  L$  fremkr  de  eêà  èjiièmeê^ 
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^Mi  dommê  u  eiv  ne  dépend  pmê  deê  tamKêiom»  MHmêm.  Le 
lèMM  à  imtéçrmr  défend^  mm  eamirmùr^^  dn  c^mdUiom  MUaIm  (*) 

158»  La  médioda  firécédenle  •"•pplique  eneore  ma  cas  oii  1 
ayalèmts  de  caradérialiques  seraient  confondiis.  Lorsque  ces  de.^  .^.^ 
lèmes  sont  distincts,  on  peut  la  modifier  un  peu.  On  a  tu  en  ellei 
(n*  138)  que  le  système  d*ëquations  diflerentielles  (23)  peut  être  rem- 
placé par  le  suivant 


(m+ 


JLZJ  Mut    !iaL2  — 

auxquelles  on  ajoute  ré(|uation 

tt  —  ^  (r)  =  o.. 

•  •• 

Introduisons  une  nouvelle  variable  auxiliaire  a  en  posant  e  =  a  et, 
par  suite,  ii  =  f  (s).  De  ces  équations,  on  peut  tirer  deux  des  variables 
^«  Mt  ^>  Ph«  —  P^,m  ^^  fonction  de  ««  ^  (a)  et  des  2n  4*  '  variaklea 
restantes.  En  substituant  les  valeurs  de  ces  deux  variables  dans  les 
équations  (21),  qui  sont  précisément  les  équations  différentielles  «les 
caractéristiques  de  rét|uation 

9 

n'admettant  pas  les  combinaisons  intégrables  du  =  o,  cfo  =  o^  on  est 
conduit  à  un  système  de  2#i  +  1  équations  différentielles  à  Sn  -f*  S 
variables  pour  déterminer  les  caractéristiques  communes  aux  deux 
équations 

Ainsi  présenté,  le  procédé  apparaît  comme  une  généralisation  de  la 

(>j  Dans  U  note  déjà  cUé«  ilei  Compitê  itetuênê  (m^).  M.  Maïuice  Lévjr  aaaoeM  ^11 
pi»tféde  une  méthode  générale  pour  intégrer  toulei  le*  éiiuatione  aai  dérivées  par- 
tielles du  tecAHid  onire,  dont  riatégmtkw  se  rsiuéue  i  celle  de  plusleuft  sysièmtii 
d*équalions  différentielles  ordinsiies.  I>*sprés  M.  Sopluis  Ue«  cette  aiétlMide  serait 
ideutli|ue,  dans  ses  traits  esirntielf,  à  relie  qui  «il  développée  dans  le  teite, 
M.  J.  KonigaramenéégaleuieatlasoluliondttprobléuiedeCattrliy  àrintégratioad'équa» 
lions  différentielles  ordinaires,  dans  le  ras  où  aous  nous  plarons.  Sa  méthode 
expliquée  à  la  Sn  du  chapitre. 


LA  METHODE  DB  il.  DARBOUX  111 

méthode  employée  par  Ampère  pour  intégrer  une  équation 

Hr  +  2Kf  +  Ll  +  M  +  N  (W  '—  #•)  =  o, 

lorsque  Fun  des  deux  systèmes  de  caractéristiques  du  premier  ordre 
présente  deux  combinaisons  int^^bles  distinctes  (*)  (n*  SI).  On  peut, 
du  reste,  rétablir  en  généralisant  le  raisonnement  même  d^Ampèrc, 
Soit  (S)  une  intégrale  de  Téquation 

(15)  r  +  r[.r,  y,  s^  p,  q,  t,  /)  =  o  ; 

(*)  Lsnque  «  =  2,  Ampère  arail  déjà  îndiqsê  tomiiMireiiieot  celte  mélliode.  Vofrl 
le  pas«ge  et  loa  Mémoire  auquel  il  est  fait  allnnoii  plus  haot  :  €  Celle  rNoclion 
dee  équations  qvi  dolTeal  eonduire  i  Tintégrale  primiliTe  k  des  équalloas  qu'on  peut 
iulégiër  eomme  «  elles  élaienl  aux  différentielles  ordinaires,  dont  le  nombre  n'est 
inférieur  que  d*ujie  unité  4  edul  des  varialiles,  n*a  pas  lien  seulement  lorsque 
l'équation  donnée  est  de  la  forme 

Hr+  SIU  -f  U  +  M  +  N  W  -«^  =  o, 

mais  elle  a  lien  de  la  même  manière  pour  toutes  les  équations  aux  dilférentielleé 

partielles  du  saeond  ordre  susceptibles  d*nne  intégrale  inlermédiaire.  fhi  trouve 

aussi  dans  ce  cas,.par  le  procédé  expliqué  dans  un  des  paragraphes  précédents,  deux 

équations  relatives  ijret  i  «,  qui  parle  changement  du  signe  du  radicalde  la  râleur  dt 

dm 
• .  f  donnent  deux  autres  équations  on  ce  sont  x  ti  f  qui  sont  considérés 

coonne  variables  indépendantes  ;  la  seule  différence  est  que,  quand  les  dérivées  du 
second  ordre  doivent  être  homogènes  à  rintégrale,  parce  que  l'équation  donnée  con- 
tient d*autrea  puissances  ou  d'autres  produits  de  ces  dérivées  qne  rf  — >«^  on  a  néces- 
sairement dans  le  calcul  div  quantités  x.  y,  s,  p,  f,  r,»,  I,  n et  {U  entre  lesquelles, 
outre  les  quaire  équations  dont  nous  venons  de  parler,  on  a  l'équation  même  don- 
née et  les  Imis  suivantes 

dz  ,      #/jr 

•^».=s  +  l-^* 

Parmi  ces  huit  équations,  il  y  en  a  une  qui  ne  contient  que  les  quantités  mêmes 
^*  f t  s«  P«  f  f  r,  t.  f,  et  cinq  oi'i  il  entre  seulement  de  plus  leurs  dérivées  relatives 
à  jr,  prises  en  regardant  x  et  a  comme  les  deux  variables  Indépendantes.  Les  deux 
autres  seront  relatives  à  jr  et  i  ^}  ;  mais  on  pourra  les  ramener  à  avoir  x  et  a  pour 
variables  indépendantes,  en  y  introduisant  des  dérivées  relatives  à  a.  811  jr  a  nna 
intégrale  intofînédiaire,  elles  fourniront  deux  équations  de  la  forme 

^(jr,  y,  t.p.  f,  r,  s,  /)  ss  ^ 

.    l'i'f  y.  -f  F»  f*  •••  ••  0  =  ♦  (itî. 

qui  ssrvhfoni,  conjointement  avec  Féquation  donnée,  i  éliminer  r,  e,  I  et  leurs  déri- 
vées relatives  à  «  des  daq  antres,  en  sorte  qn*on  ania  dans  ce  cas  cinq  équations 
dn  premier  ardre,  entre  les  sept  variables  x.  y,  s.  ^«  f ,  #  et  /l,  qn*ea  pourra  tou- 
jours Intégrer  comme  si  elles  étalent  ans  différentielles  ordinaires,  pareequ*elles  ne 
lollsndiunl  potal  ds  dérivées  relallvee  à  n,  ce  qal  féduiri  4  elx  le  nombre  dm 
quauUlés  considérfles  comme  variables  dans  cette  inlégrstien*  » 
(Jbmnal  é$  rteok  jwJ^ledbnîf ne,  XYllf  caMrr,  p.  IS-II.) 


( 


';  \ 


(«) 
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rapportant  eelia  nirTaee  à  tes  deux  bmillet  de  auraclérisliqws. 
courbes  coordomiées,.  ci  eoieni  «  el  |l  les  peranèlree  de  ces  àemx 
famillefi  de  courbes.  Alors  -w,  jf,  «,  jn,*»  jii,i,  •••«  Hm^u  f^u  •-. 
j^a  MMil  des  fondions  des  deuxTartiiblessel  ^  qui  sstisfoni  siix  4ii4*^ 
équations  simultanées 

hi  ^      iz  3tir  ,         ïy 

M,  et  M,  sont  les  racines  de  rë«|ualioii  caractéristiqM 

eionHuppose  |)t,«t  pi.if  •••%  J>i.ii-t  ri'uiplucés  par  leurs  Taleurs  en 
Ibnction  de  m^  y»  ^»Pi,0«  •••!  JH.**  Nous  savons  a  priori  que  ces  4ii  -|-  S 
équations  i  Sii  +  3  variablos  sont  coni|Hitibles,  puisque  Téquation 
r  4*  r=  o  admet  des  intégralcs.  Inversement,  tout  système  de  solutions 
des  équations  (96)  et  (S7)  fournit  une  intégrale  de  Téquation 

Cela  posé,  considérons  le  cas  où  les  équations  (S7)  du  second  ays^ 
tème  de  caractéristiques  présentent  deux  combinaisons  intégrables  dis- 
tinctes 

rfai  =  o,  dvzso; 

ceci  prouve  que  le  long  d*une  caractéristique  de  ce  système  (s  ■■  O.) 
M  et  s  restent  constants  et  ne  Tsrient  que  lorsqu'on  passe  d*une  cnrao- 
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léristique  i  mie  antre  do  même  système.  Par  amséquent,  w  et  v  sont 
des  fonctions  de  la  irariable  a  seideiiieiit;on  peat  éYidemment  supposer 
«  s  c,  et  on  ea  déduit  v  =  ^  (a),  la  fonction  jr  (a)  étant  indéterminée. 
On  peut  donc  ajouter  aux  équations  (S6)  les  deux  nouToUes  rela* 
tions 


si  de  celles-ci  on  tire  deux  des  2n  +  3  Tariablesâp,  y,  jr,  pi,f,  ...,  p^m 
en  fonction  de  a  et  des  Su  -f-  i  variables  restanles*  puis  qu  on  substitue 
dans  les  équations  (26),  on  est  conduit  à  un  système  de  Su  +  t  équa» 
lions  différentielles  ordinaires  à  in+  S  variables,  y  compris  a,  que 
Ton  peut  regarder  comme  la  variable  indépendante.  L'intégration  de 
ce  système  d*éi(uations  différentielles  ordinaires  nous  fera  connaître 
œ,  y,  ^f  Pi,««  •••t  l^m  en  fonction  de  a  et  des  valeurs  initiales,  qui  ne 
doivent  dépendre  que  de  la  variable  p  seulement.  11  reste  à  choisir  ces 
valeurs  initiales  de  façon  à  détenir  une  intégrale.  En  généralisant  h 
méthode  de  Cauchy  comme  on  la  indiqué  plus  haut,  on  démontrera 
qu*il  suffit  que  ces  valeurs  initiales  vérifient  les  équations  r  -{-  /  =s  o, 
u  =  ^  (p),  et  les  2h  premières  équations  (i7). 

On  voit,  d'après  cela,  que  le  progrès  essentiel  à  accomplir  pour  géné- 
raliser la  méthode  d*Ampère  consistait  à  étendre  la  notion  de  caracté* 
ristiques,  en  ne  se  bornant  plus  aux  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre,  mais  en  considérant  la  suite  des  valeurs  prises  par  les  dérivées 
d*ordre  quelconque..  C'est  ce  qu*a  fait  M.  Darboux  au  début  de  son 
Mémoire. 


1S9«  Lorsque  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont 
on  ne  peut,  en  général,  intégrer  les  équations  différentielles  (23),  tant 
que  la  fonction  «f ,  qui  figura  dans  ces  équations,  reste  indéterminée.  Il 
n*en  est  plus  do  méoM  lorsque  les  deux  systèmes  de  caractéristiques 
sont  confondus;  alors,  en  effet,  c(u  as  o  et  «fe  i=i  o  sont  aussi  des  conn 
binaiaons  tnt^fid»les  (n*  138)  des  équations  (23),  et  dans  les  deux  der- 
nières équations  de  ce  système 


(g)-«.)^)+Lç^-«.)5^J^-- 

on  peu!  ramplacery  (a)  par  une  constante  C,  puisque  a  ss  Oest  une 
intégrale ptewiérSé  Le  système  d*équationa  dilKrentidlaa  à  intégrer  esl 
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dont  oa  coonall  drjÀ  deux  intégrales  premières 

ll=:C^         »  =  €•'; 

•I  et  sytlème  m  reuferme  plus  qa'iuM  constuls  arlMlrairo  C,  mi  Um 
d*iiMfoiicUoB  arbitraire^  connue  dent  leens  g«kiéraL 
Soient 

y  =  r I  (x,  x^,  jf^»  ^g,  «1,0,  «1,1,  ..,,  «i,«~i;  ffi^if  ...t  ^■rC)^ 

r»)  /  '•••=*'»(* î<^)» 

\  K-^Fi.t  (^, ;CK 

les  formules  qui  raprésenteni  l*intégrale  générale  de  ee  syslèmei 

■ 

étant  les  valeurs  initiales  de  w^  y,  s^  p%,%^  •..,  p^m»  Diaprés  ee  q/mi 
précède,  pour  que  les  formules  (tt)  représentent  «aie  intégrale  de  réqiui-* 
lion  r  -f  A«=  o«  il  faut  prendre  pour  ces  valeura  initiales  des  Ibnctioos 
d*une  variable  inJépentîante  p  satisfaisant  aux  conditions 

«nti  «4if  •—  «j[.«.is'cxprimant  au  moyen  de«i.«,  ...,  «i...i,i^i,  •••» 
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^n comme pi •  ...«Pjia-t  bu  moyen  de|H.»«  •••«  fVa*  Reprenons,  par 
exemple,  le  problème  de  Canchy;  si  on  se  donne  nne  courbe  (r)  el  nne 
snrfsce  dinîoppsble  passant  par  cette  courbe,  on  connaît  par  li  même 
^•«y**  '•«  *i.tf  «^1  ^B  fonction  d*nne  variable  ansiliaire  f.  Si  la  multi- 
plicité précédente  n*esl  pas  une  caractéristique,  on  en  déduira»  en 
général,  par  des  calculs  algébriques,  comme  on  Ta  déjà  expliqué  bien 
des  fois,  les  valeurs  de  «1,1,  •••,  «i,a.i,  «^tt  •••  ^m  «b  fonction  de  p. 
Quant  à  Q  remarquons  que  lorsqu*on  remplace,  dans  n  et  u,  «,  jf ,  ^, 
Pi,«,  •*»yP%,n  PB'^s«y*«'«t  *!••?  •**  ^m  respectivement,  net  v deviennent 
des  fonctions  d*une  seule  variable  p.  Soient  u^  et  9^  ces  deux  fonctioBS  ; 
la  relation 

détermine  f  •  On  a  aussi 

et  comme  C  est  égal  à  f  '  (s),  on  a  aussi 

Il  est  fodle  de  déduire  de  là  des  formules  pour  représenter  Tintégrale 
générale  de  réquaUonproposéei  où  figurent  explicitement  deux  fonctions' 
arbitraires  dVn  même  argument  et  leurs  dérivées  en  nombre  fini,  sans 
ancnn  signe  d*intégration  (*)•  Supposons,  en  effet,  que  Ton  prenne  pour 
x^  une  constante  numérique,  pub  que  Ton  pose 

y#=N      -»•  =  ?(»•       «■•==♦(«; 

on  aura,  par  conséquent, 

«^1  =  ?  («•    ^i  =  ?•  (?) ^.  =  ?<•'  (W, 

et,  si  on  porte  ces  valeurs  de  nétu  •••»  «i.«-i  dans  C,  puis  daas  les  for- 
mules (29),  on  a  bien,  pour  représenter  les  coordonnées  w^  jf,  z  d*un 
point  d*une  surfoce  intégrale,  des  formules  où  Igureht  explicitement 
les  deux  fonctions  arbitraires  t  (?)  et  f  (?),  avec  leurs  dérivées  JBsqu*à 
Tordre  n  4-  (  bb  plus. 

Je  n^inststerai  pas  davantage  sur  cette  remarque,  parée  qae  bous 
détermiaeroBS  bb  peu  plus  loia  toutes  les  équations  du  sseoud  ordre. 


n  Voir  ma  nsie  :  «  Sur  la  BiMhoée  ée  M.  Bwteux  pour  rialégration  en  é<|uv 
tiens  aas  éérivém  psrtieBw  éa  teesnd  «rire.  »  (Gifl^plw  BmAé,  t.  eu,  p.  S4S-SIII. 


itH  .  CBArrruB  tu 

ayant  lava  daw  ayaltaMa  da  caradérialMiiiaa  coafattihM,  aaïqadlas 
a^appllqaa  la  méllioda  da  IL  Darboux. 

180.  Oa  voit  doue  qtt*aB  définiliva  t4Nil  repoaa  aor  la  détamiaalias 
dea  ioTarianla  d*tta  daa  ayatèoMa  de  earaelérisliqnea  da  TéqnalioB  du 
aacond  ordre  propoaée,  ou  dea  deux  ayatèaiiea*  Il  eat  UMjoara  poaeibia 
de  reeonnailre  a*il  eziate  deaiiiTariaata  doat  Tordra  ne  dépaaaa  paa  unm 
limile  aaaignée  à  l'aTaDoe,  puisque  cela  reTient  à  recherdier  ai  an  aya- 
tème  de  deoz  ëqoaiioiia  Itnéairea  aimultaBéea  admet  dea  intégralea. 
Mais,  aaaai  loin  que  Ton  aille  dana  la  série  dea  easais,  il  ne  seoble  paa 
que  Ton  puisse  toujours  reconnaître  Texistence  ou  Tabsenoe  d^invarianta 
par  des  opérations  dont  la  fin  soit  assurée.  Nous  ferons  connaître,  an 
sujet  de  ces  invariants,  un  certain  nombre  de  propositions  qui  peuvenl 
en  faciliter  la  recherche  (*)• 

Remarquons  d*abordque  le  théorème  du  numéro  151  admet  une  réci* 
proque.  Soit  F  =  o  une  équation  du  second  ordre  ;  si  cette  équatiom 
admet  une  intégrale  intermédiaire  iTortire  h^  m-^^  (a)  =  o,  c'est-à-dire  ai 
toute  inté(^le  de  cette  équation  (sauf  peut-être  quelquea  intégralea 
exceptionnelles)  satisfait  à  une  relation  de  la  forma  u  — -^  (v)a*  o,  où  u 
et  V  renferment  u\  y,  ^,  et  les  dérivées  partielles  de  s  jusqu*à  Tordre  n» 
u  et  V  eoèU  des  invariants  de  tttn  des  s^èmes  de  caraeiérisiiques  da 
réquation  F  =  o.  On  pourrait  Tétablir  par  un  calcul  facile,  maia  il  vaul 
mieux  se  servir  de  considérations  analogues  &  celka  qui  noua  ont  déjh 
servi  plusieurs  fois,  basées  sur  la  théorie  des  caractéristiques.  11  sufBt 
de  montrer  que,  quelle  que  soit  la  fonction  f ,  les  deux  équations 

(30)  .  F  =  o,  M  — 9(i?)  =  o, 

forment  un  système  en  involution.  En  etfet,  prenons  une  orientalioB 
d*élémenta  d*ordre  n,  satisfaisant  aux  deux  équations  (30)  et  à  cellea 
qu*on  déduit  de  F  =  o  par  des  différentiationa  répétées.  Cette  orientation 
d'éléments  d*ordre  n  appartient  à  une  intégrale  (S)  de  Téquation  du 
second  ordre  F  =  o,  intégrale  qui,  par  hypothèse,  satisfait  aussi  à  une 
relation  dala  forme  m  —  j^  (r)  =  o.  Mais,  pour  un  élément  quelconque  da 
Torientation  considérée,  m  et  v  sont  des  fonctions  d*une  seule  variable 
indépendante  qui  satbfont  a  la  fois  aux  deux  relations  ti  =  f  (r), 
M  =  4»  (r).  On  a  donc  nécessairement  ^  =  ^ ,  de  sorte  que  (S)  est  une 
intégrale  commune  des  deux  équations 

F  =  o,  n=:^(a), 

(1)  E.  GocftiAT.  €  Sur  U  théorte  des  équatiooi  sus  dérivées  psrtiellet  du  secoad 
erdré  »  {Cemptt»  nemlaïf ,  S  novembre  1996). 
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«t  ceci  suffit  pour  prouver  que  le  système  (90)  est  en  inrolntioii  (n*  1 10). 
Il  en  est  érideninient  de  même  des  deux  éqnatiomi 

ponr  une  Talenr  arbitraire  de  la  constante  C.  Donc  ti  —  f  (v)  doit  Are 
un  intariant  de  Fun  des  systèmes  de  caractéristiqnes  de  rë<ination 
F  ss  o,  ce  qni  ne  pent  atoir  lien,  qnelie  qne  soit  la  fonction  ^ ,  qne 
si  «  et  a  sont  deux  inTariants  distincts. 

Cela  posé,  soient  m  et  e  deux  invariants  distincts  de  Ton  des  systèmes 
de  cametéristiqnes  de  réqvation  F  =  o.  Tonte  intégrale  satisfaite  nne 
relation  de  la  forme 

et  par  snile  anx  deox  relations 

du        f  /  %  c/r  dn        , ,  .  dv^ 

il  suit  de  là  que,  quand  on  se  déplace  sur  une  caractéristique  quel* 

dv      do 

con€|ue  du  système  considéré»  'jûL^'£l  restent  constants.  Ce  sont  deux 

dx     dy 
nouveaux  invariants  pour  ce  système  de  caractéristiquesv  qui  d*ailleurs 
se  réduisent  à  un  seul,  car  toute  intégrale  de  l'équation  F  ax  o  satisfait 
aussi  à  Téquation 

dn       dv 

dx       dx 

dn        ffv 

dy       dg 


=  o; 


dtf 

nous  désignerons  par  ^  ce  nouvel  invariant  du  même  système  de  ca» 

ractéristiqaes  que  «  et  u.  Par  exemple,  si  Téquation  du  second  ordre 

est  résolue  par  lapport  à  r,  on  pourra  supposer  que  dans  rjr  on  ne  laisse 

que  lesjdérifées  A.»f  ^  Tindice  i  ne  dépasse  pas  l>uûté;  si  on  a  fui  la 
aaênw  epératien  penrn  el  à,  rexpressioB. 

dv 
rfn      Al  ,    ■• 


\ 
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est  ruMnée  à  celle  IbriM  swtaiicmie  IraulDraelioa  MMvelle.  Lonq«0 

M  el  e  eotti  du  néne  oidre  «,  ^  eel  en  géante!  d^ordre  n  «f*  i,  wûs  il 

peal  élre  d*ardre  mlérieiir.  Per  exemple,  mmm  evMM  mi  (eT  IS4)  <|«e 
réquâlion  r  -f-  f{9)  =  o  a  Irois  invarianle  du  leeottd  ocdre  eemspon* 
dani  à  un  mèoie  système  de  eereelértsliqiies  : 

on  a  deux  nouY^aux  iovariaiits  : 


donl  UD  eeul  esl  du  Iroisième  ordre^  landie  que  -^  eal  identique  à  u. 


Simei  9  êomi  demm  mparimUê  ditiimeiê  d'un  m^me  ê^Hèmê  th  tmtmeêé* 

d0 
râlïf  tiet,  -r-  e$i  tin  noueel  intariamt  dàimei  dêê  premies'w. 

Si  on  avait,  en  eflSBt,  une  relation  de  la  foruM 

5i  =  /•(«.»). 

toute  intégrale  de  Féqualion  du  %econd  ordre  proposée  F  =  o,  salisfai* 
aani  à  Téquation 

vérifierait  aussi  Téquation 

•t  on  aurait,  par  coaséquent,- 

ce  qui  esl  impossible,  puisque  la  ftMiclion  f  (m)  peul  èlte  choisie  arli> 
trairement. 

Plus  généralement,  supposons  qu*on  ail  (n  +  I)  invartanis'  distincte 
«t  Vi,  Vf,  ••.,  v^;  parmi  les  nouveaux  invariants 

rfr^   de^         dPm 
du*  du*  '**•  du 
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fl  y  m  mm  a«  moins  mi  qui  fera  disliiicl  des  précédants.  SnpposonSi. 
€n  sfct,  qM  Fan  sH 

^jj    /■  l*'»  ^If    •••!  ''■j» 

pvitqM  lools  intégrale  da  TéqvaUon  F  =  osatiabtl  à  n  falationa  da  la 


••  —  ?i  («)♦        ^t  =  Tf  («)•         -M        «^-  «  T.  Mf 
nn  anrail  anaai 


at,  par  snit^. 


?i  (•») = A  [".  t.i  (••)»  -.  »•  W]  ; 

c«  qui  estimpomible,  puisque  TaBedes  ionctioas  ^  (m)  pevl  Mre  prise 
•rbitnîreinent. 

On  déduit  da  là  qn  an  moyen  de  deox  inTariants  distincts  d*an  même 
système,  on  peut  former  nne  suite  illimitée  d'invariants,  tons  distincts 
les  uns  des  autres. 

161*  Considérons  maintenant  en  particulier  le  cas  oà  les  deux  sys» 
tèmes  de  caractéristiques  de  Téquation  du  second  ordre  proposée  sont 
distincts.  On  a  déjà  remarqué  que  les  équations  simultanées  auxqueUea 
doit  satisfaire  un  invariant  d*ordre  n  admettent  pour  intégralea  toua  lea 
inyariants  du  même  âyatème  d^ordra  inférieur  à  n.  En  approfondissant 
cette renMurquê,  noua  arrivarona  aune  propoaition  piua [iréçlae.  Suppo- 
aona  que  Téquation  du  aacond  ordre  ait  été  miaa  aoua  la  forme        '^ 

• 


ISO  CHAmiUE  TU 

e|  loieBl  M|,  Mi  Uê  dma  nemB  de  TëquIiM  dm  leooBd  degré 
To«l  invarianl  d*ordre  m  doit  MlitiUre  ans  de«s  éqnlaoM  eiaBlta» 


Ott  i  cellM  <i«*on  oblieiil  en  permntaDi  iM|  et  Mf  Lompe  ti  eel  |ilas 
grand  que  S,  cas  que  noua  allona  d'abord  eiaaftiner,  la  fnmièwe  éqaa* 
lion  (33)  moiilre  qoe  UmiIo  intégrale  de  ce  ayttème  doit  élre  de  la 
CMrme 

Adttettona  qu'il  exiale  une  intégrale  m  de  ce  aystènie  renfemanleilee» 
tiToroent  lea  dérivées  d*ordre  n,  c*est-a-dire  dépendant  de 

et  des  dérivées  d*ordre  inférieur  i  n  ;  on  aura  inversement 

Cela  posé,  choisissons  comme  variables  indépendantes 

et  posons 

t  s=  F  («,  y,  T, ..,,  pi,«-i,  JN^«-.i,  m«;  n). 

La  première  équation  du  système  (33)  devient 

quant  i  la  seconde,  elle  ne  contiendra  pas  de  terme  en  ^r-i  pipisqua»  pnr 

hypothèse,  f  s  m  est  une  intégrale  du  système  (33).  Pour  calculer  lea 
coelUcients  des  autres  dérivées,  remarquons  que  Ton  n 
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•  détig— t  Vmam  «pdooBqM  dw  TarMUM  «,  jr,  «,  mm  JN^a-i  t  fw  ^ 

b  nfirtitvaat  dus  la  Meooda  des  éqafltioiis  (33)  et  négligeuit  les 
iwas  ea  V**-  dl*  devient 

•H 

W  ,  W         .         .      JF  .      >F 

15 + 57 '^^  +  •  +  ^rrr.  «^— + jjsrir. '^— 

PF  .  >F       ,         ,      >F  .      >F  1 

+"••  L^+5?'^ + •• + çiT:;'^— +3s:rr,»— •  J 

.       i     ^F  .      >F  I 

m 

m 

€Êk  ii*a  écril  dans  les  deaz  premières  lignes  qne  les  termes  qm  ne  ren- 
ferment qne  les  diriTées  d*ordre  inlérienr  A  n.  Les  senls  termes  ipi 

renferment  les  dériféss  d*ordre  n  sont,  en  remplaçant  -f  ptr  (m,  +"4) 
et  j"  par  m|Si^ 

(?«,•••  +  tn#to)  I  ^r— —  «N  ST — )• 
Le  système  (33)  denent  done,  après  ce  changement  de  TariaUes, 


»(^-©+-.(f-^(P) 


•a  posant 

*F  .  ^F        .        .      >F  .     ?F      . 

/*\      ÎF  ,  JF       .    .    .      >F  .     VF 
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ei  les  TariaUcft  m  ci^^  m  Bgvmil  dans  B  (F)  qM  d«M  le  coeBciert 

.    '  )P  JP 

de-^j— -  —  M|  V         •  Des  deus  ëqiieliooe 

.      A(F)  =  o,       B(F)tta, 
eatire 

.     A(B{F)J-BfA(F)]  =  (-.,-«,)(^^-«.5^j  =  «. 

et,  comme  les  deux  racinee  iN|,  mg,  tonl  suppeeêee  dislmclee»  e»  eM 
conclut  que  F,  considérée  comme  fonction  de  ^r,  y,  «,  jii^  ••.  JVs'-i  doii 
satisfaire  au  système  de  deux  équations 

^F  >F 

—  SS  O. 


(S4)  '  *'*^-*         *  '^''■^* 


+*"«©-5Sr.(??^"^' 


oA  les  eoelBcients  ne  conlienneni  pas  la  nuriable  «•  Les  équations  (M) 
sont  précisément  celles  qui  délermineni  les  invariants  d^ordre  n— i  o« 
d*ordre  inférieur.  S'il  ya  A  invariants  distincts  d*ordre  égal  ou  intèrienr 
i  fi  •  1,  «1,  Ut,  ••.,  Mil,  rintégrale  (générale  du  système  (34)  et,  par  suite, 
du  système  (33)  est  donc 

Ç  (m,  Mi,  m^ M»). 

Ainsi,  IprsçMe  hê  deux  familieê  de  cûraeiériiiique$  êomi  dùiimeUê^iig 
a  auphtê  dmu  chaque  famiUe  un  imvmriani  déeiinei  dùrdre  ntpùMr4oÊUe 
waieur  de  n  supérieure  à  S.  Il  faut  entendre  parla  que  tous  les  in  va* 
riants  d'ordre  n,  s*il  en  existe,  s'expriment  au  moyen  de  Tun  d*entre 
eux  et  d*invariants  d'ordre  inférieur. 

Le  théorème  n'est  plus  vrai,  en  général,  pour  les  invariants  du  second 
ordre,  comme  on  peut  s'en  convaincre  par  Texemple  de  l'équation 
arl*-{-  IssO,  étudiée  plus  haut  (n*l54);  il  subsiste  cependant  lorsque 
l'équation  du  second  ordre  considérée  est  linéaire  en  r,  #,  I,  rt  —  s'. 
On  ne  diminue  pas  la  généralité  en  supposant  que  l'équation  ne 
renferme  pas  de  terme  en  rê  — «*,  puisqu'on  peut  faire  disparaître  ce 
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terne  par  oae  translMniietioB  de  ccmtaci  conveseble.  PreooM  donc 
réqvalioo  eoas  le  forme 

(»)  r  +  Ks+Ll+lIrso, 

K,  Lv  M  éteni  dee  fonelioiiede  «,  |f,x,^- 9;  «liiiTarieiit  de  secend 
ecdre  doit  eedefeire  ea  qf  stèOM 


Soil  «  en  isTerient  de  tccoed  ordre«  qei  est  eéceeeeircmeel  de  le 
forme  «  s  f  (x,  jr,  s^  j»,  9,  «4**"i4*  ^^  <^  pieed  comme  tml  àHieete 
poer  Terieblee  mdépeedenlee 

«f  y»  ^»  Pt  f  »  <t  «• 

en  potenl  f  =s  ♦  (r,  jr,  jt,  ji«  f ,  f,  «),  le  premiéfe  dee  dqeelieBe  (M)  ee 
tédettà 

tendis  que  le  seconde  devient,  en  remerqeent  que  le  eoelBcient  de  ^ 
sera  nnif 

;^+».,^+g(p+».rf)+^(*.^-K*-Ll-ll)+^(*+».^=o. 

oe,  en  rempleçent  K  per  ifi|  -|-  «St  L  per  m|M,, 

B(*)«g+-S^+^(p+-W)-M|+(.+-M)(^— .g)—^ 

Loreqne  les  deux  recines  m^^  m^  de  réqnetion  «sereeMristiqne  eent 
distineleet  on  en  eondnt,  en  raieonnent  comme  dene  le  cee  peéeédent, 
qne  tonle  mlégrele  des  den  éqnetione  A(^)so,  B  (♦)»  o  deitiFdriler 
nnssi  he  denx  éqnelione 

•  sr  ~  "••  sr  **  "» 

an       1  ^        *' 


V 


€0  MMI  MteisAflMil  Im  ffdttiMM  SMWdisS  doit' iSliiiMff6   WB 

ffiaal  dm  preamr  ordre,  ol  h  eoMtosk»  tfooaeée  plos  IumI  o^opplifao 
ottooro,  dans  oo  cas,  on  iavorioaU  do  oecood  ordro* 

Voici  ooGoro  ooe  propooilioo  onalogM  k  lo  préoédoolo,  qooî  y *oa  poa 
diSéronlo.  Longue  k$  éettjf  fmmiUê$  de  emrmeiérùiiqueê  mmi  diêUmeim^ 
«VI  êxiMiê  «M  mpmrkml  dm  premier  ordre poitr  urne  fiumiUe  de  cmrmeiério^ 
Uquet^  Ujfa  au  jplue  tm  imearkmi  dietimH  dm  oeoomd  ordre  pomrlm  iImh 
fmmitte.  L4>rii|a*Bn  des  syslèmes  do  eoroelérioliqooo  d*«M  égoolion  d« 
•eeond  ordre  odmet  uo  ioTorionl  do  premier  ordre,  oo  firalelectaer 
une  transfomotioD  de  co&Ud  do  façon  qoe  eel  iaTariaal  eoit  y  ;  réqoa- 
tion  esl  alors  de  la  forme 

(38)  r  +  f{x,  y,  x,  p,  q,  «)  =  o,    . 

et  les  invarianU  da  secoad  ordre  correspoodanl  à  la  famille  de  caroe« 
térisliques  qui  admet  riovariaot  y  doiveot  salishire  aux  deox 
équalions 

^_îf^  =  o, 
^^^  ^    b.^^^^b.r  +  ^e-^1^^0 

Supposons  qne  ce  sysième  admette  nno  intégrale  n,  oonlopanl  Ion 
dérivées  do  second  ordre  e  et  I;  en  prenant  eommo  ton t  à  Tlienio x,  y, 
'tP«  9%  loin  pour  Tariables  indépendantes,  le  syslèm?  (39)  est 
placé  par  le  suivant 

(10)     A(*)=^  =  o.    B(*)«g.+  ^,i-.^/r+^.. 


OÙ  on  suppose  que  •  a  élé  remplacé  par  sa  valeur  en  fonction  de  sr,  w^m^ 
y,  9, 1  et  M  déduite  de  la  relalion 


if  =  *f  (or,  y,«,p,  f,  #,l). 
Des  équations  (40)  on  déduit  que  ♦  doit  satisfaire  aussi  à  réqoalioa 


soit 


«(♦)=ç-|fç='" 
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onademéiM: 

AtCW]-C[AW]  =  -^|g==«. 

Écartons  le  cas,  qui  Tient  d*étre  examiné,  où  t^  serait  nul  ;  les  éq 
lions  (40)  entraînent  donc  les  suirantes 

^  ^  ^  ^ 

et  Tintégrale  générale  do  système  (39)  est  f  (y,  «),  f  étant  nne  fonction 
arbitraire. 

En  résumé,  lorsqv^nn  des  sjstèmes  de  caractéristiqnes  admet  nn 
imrariant  d^ordre  p,  il  ne  peut  y  avoir  pins  d*nn  invariant  distinct 
d*ordrs  y,  ponr  tonte  Talenr  de  q  snpérienre  à  p. 

16t.  En  supposant  toujours  les  deux  systèmes  de  caractérisques 
distincts,  chacun  de  ces  systèmes  admet  au  plus  deux  invariants  du 
premier  ordre,  et  ce  nombre  maximum  ne  peut  être  atteint  que  si 
réquation  du  second  ordre  proposée  est  une  équation  de  Monge  et 
d*Ampère.  Il  nous  reste,  pour  être  complet,  k  recbercher  le  nombre 
maximum  des  invariants  distincts  du  second  ordre  pour  une  équation  de 
ferme  qudconque.  Écrivons  Féquation 

BOUS  avons  à  rechercher  le  nombre  maximum  d'intégrales  que  peut 
arairle  système 

A(f)  =  5-«i,^  =  <». 
(41)  j    B(,)«|j  +  «,^  +  (^  +  «.rf)g  +  (m^-^g 

Toute  fatégtnle  de  ce  système  doh  satisfaire  k  Téquation 
A[B(,)]-B[A(,)l  =  ^-...^)g  +  ,^-«.^)g 


oiAmiE  VII 


powr  qM  les  éqMlioM  (41)  lèrmMt  «a  tytléflM  coaipltlt  il  fc«l 
oelto  émiéft  éqMliM  m  hUhIm  à  «m  Meslilé,  m  qd  ttig»  qM  V^m 
«il  fl4sM|*  il  M  pMl  éomc  j  avoir a'iif  lavariMUi  im  •aeMdor4fe»fti 
let'dMX  famillM  de  MneléritUqMt  tonl  ditUsdet, 

CherciiOM  tll  petti  y  avoir  qiialra  invarionls  dialinels.  SuppoiOM 
d*abord  qiio 


it 


••  Noil  pan  nul;  on  lire  de  la  relalion  pnMdeale 


+  <  + 


M.  —  M 


t 


^+      • 


=  o* 


el,  en  rrnpiaçaal  r^  +  f  ?  par  la  vaienr  précédmie  dans  B  (f  ).  il  vienl 


1  J«««,  Jm, 


KO, 


Pour  quHl  y  ail  qaalre  iavariaaU  dielincle  du  second  ordre,  il 
qne  lee  Iroia  équaliona 

A(t)^-u,  B|(t)«o.  C(t)=o. 

fomeni  un  eyslème  jacobien  ;  or«  dans  la  combinaiton 

le  eoellleirnl  de  |t  eel  B|  (f  )  —  C  (p),  c*esl-à-dire 


^«M, 
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el,  p«r  nito,  ee  ooelBeieiit  nk  pe«t  èlre  nvl,  lorsque  m^  H  m^  tonl 
iaégan. 
D  Îmm»  reste  à  eiamioer  le  ces  où  on  aarsii 

,  ?iii#  cela 

tN|  —  fHg  ^  Of  ^   —  ei|    ^  ^  o. 

L*<qaMio«  A  {B  (t)]  —  B  [A  (t)]  a  o  doHM  don 

K  éUttit  en  coefUcienl  dont  fl  est  imiine  d*éefîre  Texpressioii  développée. 

Eo  sapposMt  ^  remplaeé  ptf r  celte  Tsleur  daos  Û  (f  ),  on  a  trois  éqoa« 

dq 

tionst  oè  L,  M  sont  des  coeflieienis  qo^il  est  inntile  de  ealcnler« 


C(»)-^— .è  +  «^  =  «' 


qui  derraienl  former  un  sjstème  jacobien.  11  faut  ponr  cela  qne  les 
coeOrients  de  |^  ei  de  ^  dans  la  combinaison  C  [B|  (f)]  —  B,  [C  {f)] 
soient  nuls,  c*est-à-dSre  qne  Ton  ail 

^^n^  ?iii^  ,    m»  ^m« 

dypareonséquent,  nii=:mi.  En  déOnitive,  icr$q&3  Um  d$HX  /kmWêê  ée 
earuelériaiiqneê  $onî  dUlmetu^  il  exiHeûu  pins  pour  ek  icttiie  dtUM  iroiê 
iwMuriamit  dkimcl»  du  prtmier  on  dm  9teomd  ardre. 

n  est  facile  de  déconvrir  tontes  les  éqnations  dn  second  ordre,  ponr 
lesquelles  nn  des  sj^tèmcs  de  earadérialiqnes  admet  trois  invariants 
dn  seoend  ordre.  Soient  tf  «  s,  lo  ces  trois  invariantSy  et  (S)  nne  intégrale 
qneleonqne.de  Téqnation proposée  r4-/=:o;  celte  inlégmie  salisfailà 
dans  éqnaUons  de  la  Ibnne  e  ss  f  («),  is  s  «  («)«  et»  d'aptes  nniMo» 


ise 

rèn»  déoMMOré  aciérie 


CÊuanmm  m 


i  (b*  144],  1m  Irob  (fapwlioM 


r  +  /=o»        »»♦(••)*        •  =  «(»)• 


(*») 


•yaal  um  inlégrala  mmmum  (S),  m  adiMllMl  «m  isllftilé, 

d*iiM  iofiailé  de  coûila^tai  vbilraifM.  Qr  ii,«,  »,  toAl  trais  failégralM 

deréqiialioo 

•■ 
on  •  donc 


=  0, 


et  00  peut  éUminer  kt  dérivéet  du  teeood  ordre  «  et  I  Mtro  1m 
4qutioiui 

•  — f(ll)=0.  »  — «{•l)=sO. 


la  résultat  da  rélianinatioD ;  Téquiatioii  Psoadmattoutaslaauitjgraias 
da  Systems  (43)  :  alla  a  donc  une  inBnilé  d*iotégralés  aoawiaoea  a^aa  la 
proposée  r  +f^  o,  dépendant  d'une  infinilé  da  constantes  arbitrairea. 
Ceci  ne  peut  arri¥er  (n*  180)  que  si  P  =  o  est  une  intégrale  intermédiairs 
de  Téquation  du  second  ordre  r  4>r=  o.  On  voit  donc  que  toute  inté- 
grale de  réqustion  du  second  ordre  appartient  à  une  intégrale  intermé- 
diaire du  premier  ordre  ;  fl  faut,  pour  cela,  que  Téquation  du  seesiMl 
ordre  proposée  admette  une  intégrale  intermédiaire  du  premier  ordre 


V  (a-,  y,  ^.  p,  ç,  a,  »)  =  o. 

* 

dépendant  de  deux  constantes  essentiellement  distinctes  a  et  4  (I,  n*  9D). 

Inversement,  lorsqu*une  équation  du  second  ordre  Fsso  admet  une 

intégrale  intermédiaire  du  premier  ordre  avec  deux  constantes,  arbitraires 


m 


V  (j»%  y,  z,  p,  ç,  a»  4)  =  o, 


Tapplication  de  la  méthode  de  M.  Darboux  donne  hx^U  invariante  dm 
aecond  ordre,  pour  un  des  systèmes  de  caractéristiques.  En  eflet,  toute 
intég^lede  Téquation  du  second  ordre  F  =  o  satisfait  à  une  équatioft 
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dm  pfeaier  ordre  obtenue  en  ëtimimnlc  et  b  entre  les  trois  rdntkms 

ê 

V=:o,         »  =  9(-).  ^  +  gf(«)=«; 

oa  €■  àééÊÊl  qM  1m  déritées  secondet  r,  «,  t  Mliaioiit  aant  «ax  de«z 
ridatioDS 

(    SP  +  JS^  +  j^'+jf"""' 

Télûnination  de  a  et  de  6  entre  les  relations  (44)  et  (45)  oondnil  précisé- 
ment  à  rëqostion  dn  second  ordre  proposée  P  =  o  et  à  celle-là  seole- 
BMni.  De  deux  des  trois  équations  (44  el  45),  on  peni  donc  tirer  les 
tnlenrsde  a  et  de  &  en  fonction  de  «,  jr,  z^p^  f,  '"«••^ 

«  =  «  (jt,  jf,  s,f,  f.  r,  s,  r),    ft  as  s  («,  y,  ^,  ji,  f,  r.  t,  I), 

el  on  ?oii  «pie  tonte  intégrale  de  Téquation  Fso satisfait  ans  dans 
antres  équations 

•  =  ?  (")t  —'y^=^^{^^¥^  *.  P. ».  ^  «•  0  ==  f  W- 
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Qnandon  passe  d*une  intégrale  à  nne  antre,  u»  s,  w  eonserrent  les 
mêmes  expressions  et  la  fonction  ^  seide  Tari  e.  L^éqnation  proposée 
admet  donc  les  denx  intégrales  intermédiaires  dn  seccnad  ordre 

• 

es  qni  pronfo  qne  n,  s,  ir  soni  trois  invariants  d*nn  même  système  de 
cnraetérisUqnes  (n*  160).  Ces  inmriants  sonIdistincU;  ear,  sH  existait 
entra  ans  une  rdation,  telle  qne 

♦  (a,  9,w)  =  o, 

on  en  eondnrait  qne  lafonction  f  (a)  doit  sattsfairs  inné  équation  dili- 
rentieile  dn  premier  ordre 

ce  qui  est  impossible,  puisque  cette  Ibnction  est  arbitraire. 


iOO 


diArmiB  m 


niMMBMMat  prouva  qoe  navariaal  i9  pmU  §•  dédairo 


RuiAtQOft.  —  Il  pool  M  biro  qm  Ton  p«iiM  fl 
naiiOM  des  mvariaato  h,  9«  10,  q«i  m  t— iar— I  q«a  Im  dériv<M  dm 
preinier  ordrejiei  f  •  Cati  ce  qid  arriTafttpowwMéqMdkNi  daMooga- 
Ampèra,  pour  lafioatté  «o  daa  daox  ajsIèoMS  da  aaradârialiqoaa  adflMt 
doux  invarianla  do  pramiar  ordre  n  ai  a.  Il  ast  cbir  qoacaila  âqoaiMMi 
peut  élra  cooaidéréa  eoaima  on  cas  pariicoliar  des  éqoalioos  qoi 
admaUeut  une  inU^grala  intermédiaira  Y=:  o  dépandani  de  deox  cona- 
taotes  arbitraires.  D*ailleurs,  on  voit  diraeteoient  qu^il  j  aura  un  seul 

invariant  distinct  du  second  ordre  -r-  - 

au 

188.  Lorsqu*il  exista  plus  d*un  invariant  pour  un  dea  aystèmes  do 
earaetértstiquea,on  a  déjà  fait  observer  qu*îl  y  en  avait  une  infinité.  Des 
remarquas  précédantes,  on  déduit  facilement  que  tous  ees  invariants 
peuvent  se  calculer  par  dea  différentiationa  sucoessives  au  moyen  do 
deux  d*entre  eux.  Imaginons,  en  effet,  la  suite  des  systèmes  d^équationa 
linéaires  sîmullanées  auxquelles  dciit  satisfaire  un  invariant  du  1**  ordre, 
du  S*  ordre:..,  etc.  Supposons  que  le  premier  de  ces  systèmes  qui 
admette  des  intégrales  soii  la  p**;  il  peut  admettra  une,  deux,  où  trois 
intégrales  distinctes,  ce  qui  fait  trois  cas  k  examiner. 

Premier  cas.  —  Le  premier  syslèniequi  n*est  pas  incompatible  admet 
une  seule  intégrale  distincte  ;  il  n*y  a  donc  aucun  invariant  d*ordra  infé* 
rieuràp,  et  un  seul  invariantif»d*ordrep.Touslessystèmesd*équaiions 
linéaires  que  Ton  a  a  considérer,  à  partir  dup**,  admettent  u  pour  intê* 
grale.  Nous  aupposons  qu  en  allant  asseï  loin  00  trouva  un  autre  système, 
la  (p4~9)**  P^>*  exemple,  qui  admet  une  intégrale  distincte  de  m  ;  soit  w 
cette  intégrale.  Alors  tous  les  invariants  d*ordro  p4*f  s'expriment  an 

moyen  des  deux  invariants  m  et  p(n*  idi  );  9|  =?  —  estun  invariant  d*ordro 

p  -|~  9  4~  ^1  ®^  loui  les  invariants  d  ordre  p  +  f  +  ^  a*exprimant  au 

moxen  de  m,  v,  V|.  De  même  vj = -j-^  est  d*ordre  p  -h  9  ~h  2«  ®l  1^^^  ^^* 

invariante  d*ordre  p  4-  9  +  ^  s*expriment  au  moyen  de  u,  a,  V|,  r^.  En 
continuant  ainsi,  on  démontrera  de  pruche  en  proche  que  tous  les  inva- 
riants s'expriment  au  moyen  de  ceux  qui  sont  compris  dans  la  suite 


du 


""^^^d:' 


•■•< 


»,  ,.|=-r-» 


du 


•••t 
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Deuxième  em$.  —  Le  premier  système  qui  ii*esi  pas  bcompalible 
admel  deas  inUgrales  disCincles  {on  a  néoessairemenl  jiss  1,  oa  p  =:  S). 

Soient  «  et  9  ces  deax  iiiTsriants  dislincis  d*ordre  p  ;  «.  =:  ~  esl  an 

•       au 

Mmrei  inTurianl  dislinci  des  premiers,  et,  par  suite,  v,  est  d*ordre  p  + 1. 
Tout  iBTariaiit  d*ordre  p  +  1  est  «ne  fonction  de  n,  9,  V|  ;  de  même 

loni  invariant  d*ordre  p  +  <  s'exprime  an  moyen  de  n,  e,  e,,  ^  et  le 

raisonnement  s*aciiiTe  comme  dans  le  premier  cas. 

Troinème  eoê.  —  Si  le  premier  système  qni  n*est  pas  incompatible 
admet  trois  intégrales  distinctes,  on  a  nécessairement  p  a  1,  et  il  y  a 
trois  invariants  distincts  du  second  ordre.  D*après  ce  qni  a  été  démon- 
tré tout  A  rbenre  (n*  183),  on  peut  prendre  pour  «  et  s  dens  invariants 

dn  second  ordre,  tels  que  e,  s  -r-  soit  anssi  da  second  ordre.  Alors 

-p  sera  nécessairement  dn  troisième  ordre,  car,  s*il  était  d*ordre  t» 

dv 
0  s*exprinMmit  an  moyen  de  «,  e,  -r-*  ce  qni  est  impossible  (n*  180); 

tons  les  invariants  dn  troisième  ordro  s'exprimeront  au  moyen  de 

n,  V,  9„  '^^  Le  raisonnement  s'acbève  comoM  pins  hant. 

En  résumé,  lorsque  les  deux  familles  do  caractiristiques  sont  dis* 
tinctes,  s*il  existe  pour  Tune  déciles  une  infinité  d'invariants,  on  pêui  en 
tromper  denx^  n  el  9,  lelique  îouîlen  invarianis  9*exprimeniaH  moyen  de 
ceux  de  ia  euiie 

dn  Cf9a  dVm^t 


dm'         ^*       dm  "         dm 


••• 


On  en  déduit,  comme  corollaire,  que  le  nombro  des  invariants  dis- 
tincts d'ordre  égal  ou  inférieur  A  n  est  an  plus  égal  A  n  -f-  1  ;  pour  que 
cette  limite  soit  atteinte,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  dn  second  ordro 
proposée  admette  une  intégrale  inlermédiairo  du  premier  ordro,  avec 
deux  constantes  arbitraires.  Il  y  a  alon  trois  invariants  distincts  dn 
second  ordro  (ou  deux  da  promier  ordro  et  nn  dn  second  ordro),  un  dn 
troisième  ordro,  un  dn  quatrième  ordro,  ele. 

164.  Tout  système  d'équations  linéaires  et  bonwgènes  dn  premier 
ordre,  A  n  variables  indépendantes  et'  A  une  seule  ibnction  inconnue^ 
qui  ndmetr  intégrales  distinctes  senknmnt,  semaine,  par  des  opéra- 
tions élémentaires,  k  un  système  jacobien  de  n  —  r  éqnntions.  Si  on 

II 


lin  oBAmu  TU 

appliqM  kce  tyflèflMla  MéllMd»  do  Ibjw  (*),  M  aatt  qM  1 
Ml  rttMBte  i  ccUe  d>Mi  syslène  de  r  étpalioM  dUKr^ptiallM  wdi- 
nairts  da  preniar  ordre,  o«,  ce  qoi  rovioMl  oa  ■ioÉti  à  llalégntkw 
d*iiiie  éqmlUNi  dUKrenlieyo  ttniqoo  d^oidre  r.  Si  on  oppliqm  cette 
thodo  eux  eyetèneo  linéoireo  qui  détemineiit  lee  mwiaaU  d*i 
bmille  de  caroctérisikiiiet,  nous  aTou  tu  q«*il  ne  peut  ao  préaaoter 
que  trois  caa.  Si  le  premier  système,  qui  ji*esl  paa  inoompatiUe.  adoMi 
une  seule  iolégrale,  on  Tobtiendra  par  Tintégration  d'une  équation  diC> 
férentielle  du  premier  ordre.  Le  premier  système  après  c^ui*U,  qui 
admettra  plus  d*nne  intégrale  distincte,  en  admettra  deux,  et  comme  on 
en  connaît  déjà  une,  la  détermination  de  la  seconde  intégrale  exigera 
l'intégration  d'une  nouvelle  équation  différentielle  du  premier  ordre  p). 
La  recherche  des  invariants  exige  donc  Vintéjfê^tii^on  de  deux  éqHoUom» 
différeniieHeM  oè'tiùêaiê^»  du  premier  ordre. 

On  voit  de  même  que,  lorsque  le  premier  systèmequi  n*est  pas  incom- 
patible  admet  deux  intégrales  distinctes,  la  recherche  des  invariantH 
est  ramenée  à  YiniégraiioH  d'une  éyuaiion  diffëreniieUe  ordiitaièt  du 
êecoiul  ordre. 

Enfin,  dans  le  cas  où  Téquation  admet  trois  invariants  distincts  da 
second  ordre  pour  une  famille  de  caractéristiques,  on  aurait  à  intégrer 
une  équation  différentielie  ordinaire  du  troisième  ordre. 

IttS»  Lorsque  les  deux  familles  dç  caractéristiques  d^une  équation  du 
second  ordre  sont  distinctes,  toute  caractéristique  d'ordre  m  appartient 
à  une  infinité  de  caractéristiques  d'ordre  n  -f*  ^  «  dépendant  d'une  cons* 
tante  arbitraire,  dont  la  détermination  exige,  en  général,  l'intégration 
d 'une  équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre.  Ces  caracté* 
ristiqui>s  s'obtiennent  sans  aucune  intégralion,  toutes  les  fois  que  le 
système  considéré  admet  un  invariant  d'ordre  n  -^  I.  Pour  fixer  les 
idées,  supposons  l'équation  du  second  ordre  proposée  mise  sous  la 
forme 

*•  +  f  (^t y,  ^,p.  9, »»  0  =  <>; 

une  caractéristique  d'ordre  n  est  complèlement  définie  si  on  connaît,  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  a,  les  valeurs  do 

*f  y»*«Pi.»»Pi.i»  ••••P«."-«»  i"^»»^*»  •••' P^«" 
i'our  trouver  ulie  caractéristique  d'ordre  n  -f-  t  renfermant  la  précé* 

(1)  M^uetÊQmêdti  premier  orUrt.  p.  SS  H  suivuitet. 
(<)  Eqmmtiemê  ém  premier  erére  (a*  33). 
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dente,  il  suIRni  de  connaître  les  râleurs  des  dérivées  JN,»  et  ji^n^i  le 
long  de  cette  carsetéristiqne;  on  a  évidemment 

De  pins,  si  n  est  an  invariant  d*ordre  h  4*  1  de  ce  système,  on  doit 
avoir  anssi 

et  les  deux  équations  précédentes  permettent  de  déterminer  jh.  «  et  jv  «  1. 1 
en  fonction  de  a  et  de  la  constante  arbitraire  C«  On  peut  remarquer  en 
passant  que  cela  sullirait  pour  établir  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d*un 
invariant  distinct  d*ordre  n  -|-  i«  lorsffue  n  est  supérieur  à  Tunité 
(n*  161). 

Plus  généralement,  si  le  système  de  caractéristiques  considéré  pos- 
sède un  invariant  d*ordre  n  -f- 1  et  un  invariant  d  ordre  inférieur,  on 
pourra  en  déduire  de  proche  en  proche,  sans  aucune  intégration,  toutes 
les  caractéristiques  d*ordre  n  +  I,  d'ordre  it  +  2«  etc.,  qui  renfermenl 
une  caractéristique  donnée  d^ordre  n.  Prenons,  par  exemple,  Féquation 
n  —  1=0;  elle  admet  une  famille  de  caractéristiques  du  premier 
ordre,  définie  par  les  équations  dilférentielles 

dont  rintégrale  générale  est 

^  ~S^^  (■'  ^*  t*^  *"• 

f  (e)  étant  une  fonction  arbitraire.  D*autre  part,  on  a,  pour  les  caracté* 
ristiques  du  S*  ordre  de  la  même  famille,  Tinvariant  du  second  ordre 

on  obtiendra  donc  les  caractéristiques  du  second  ordre,  en  ajoutant  aux 
équalioas  préoédentes  les  deux  relations 


d«         ?a   *     da 


dl^Aon  tire  t  a  a,lss  •  On  aura  de  même  les  caractéristiques 


j 


lU  GBAPmUl  Tll 

1  Ai 
du  tffoisièflM  Oidra  M  m  tervaBi  do  llaTarianl  s -jr  im  j^i^  4* 

el  «imi  éb  Mite. 


16ft«  Nooil  aDoDS  lahUmant  étudier  daas  ce  pwagniphe  ks 
tiont  d«  taooad  ordre  pour  leeqvellee  lee  deux  fenOlee  de 
iiqoee  ne  eonl  pas  dislinetee.  Une  équalioa  de  celle  eepèoe  repréeente, 
quand  on  j  oooaidère  or,  y,  j,  p,  9,  comoM  dea  conatantea,  el  r,  «,  #, 
coninie  dea  cordonoiea  eouraolea,  on  plan  parallèle  à  nn  plan  langeai 
au  cùne  (T)  ayant  pour  équation 

ri  — j*  =  o, 

■ 

ou  une  auriîice  développabUi  envebppe  d'un  plan  mobile  qui  reale  eone- 
tamment  parallèle  à  un  plan  tangent  au  cAne  (T)  (I  nP  78).  Dana  le 
premier  caS|  Téquation  du  aecond  ordre  eat  de  la  forme 

(46)  A»r+«ABt  +  Bn+K=o. 

A,  B,  K,  étant  dea  fonctions  de  ar,  y,  jr,  p,  ^  ;  dans  le  second  cas,  Téqua* 
lion  du  second  ordre  s*obtient  en  éliminant  le  paramètre  m  entre  les 
deux  équations 

I    r-|-ifm  +  #m*  +  ai^(;r,y,  ^,p,9;m}=:o. 

1   •  +  "*'  +  ^=-^- 

Pour  la  qiiesUon  dont  il  s*agtt,  on  peut  se  borner  à  ce  second  cas  ;  e« 
effet,  étant  donnée  une  équation  de  la  forme  (46),  on  peut  loujoura  lui 
appliquer  une  transformation  de  contact  couTenable,  de  façon  à  la 
ramener  à  muo  équation  ayant  un  terme  en  ri  —  i*  (n*  28).  La  nouvelle 
équation  sera  représentée  par  un  système  de  la  forme  (47),  joù  ^  sera 
une  fonction  entière  et  du  second  degré  de  m. 

Nous  prendrons,  par  conséquent,  Téquation  du  second  ordre  soua  In 
forme 

(«)  r  +  f(x,  jf,  z,  p.  9,  s,  I)  =  o. 

la  fonction  payant  la  valeur 

(49)  f:sitm-\-tm*  +  mje,f,s,p,q;m), 

et  m  étant  défini  par  la  relation 

(30)  «+ii.#  +  ^s50. 


LA  MtraODB  DB  M.  OARMK7X  MS 

(hi  déd«il  de  là  que,  u  désignant  mie  des  Tnrialiles4P,  f,  x,  ji,  f«  on  a 


5H 

»m 

îflldff 

"a 

>«*"■ 

•+a" 

MlM4|«e 

dm 

—  I 

cNS             ^"^  M 

2^ 

1 

OaawMi 

" 

9t 

de  sorte  qne  m  est  le  racine  donMede  réqnetien  earaelMsIkitte. 

OierelKNM  d^ebord  e*n  peni  y  «Toir  d^  invariante  dn  eeeond  ofdiet 
e^eetà  dite  et  le  ejstàme 

peut  admettre  des  intégrales  ranfermant  #  et  I.  On  a  déjk 

■ 

de  sorte  que  l'inlëgnle  générale  4e  Téqnetioii  A  (f  )  s:  e  est  me  Iboeo 
tien  •rbHnire  de  m,  y,  s,  p,  q,  m.  Pfenone  «km  po«r  variaUee  iadé* 


ek  posons  ...-'•**** 

9  («t  y.  't  j».  ï.  *.<)  =  '  (*^ri  't  jc  f .  "».  0  ; 

le  ^jalènM  (Si)  devienl    " 
A(F)«^z=,o, 


^^®*+â 


8SO. 


CHAPrrai  Tii 


=  0. 


Lft  dêmièff  équilMMi  pMt  «cote  é^émn^  mt  lédvinal  M 
ecunple  àm  idatioss  piécédeBlcs, 

Nom  remarqnoot  <|oo  les  cotfliciMls  '•  vT  "^^  "jj*  "S*  30  "^  *** 
peodonl  qoo  des  Toriables ««y»  ^,  p*  f •  m,  do  Mno  qoo  k  comUmÊkom 

A[B(F)j-BIA(F)l=ro 

0  jodoiro  i  U  nouvello  ëquâlioB 

>F 

à  moins  que  le  coelHeieol  de  r^  dans  B  (F)  m  loil  htinoéoM  iodépea- 
dont  de  I.  Il  ne  peut  done  te  préionter  que  deox  cm  ;  ei  le  coelBcioni 
do  Tjj-  dans  B  (F)  n*esl  pee  indëpendeni  de  I,  qund  on  rexprbne  on 

moyen  des  Tsrisbles  or,  y,  z^  Pf  f  i  m,  l,  on  doil  avoir  5^  =s o,  ^, par sntlOt 
il  ne  peut  exisler  dlnvariant  du  second  ordre.  Au  contraire,  si  le  coefli- 

xp 

eieni  de  s--- dansB(F} esl indépendant del,lesdettxéqualionsA(F)s=o, 

B  (F)  =  o  forment  un  système  jacobîen  ;  il  en  est,  par  suite»  de  mémo  des 
équations  (51),  et  on  a  dnq  invariants  distincts  du  preoiier  ou  du  second 
ordre. 

Nous  allons  chercher  la  condition  pour  qull  en  soit  ainsi.  On  a,  e« 
posant,  pour  abréger, 


=»l^+g»+^-+^'l' 
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ce  q«*oB  peal  mcore  écrire,  en  rempleçeni  t  par  '^  >£  ~*  ""'t 

Le  coefiicieiii  de  ^  esl  donc,  eo  rempiaçeDl  eper  —  r^  —  mf,  rédei* 
•ttil  et  moltipliant  par  H« 


Ce  eoefBcient  est  doae  une  fracUoa  rationnelle  et  dn  premier  deg  ré 
enl;  poar  tpî'û  ne  dépende  pu  de  f,  il  fantet  Q  solBtqae  l'on  ait 


(M) 


La  relation  ainsi  obtenue  8*e8l  déjà  présentée  dans  nne  antre  question  ; 
elle  est  identique  à  celle  qui  exprime  que  les  équations,  auxquelles 
doit  satisbire  une  intégrale  intermédiaire  de  réquation  du  second  ordre 
(48)  iMrment  un  système  en  involntion  (*)  (t.  L  b*  93).  Nous  ayons  vu 
que  Tintégrale  générale  d*une  équation  de  cette  espèce  est  représentée 
par  un  STstème  de  formules  où  figuraient  explicitement  deux  fonctions 
Brbitrairos,  sans  aucun  signe  d  mtégration  ;  ce  qui  est  bien  d*aceoffd 
avec  lapropositioB  du  B*  150* 

CherclioBS  encore  sll  peut  exister  des  inTuriants  d*ordre  n  >  S, 

pour  une  équation  de  la  forme  (18)*  Un  td  inyariant  doit  satishire  aux 

(«)  L^quÉttou  (SI)  de  Is  paee  Sfl  (tl),  quiert  ideutk|ne  en  Msitté  4  nelre 
90,  a  été  écrite  jnetàrteuieat.  On  deM  Ifae,  sur  fai  jfinmHn  ligne. 


j/J  f        auHeude       — «ri^t 


A(f) 


L*iiilégralê  génénle  dm  la  ptcmièrt  iti  «m  kmOkm  mtUtnln 
dail  à  piendre  pour  miâUM  iadépeaduilas 

•f  Vf  *f  JH,tt  •••!  I^a-t  ;  j^  If  .••»  Fi^a^l  t  J^si  «f 

cm  posant  m  =iii.|i-i  +  Mf^s*  La  première  éqnalioA  da  ajelème  (IS) 
devient,  F  désignant  la  nouvelle  expression  de  f , 

A(F)«|î-  =  o; 

quant  à  la  seconde,  die  se  change  en  une  équation  B  (F)  =  a, 
mant,  en  général,  toutes  les  autres  dérivées.  Nous  remarqueions 
cette  équation  que  les  coefficients  des  dérivées 

dF  »P  >F    >F  >F       5F  ïF 


ix   jy  îjr  ^«  •••*  3!p,,,-t  ^,t  ••'•  JSPI..W1 

ne  renferment  pas  les  dérivées  d'ordre  m  ;  les  seuls  eoefidents  qui 
puissent  contenir  les  variables  u  et  p%^^  sont  donc  les  ooeUdenls  àm 

5F  5F       5F 

•  5p,,,-i    5p,^..,     ^ 

Lés  coefficients  de  ^       i  ^        sont  respectivement 

«7i,a>i  4yi»-i 


jH,»-t  +  »»Pi.»-i»       l>i,»-i  +  •mNk»  t 


or  pi..^i  +  mpi,.  =:  M,  et  en  dtlTérenUant  »  ~  S  ibis  Féquation  pvopi^ 

sée  par  rapport  à  y,  on  trouve  que  pi...!  +  *"pi,M-i  n'exprinm  a« 

UM^yen  de  «,  y,  ^,  «,  et  des  dérivées  d*ordre  inCérieur  à  a, 

5F               NP 
Les  coefficients  de  ?:; et  de  r-^ ne  renferment  donc  pas  pd^M  ^ 

i!Pi.a-i  vK«-i 

cette  variable  ne  peut  entrer  que  dans  le  coefficimt  de  ^  En  luii 
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■aal  CMune  phv  ha«l,  on  ai  dédoit  qve  h  combiMiMNi 

A  (B  (F)l  -  B  [A  (F)]  »  • 

>F 

à  aMHBs  ifM  le  eoeffident  de  |--  dans  B  (F)  m  eoH  indépeadail  de  jw 

SU  B^en  est  pat  einei,  0  n*7  auni  pas  d^bTariani  d*ordre  ii  ;  ai  h  eoBdi* 
iioB  eal  aaliifaite,  lea  ëqvatioDS  (83)  femeDl  bb  eyaUiM  eemplet 

Le  coelBcieBt  de  ^  dama  B  (F)  cal 


iê+-fi-(^ 


eè  ^  ei  ^  déaigBeBt  lea  déméaa  eomplèlea 

gai       ^ai  I    ?wi      I   ?wi      I   cH%      î   ?wi  I  ?ai 


liai      vM  I  Jiii      1  gat     ,   vtH     I  yai         .  pai 
RemplacoBa  ke  dériféea  |iarlieDea  de  ai  par  leBra-Taleara,  fl  vieBl 


DchrdaiMNi 

r  +  tfm  +  B^'  +  tfsso, 

OB  lire,  eB  dilléreBliaal  par  rappori  à  y, 

d»  Mrte  qae  2  +  M  — -  s'esprinM  m  aoyoi  de  <r,  jr,  x,  j»,  f ,  m,  I. 


II«B— htcalcder— i«Ha»tk»IWBid>(^JS)q»ioortiBMMt 
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1m  dériTéet  d*ofdf#  »,  Aprte  wm  prMiièn  JiWwliitioa,  m  a 

•i  M  difféffwlie  eMsila  SM{pi.t  +  m^p^9%  f»  '•PPO't  k  y,  («  —  S)  Ibis, 
le  rémUal  #•!,  m  négligeanl  1m  lemM  q«i  oontieaMprt  1m  dérivées 
4*ordre  n  +  ^t 

0i  1m  dértvéMpi..^i  et  y^»  m  pMVMl  protanir  qM  dM  deux  pwi»ri 
IMIDM  el  dM  deux  deraien.  I^m  temiM  renfernaiU  léedériviMd*erdre 
n  loot,  en  définitive, 

ni  on  remplace  7*  *  ^>  ^  par  kt  valeurs  oblemiM  plus  haut,  on  tronm 

finalement  qne  Im  dértvéM  d*ordre  n  ne  figurent  que  dans  la  eombi* 
naiaon  pi,«.i  +  mp^.  a  u.  En  différentiant  de  même  (n  -*  S)  fois  par 


rapport  à  y  la  tomme  dea  autrM  termM  de  -^i  e*etl-à-dire 


«tg+^+^'+^ 


I  • 


on  trouve  que  1m  termes  qui  renferment  1m  dérivéM  d^ordre  m  aont  Im 
suivants 


'  +  >•« 
On  «oit  done  que,  si  on  prend  pour  variablm 

'•y«  '•!*•••  •••tPl.a-ti  JK^Ii  •••«lNba-l«  JKai  Vt 

le  Mul  terme  de  (,  âli)*  4^  renferme  p^,  proviendra  de  1 


«§i^.-.+«^^.  =  «^  — S)r<+«| 


I 
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Par  suite,  le  coefScienl  de  ^  dans  B  (F)  esl  une  fonction  linéaire  de 
p^^mf  ^  le  ooeOieient  de  jVa  est 


en  égalant  ce  coefficient  k  séro,  on  retronre  précisément  la  relation  (52). 

Les  sentes  équations  dn  second  ordre^  ayant  leurs  deux  familles  de 
caractéristiques  confondues,  auxquelles  s'applique  la  méthode  de 
M.  Darboux,  sont  donc  les  équations  intégrées  précédemment  (t.  1  ; 
n^  93-96)«  qui  comprennent  comme  cas  particulier  les  équations  de 
Monge-Ampèret  pour  lesquelles  les  équations  différentielles  des  carac- 
téristiques du  premier  ordre  admettent  trois  comlnnaisons  intégraUes 
distinctes. 

Toute  équation  de  la  forme  (48),  qui  n'appartient  pas  k  cette  catégo- 
rie, ne  peut  admettre  pour  ses  caractéristiques  d'iuTariant  d'ordre  supé- 
rieur au  premier;  si  elle  admet  un  inrariant  du  premier  ordre,  on 
pourra  effectuer  une  transformation  de  contact  telle  que  cet  iuTarianl 
soit  précisément  jf.  La  nouTclle  équation  sera  de  la  forme 

et,  comme  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  doivent  être  confondus, 
il  budra  que  ^soit  indépendant  de  «,  et  l'équation  se  réduira  à  la  forme 
simple 

On  voit,  diaprés  ce  qui  précède,  que  celte  équation  n*est  jamab  inté- 
graUe  par  la  métlmde  de  M.  Darboox,  àmoins  que  ^ne  soit  nul;  car 


telle  est  la  condition  pour  que  les  caractéristiques  du  premier  ordre 
aient  trois  invariants  distincts. 

16V*  Nous  allons  appliquer  laméthode  générale iqnrfquea  exemples. 

Exasiu  VIL  —  Soit  k  intégrer  une  équation  de  la  ferme 

•* 

«'+/'(«.jr»#.«)«o; 

1m  étn  radsOT  «i,  «4  de  TéqMlioa  earaetérisliqM  oat  pow  valmm 
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cMinraii  TU 


To«t  iavarlMil  f  {m.  jfi  m^  ji,  f ,  •,  I)  d«  wmomi  wlfs  4a  wgMÊm 
équIioM  timallMées 


A(.)=§=^ 


»(»)-ë+g.-Ër+g.+*t|+gi+jg.+M.| 


9« 


U  combiauMMi  A  [B(f )] — B  [A(t)]  s  o  coudait  4  k  aoavdle 

A  [B(,)]  -  B  [A  (»):  =  ^^  =  o; 

comiM  la  roncUoB  jf  n'Mt  pas  Mppotéeiiidépeiid«il«d«ii,  oft«i  tomAA 
la  noav«Il«  équation 

d^e  néiM  h  comW— i«on  C  [B  (f)]  —  B  [C  (t)]  =  o  doBM  ^  8  •,  «i  0 
reste  «ne  M«le  éqvaUoa 

?a?      ^  '  ^  >t  r  Jjf  ^  3ll*     (       4%  f  >jf  ^  3i|i     S 


pour  délermiiiiar  la  foncUott  f  des  qaatra  Tariablaa  4r,  jf,  |i|f.  Il  j  a 
trois  invarianla  diatincts  du  aecond  ordra,  ce  qai  aat  bien  oonlanM 
réaaItoU  déjà  copuiaa  (n*  92  et  162). 
ExiarLi  VIII.  —  Pfenona  encore  une  équation  de  la  tanub 


>^  +  r(A»t|»»j)  =  o; 


poeona,  pour  abréger,  n  =  *  ;  les  deux 
tique  sont 


de  Téqualion  camMérin- 


•"1=5  0, 


'•  — 


Un  bvariant  du  aecond  ordre  de  Tun  dea  ayatèaMa  doit  aatiahire 


A(t)-è  = 


LA  mtraoom  me  m.  oauboux  m 

dtaséqaatioaa 


3*  I  is^^ip'      imq* 


de  ew  den  <qaatioas  oa  dédnil,  eomiM  tootà  IlMan,  m  nppoMat 
?~  diwwt  de  térO( 


im 


CW=,^  +  .g«o. 


d*oà  fl  sait  qoe  f  est.  de  U  forme  F  (x,  jr,  x,  ji,  m).  Eb  pnMUit  po«r 
variables  •,  jr,  x,  ji,  f ,«|les  éqaatkms  B  (f)  =  o,  C  (^)  =:  o  derieaaeat 

.>  =  »' 
JF.îF.      >F-     ^JF.tyi^F.JF     ,?F      i 

OD  es  dédoil  ^  ss  o«  el  fl  reste  une  scale  équation 

po«r  détemioer  une  CmcUon  des  quelle  vuriables  «,  jr,  j^  u.  Il  y  a  done 
Uois  invariante  distinets  du  second  ordre  (n*  02  ei  I6S  )• 

ExBMrLB  IX.  —Dans  lesdeux  eiemples  préeédentSrOn  peut  employer 
aussi  la  mAhode  des  intégrales  intermédiaires  du  premier  ordre  pour 
intégrer  I*équalion«  II  n*en  est  plus  de  même  pour  Féquation  snirante 


Soil  «  s  mFf;  un  invariailt  du  second  ordre  de  Tun  des  systèmes 
doit  satiefatrs  aux  deux  équations 


174  OIAniRI  Vil 

M  M  didnil  MceeMivMMaliM  MppoMttI  ipe  h  CoMliiMi  feoalfeal  «, 

ce  qui  noain  qM  f  Ml  dt  la  IbnM  F  (x,  y,  ji,  m**). 
L*ëqtialioo  B  (f )  =  •  ikviMilt  en  firemint  po«r  Yariabltt  jf ,  y.  j^  « t 


>p 
M  M  dédttii  «NM  roa  ikiil  avoir  auisi  r-  =  o,  d  il  raaia  «m 

éqoalioa 

pour  délermioer  «ae  loadioa  F  {x^Pt  a)  de  Iroit  variables.  Il  y  a  doaa 
deax  iavarianta  distiocU  du  aeooad  ordre. 

16S»  Lomqu'ane  équlioa  du  seooad  ordre  ae  renferoieqiie  la  dévi* 
vée  eecoode  ««  les  deux  synlèuies  de  caraclérisUqaea  àdaMUeai 
respedivemeni  les  deux  iavariaals  x  et  jf  ;  il  suffira  doac  qu'il  existe 
uae  autre  combiaaisoa  iotc'grable  daas  Tua  des  deux  systénes  pour 
pouvoir  appliquer  la  métbode  de  M.  Darboux.  Toute  ialégrale  iatanné* 
diaire  est  de  la  Corme 


ou  d*une  forme  analogue  obtenue  en  remplaçant  »  par^(a*ltt).  Oa- 
est  donc  ramené  à  Tintégration  d*une  équation  différentielle  d'ordre  n^ 
renfermant  une  fonction  arbitraire  ^  {x). 
Considérons,  en  particulier,  une  équation  linéaire 

(54)  9  +  ap  +  è^  +cz=:o, 

où  a,  &,e  sont  des  fonctions  de  «  et  de  y  seulement,  et  le  système  de 
caractéristiques  défini  par  les  équations 
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oèoBapoaé 

y*  y* 

Osa 


Done  manière  générale, ^ esl  «ne  Ibnetion  linénire  ei  homogène 

àe  r,  f  |,  Piv  }i,«  ...9  Pa;  nn  invnrient  d*ordre  n  de  oe  système  de  carne- 
lérisliqties  est  vue  fonction  de  x,  y,  jr,  p|,  p^,  •..,  p»  qoi  doit  satishire 
i  la  condition 

en  égalant  i  lém  séparément  le  coefficient  de  q^  eila  somme  des  termes 
indépendants  de  9|,  on  a  on  système  de  deux  équations. 


oA  sp  «it  —9  «•  iont  des  fonctions  de  Jtet  dey,  et  p„  Pt,  ••.,  |C  des  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  de  ^,  P|, p», ...,  Pé*  Nons  snpposerons  qse 
le  système  de  earactéristiqaes  considéré  n*admet  ancnn  invariant 
d*ofdre  inférieur  à  n,  sauf  9  =  x,  de  sorte  que  les  équations  (HX- 
n*admettent,  en  dehors  de  Tintégrale  évidente  f = x,  qu*une  seule  inté- 
grale commune  (n*  161).  On  déduira  donc  des  équations  (SS)  un  système 
complel  de  n  -|- 1  équations  distinctes. 
Onad*abord 

C(,)«A[B(,)]-B[A(,a«2|A(^)-BK)|^-o; 

mais  A  (p^)  el  B  (ci)  son!  indépendants  de  jt,  p|,  p^  •••«  p»«  de  sdrto 
que  la  nuuvulla  équation  esl  de  la  iDvme 


C(t)=:T.^  +  Y.^+,..+T-è 


m  aumui  TU 

Tit  Tf>  •••  Im ékâtà  ém kmcHkmm étm^g  umkmêwlL^  llvi 

•  •  • 

A{C(t))-C(A(»))«o, 
C|W=B(C(t))-€(B(,))«2|B(T«}-C»,)|^«.. 

■  « 

•ils  «owUeéq— Uf  C,  (f)  s  o  «at  d«  MêoM  fonaa  q—  C  (f )  s  •.  Oa 
•  dèMèae 

A(C,(»))-C,(A(t))««.         C  (C,(,))  -  C,  (C{,))  «  o, 

tandis  qM  B  (C|  (y))  —  C,  (B  (f  ))  =  0  dowM  «m  MMTell*  é^MlMÉ  é» 
■iémefom* 

C,(»)  =  o; 

M  coatimunt  «iosi,  <w  •nvnm  à  fomar  (•  —  1)  éqiialîoaa  ^îfMwfttt 

(36)       C(»)  =  o,       C,(t)  «•,...        C-,  {»)=•, 

de  même  forme  qae  C  [f)  =  o,  formant  avee  les  équations  (55)  a  sj»» 
lème  complet.  Des  relations  (56)  cm  déduira  les  valeurs  des  rapports 

h.     h.  h 

Pl     Pt  p. 

Pii  Pjt  •••%  P«  >M  dépendant  que  de  «  etde  jf.  On  ne  peut  avoir  P.  s:  o» 
car  on  en  concluerait  ~^  =  o,  contrairement  à  Thypothèse.  Cda  étant» 

liûsops  Pa  =  —  t ,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité,  et  rampla  çons  -^t 

•••f  y*^-"  per  les  valeurs  précédentes  dans  les  équations  A  (f  )  ss  o« 

B  (f  )  =3  o  ;  nous  obtenons  un  système  équivalent  au  système  formé  par 
les  équations  (55)  et  (5G) 

(57)      I     ^P^         '^P'^         ÇTT^    —  Î>P.       ^^^^^         • 

)    1+  jKr  +  K.p.  +  ...  +  Kji.  {  ^  =  o 

K,  K|,  ••«,  Kjat  Z  ne  dépendant  c|ue  des  variables  âr  et  jf.  Pour  que  ce 
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•ytièae  •oil  Jaeobim,  n  bol  que  ron  ail 

«y 

n  ees  eoMlilioiw  sonlTérifiées,  on  reconiiaii  «foe 

^  =  #^~"^|p.  — P..,p,-i  — ...  — P|Jl,— Zjr  j 

«Si  «M  ialégnifo  dn  sjslème  (S7)«  On  iiewl  dune  prendre  pour  invarùmi 
éwrire  n  mnefbnciiom  iméaùre  de  ^  fP^^  p^t  •••«  Pa« 

Ap«  +  A|P«.|  +  ...  -f*  A„-|p|  +  A«jr« 

A«  A|,  ««M  Aj,  étant  dea  fonctiona  dg  jrat  de  jr. 

L'éqnation  linéaifv  proposée  admet  alors  Tintégrale  intemédinm 

(58)    Ag+A.^+...+A.-,g  +  A.*  =  ,(x). 

el  les  équations  (51)  et  (38)  fonaenl  «i  système  en  tuTohilion  pour  lootes 
les  formes  possibles  de  la  fonction  f  (x).  Snpposons,  en  particnlier, 
f{x)  s  o  ;  rinlégrale  générale  dn  système  des  denx  équations 


dépend  donc  d*nne  infinité  de  constantes  arbitraires.  On  a  démontré 

pins  hani  (n*  i  10)  qne  cela  ne  pent  arriver  qne  lorsque  la  snite  de  Lapiacn 

rriati^  à  réqnation  ♦  (x)  =  o  se  termine  dn  cAté  des  indices  négatifo 

«pris  n  —  1  transformatiotts  an  pins. 

Recipfoqiiement,  si  la  snite  de  Laplace  se  termine  de  ee  côté  après 

p-^V  transformations, le^syslème  de  cametétisliqnes  enrrespeadnwt 

ndnMl  nn  invariant  d*ordrs  p.  En  dfoli  réqnalion  linéairs  adknrt  niors 

fi 


lit  csAmw  yn 

9 

«M  ialégnl»  4*  felanM 

*  «  HY + B,  Y' + ...  +  P,,,W»» 

B,  B«, ....  B^  MmUémlmcûaméHamimêm  ifa  «  M  4»  y,  a»  Y 
foMlioa  «rUlnira  d*  y.  Elb  a  doM  «m  iafnlé  411<gwlM  « 
awMS,  dépeadnt  4'um  fosctioa  arbilraira,  «vetf  «M  «qaaliM  fiateii* 
de  néaw  InnM  4|M  F  («)  ss  o  •»  d'otdt*  y 

IlfmIpovcekqiierMailwMrelatiMidMiiqwdabfanM    ' 

«•«  «sf  -M  ^'  désigMnl  des  fonctiMs  de  «  et  de  y  (n*  IIO}.Leeoelleienl 
de^ dus  celte  idenUlé  est  a  —  p;  m  doit  doM  awir  ^  su,  ei 


la  lektioa  (59)  peut  s*éerire  : 

identité  qui  montre  que  toute  intégrale  de  ♦  (^)  =  o  setishil  à  «an 
équation  de  la  forme 

L*un  des  syst&mes  de  caractéristiques  de  réquntion  du  second  4inire 

admet  done  les  deux  invariants  x  et  êf^F^  (a). 

En  résumé,  si  Tun  des  systèmes  de  caractéristiques  ndmet  uninTurimiil 
d*ordre  H,  et  aucun  invariant  d*ordro  inférieur  à  n,  autre  que  x,  la  suite 
de  Laplace  so  termine  d'un  cMû  afirèj  n — i  transformations,  et  inTorao» 
ment.  Annt  U  ofs  det  équaiionM  iiméaùre$^  te  méthode  de  M.  Dmrhomm 
#1  te  miikodê  cte  Laidaee  réustment  en  $même  Umpê. 


169.  On  est  encore  conduit  au  même  résultat  en  appliquant  la 
tiaode  générale  dlntégration  des  systèmes  en  involution  expoeée  plus 
haut  (n*  137).  Intégrons  pour  cela  Téqualion  (59)  comme  une  équation 
différentielle  ordinaire  à  deux  variables  x  et  ^,  en  y  considérant  f 


à 
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«•  ptranètie  ;  rbtégrale  générale  «Si  de  la  forme 


X|,  s^  •••,  Zf^  étant  n  intégrales  partieidièret  de  Téquation  sans  aeeond 
membre,  P|,  f^^  ...,  %  des  fonetions  déterminées  de  «  el  de  y,  et 
?•  (y)^  ?•  (y)  •••«  9*-i  (y)  des  fonctions  arbitraires  de  y.  On  peol  éridenn 
ment  snpposer  qne  Ton  a  cboiai  les  intégrales  partienUètes  X|,  m^  •*.  s^^ 
de  façon  que  fg  (y),  f |  (y),  •••,  f».|  (y). représentent  respectivement  les 
fonctions  de  y  anxqnelles  se  réduisent,  ponr  m  ss  m^^ltê  fonctions 

^%  «^  •••  ^      ^   Pour  qne  la  formnle  (00)  représente  nne  intégrab  do 

1  équation 

♦  («)  =  s  4-  «ji  +  éf  4-  CJr  =  Ot 

il  font  et  il  suffit  que  les  m  fonctions  f  ^  (y),  f  |  (y),  •••,  f  «.|  (y)  vérifient 
les  relations 

oè  on  aurait  remplacé  x  par  «^^  ^  par  f^  (y),  ^  par  ^ ,  (y),  •••  jj^  P*' 

f  ^1  (y)  (n*  fl  37).  Nous  alloos  montrer  que  cet  nflmeiioHs  f^  (y),  .'••,  f^^  (y) 
yeuvenl  ê^txprimtr^  pmr  de$  fàrmuies  liméairm  ei  howÊogkmm^  nu  msym 
lit  9  —  1  cùmêfonleê  wrbUèHgire$ ei  dune /bmeiiam arhUrûirê It  dêpHdê 
art  »  — »  qpremièrtê  déntén^  tant  ffiretcn  tiyne  de  qjÊmdrûimrê  (!)• 

Soient  M^h^c^  les  fonctions  de  y  auxquelles  se  réduisent  «t  ^t  ^  pow 
tp  =  «r^;  Téquation  # (^)  =:  o  nous  donne  d^abord 

Ti  (y)  +  «•?•  W + ».?4(jr)  +  c^têW  =  o, 

ou^  en  nûdtipliant  par  t/Vk^»  ' 

p)  Vsir  BM  a  Mémoirt  Sor  lit  éfMlitat  liaésirtt  tl  fo  MtflAtrft  *I^^ 
t/lfalWMÉf•et»tXYnl;p.aS4^  # 


IW  OÊàrmm  tu 

••  poMMl,  po«r  abréger, 
11  vim,«a  ialégruilpar  paHies, 

Sie.  ~^s  o,  aMara4epoMry«(y)  »  Y.«lf,  (y)  «V 
a«Ml  linéttiratteBl  ea  Ibnelioii  de  Y  M  d*«M  eoMlMito  arbilcBM;  ei 
«I  — >  y^  b'€sI  pM  Mil,  il  tnlllrm  de  peter 


(..-^)n(»)=v. 


el  OM  Iroavere  pour  f  |  (y)  UDe  faoclkNi  lieéeire  de  Yel  de  Y'.  SeppœoM 
la  loi  vraie  jiiaqe*à  la  «lérivée  d'ordrei»,  de  telle  tmçom  ipie  f«  (y),  ••  .t  f^  (|f) 
e*esprineol  au  moyen  d^uee  foaclion  arbilnira  dejr.de  aeeCp— r)  pra- 
nières  dérivéee  el  de  r  eoat^alei  arbilraiiet  C|,  Cj,  «••  Cr%  per  des 
Ibnnttlet  linéaires  el  bomogènes  d  jnl  lee  eoefllcieala  aoai  des  foaeliona 
délerminéet  de  y.  Pour  calculer  enaiiile  f^  ^  %  (jf),  oa  part  de  la  Ibratale 

îS?^  +  •  S??H  +  •«  ïSrï  "T  —  -r  «^  jr^  +  «^M«  +  p  5J  -  •• 


obleoue  en  différeoliaDl  p  lois  Fêqualioa  proposée  par  rapport  à  dr  ei 
lenanl  compte  de  Téqualion  même*  Si  on  fiiit  dans  celte  ralation  or  :=  x^^ 

el  qtt*on  remplace  ensuite  z^  -^t  •••*  ^—  par  les  expressions  déjà  oble> 

« 

nues  pour  çg(jf), ...,  fpiif)/^  pw  la  valeur  de  »;(jf).  puis  ~^  par 
t^iCi')»**  vient 

fVti  (y)  +«i?iKi(y)  +  /.v  +  ^V  +  ...  +  '^tiY'-'*'  +  «•€.  +  ... 

+  ntrCr«  =  p, 

J»*  'm  ...f  ''#-rii«  Ml,  ...,  iMr  étant  des  fonctions  déteraiiinées  de  y,  Y  une 
fonction  arbitraira  de  y,  et  C|,  •..  C,  des  constantes  arbitraires.  Muili* 

plions  encore  par  e/V»,  el  intégrons  par  parties  autant  de  fois  i|ue 
possible  ;  on  peut  écrire  la  formule 
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L^,  .«M  L^-rt  M|,  ..M  Mrf  N  élaiil  des  Ibnelions  «Mterminées  de  y.  Si  N 
eti  bqI,  ob  Toil  que  f ^|  (y)  est  aoe  foBclioii  liaéeire  ei  hoBiogèBe  do 
Y«  Y'fM  Y'^'*,  C,,C|,  ..t  Cr  et  d*aBe  Bcratelle  coBsteate  arbitraire  C^^f 
Si  NB*eel pes bvI,  ob  poeere  NY  =  YV Y|  étnit  bbo  Bouvelle  IbBotioB 
arbitraire  de  y,  et  ob  Toit  qoe  f«  (y),  •••«  ^^^i  fy)  seroBt  des  iMiotioBa 
linéaires  ei  lioBiogèBes  de  Y|«  Y',«  ••.,  Y/*''^*  el  des  r  coBstsatea 
C|,  C^  •..,  Cr.  La  loi  est  doue  générale. 

Eb  remplaçant  f^  (y),  ••.,  f«.|  (y)  par  leers  expressioBS  dans  la 
fominle  (00),  on  IrooYe  qne  Tintégrale  générale  de  réqnatioB 

ê  +  mp  +  bq  +  CS'ssO 

est  doBBée  par  ane  fjtmnnle  de  la  fume 

s  =  C.e,  +  ...  +  Ct-io^.,  +  AY  +  A,V  +  ...  +  A^^A^-f) 

^i«  •••«  <^f-i  ;  A,...»  A..^;  ;ip  •.•«'r«;|l|,...,  ^«étantdesiSnictionsdéter* 
minées  de  x  et  de  y,  Y  nne  fSoncticn  arbitraire  de  y,  f  («)  «ne  fenetion 
arbitraife  de  «  et  C|t ...»  C^.,  des  constantes  arbitraires.  En  supposant 
nulles  tontes  ces  constantes,  ainsi  qoe  la  fonction  f  («),  on  a  nne  inté- 
grale particulière  de  la  forme 

*  =  AY  +  A,  V  + ...  +  A..  ^Yi^-f», 

0 

ce  qai  snIBt  à  prourer  que  la  suite  de  Laplace  se  termine  après  n  —  f 
transformations  au  plus.  D*autre  part,  si  on  suppose  que  Tinvariant 
d*ordre  le  moins  éleré  est  d*ordre  n,  la  suite  de  Laplace  ne  peutse  1er- 
miner  qu'après  n-*  1  transformations  ;  on  a  donc  nécessairement  g  ss  1« 
et  la  formule  précédente  ne  reaferme  pas  de  constantes  arbitraires. 
RasiAB^B  1.  --  Soit  m  rinTariant  d*ordre  minimum  obtenu  plus  haut 

«  =  Ay.  +  A,y..,  +  .*.  +  A«-f  ; 

tout  autre  iBTuriant  est  de  la  forme 


(^t  «f 


d^dhi         dhÊ\ 
d»  S?"  *"'  di^) 


et  peut  contenir  les  dérirées  d^une  bçon  quelconque* 


GHAmU  TU 


RiMA»9VB  II.  ~  Lofftqs'fl  «■!•  «ûd  éqMlioii 

•       •  * 

■  • 

•  +  «a» -f  *t  +  «*  =  •. 

• 

INI  pMl  Umjomn  itttffodvm  une  oonatanle  daas  F  (s).  Ba  «Cilt  ii  mm 
diange  jt  ea«x,réquUoiiliiiéurii  ne  ehuge  pts;  Té^iMlfaMi  P(4i«)s» 
doit  done ionaar  ««ua  un  systène an  involutioB  nvMTéqMilMMi  liaétive 
proposée.  Or  TéquâlioD  F{mz)  =  o  dépend  eSBcUTeoMnl  deln  eoaelenie 
a,  à  moine  qoe  F  ne  eoil  une  SMielioB  homogène  el  du  piemier  degré 

de  jTi  r^t  •••!  v^^i*  S*U  en  eel  einei«  désignons  par  s^  nne  inlégnde  de 

réqnation  proposée  qni  ne  vérilie  pas  réqnalion  F  (jt)  =  o  ;  en  chan- 
geant jt  en  jt  +  nj|,  la  i|ouYelle  équation  F  (^  +  ^^i)  =^  ^  dépend 
elécUvemenl  den,  ear  lecoolBcieni  de  a  se  réduit  à  F(>|)«  pour  J^ss  j|. 

Il  résulte  de  ees  remarques  que»  lorsque  la  suite  de  Laplaoe  relalire 
à  une  équation  linéaire  eet  illimitée  dans  les  deux  sens,  il  ne  peut  exister 
d'équation  formant  avee  eeUe>là  un  système  en  inTolution.  Si  la  suite 
de  Laplaee  est  limitée  d*un  seul  eôté,  par  exemple  du  cAté  des  indices 
positifs»  il  existe  une  infinité  d*équations  formant  avec  la  proposée  un 
système  en  involution  ;  elles  ne  renferment  que  les  dérivées  partielles 
de  z  par  rapport  à  la  Tariable  y. 

Rbmasqvb  III.  —  Dans  le  cas  de  Téquation  linéaire  la  plus  générale» 

Ar  +  SB«  +  Cl  +  Dji  +  E9  +  Fx  +  G  s  o. 

la  méthode  de  M.  Darbous  conduit  aux  mêmes  résultats  que  la  méthode 
de  Laplaee»  généralisée  par  Legendre.  (Voir  n**  113  et  suivait.) 

170.  ExBMrui  X.  —  M.  Sophus  Lie  (*)  a  donné  un  procédé  élégant 
pour  trouver  tous  les  cas  où  Téquation 


=  f{') 


est  intégrable  par  la  méthode  de  M.  Darboux.  Prenons  en  particulier 


(!)  Sonii»  Ub.  DiêcMêhm  étr  Di^ 
WÊÊLHk,  M.  S,  Chriêikmim:  ISSt). 


«s/(s)  lArckw  fût  Mmikf 
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k  qralèaM  dt  €ara€liritlfa|ii0S 


►^» 


D*aiie  nanièro  générale,  appelons  poûb  du  produit 

ffftp{s ...  ^, 

h  eoame  «i  +  2*1  +•••+<*«#;  ^  ^  ^  polyiiAiiie  entier  P*.|  en 
At  Pê9  •••«  Pè^%  dont  tons  les  tonnes  sont  de  poids  k  —  I, 

Q*.i  ne  renfennant  qne  P|,  ji,,  •••,  ji*.^  Si  le  système  de  cometéris- 
tiqnes eonsidéré  admet  vne  eombinaison  intégrable  d'ordre  n,  dSf  so, 
f  doit  être  nne  fonction  de  or,  jr,  jr,  p|,  p,,  •..« F»  satisfaisant  à  la  eendt- 


f  ne  contieilt  pes  fg,  il  Crat  ipieron  ait  séparément 
LM4q«aikNM  (M)  «alniMBt  k  Mhmite 


Ml 


a»  iM  dewi  é«|MlioM  B  (t)=o,  C  (t)  s  • 
—t  y /^  —  #*  »•<■*  pM  iJ,  à  wBm  ri 


Oo  remarquera  que  le  coelBcienl  de<e^  daaala  premèra équation 
de  la  forme 


tandis  que  dans  la  eecoode  équation  il  est  de  la  forme  S«-|,  en 
gnani  par  R|.|  eiSf.i  des  poiynAmes  de  poids  • — 1  nerenCarmanlqnn 
Pli  Ptt  •••«  P^«  On  peni  eneore  écrire  les  équations  précédentes 

ai.|  et  ^.  I  étant  des  polynAtties  en  j),,  jig, ...,  jii.t  '^  P^^^^*  >'  —  '• 
Formons  la  combinaison 

•    L[M(»)l-M[L(t)]  =  a, 
■o«s  obtoMNM  «a*  ■oovdleéqaalkNi 


-.w=â;+|/-«l=** 


oà^!*/  est  un  polynAme  de  poids  •  —  S.  On  aura  de 


a 

M,  (t)  «  L  [M,  (,)]  -  M,  IL  (t)]  =2  Hî\  ^  »  •• 


<«• 
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i!!>,  <Uttt  de  poids  i  —  3,  et  dViM  ■•■ière  géaénle 

M.  (t)  =  L  [Me.,  (,)1  -  y...  [L  (t)l  «  2  Pff.  ^  =  o, 
p,^  «tut d«  poids  i  —  K—  1.  n  s'oMoit  qoe  Mk  (f)  «si dsk IbnM 


•••1 


«li  6l  èk  éUad  des  cootUoles.  Pow  «roir  b  valeur  d«  eoeBeieiil  «k, 
qverooa: 

«K^^l  SS  L  (*Kjl|)  —  Sis  (Pk  +  «k)  =  —  *lt 


eiconne  «i  s  I,  0  s'cmdl  qoe  Too  a  «.  =  H  >)  '^'*  A«  boni  do 
Il  —  I  opéntioBS,  4NI  atrifoni  doue  à  r<qiialioo 

M...(,)  =  (-l)^^«o; 

ea  romoaUnl  de  proche  eo  proche,  on  en  condnem  snceesehenMnl  ipM 
Ton  doit  aToir  anesi 

jj^^     -o,       ...,       ^_o,       ^^o. 

n  n*y  a  donc  peu  d^aulre  eoluUon  poor  le  système  (61)  qne  f=ix. 
Par  saile,  ré^naiion 


s^*^<'> 


ne  pemi  4ir€   iniégrée   par   te   méikode  de  Mi.  Ikurioms,   hreqme 
f^{s)^t\ji)f^{z)taidiffértmtdêMéro. 

Loîrsqne /*  — /f  est  nnl,  ona/*(jr)ss  Ae^,  AelKélanldes  cens- 
laaiea,  Si.K  est  nol,  Tnitégrafion  est  innédiate;  si  K  n*est  pas  nnl,  on 
est  ramené  à  réqnation  de  LkNmlle  (n*47).  Ponr  tonte  entra  fanne  de  la 
Conctien  ^  («X  Ilnlégration  est  impessihle  par  cette  voie  ;  on  en  eonchtp 
en  particnlier,  qne  réepation 


ssins^ 


iMte.  b'mI  Mt  toUiinMt  Mr  k  ■ftlioilii  4»  M.  DaikMx  l^) 


171.  Essan*  XI.  —  ApfBfNM  «Mon  k  aUdMi*  à  r 
«•  tMWW  dMX  iatéfialM  iatamédiaiiM  d«  iMoad  «vdi» 

PoaoM^ssM*,  f  s«*  ;  M  «t  »«'d>tie— aÉlparruiléfwti— éWif. 
t4M  4'4qMlkNM  M»  4ifei«nlidles  lotalM 

■ 

dottt  r intégrale  générale  eti,  en  rempUçanl  f  (»)  par  X^et  f  (jr)  par  Y*, 


X  déaigaanl  «ne  iM€lioB  arbitraire  de  x,  et  Y  aae  fooetloa  aibitrabe 
de  y;  en  a  eneoile^  par  dee  quadratures 

ee  qui  peut  eneore  a*éerire  : 


(«)  !!•  Sopliet  Uea  éémoatré  aaaii  quH  ta  tst  et  bAm  étréqualiou 

••{•t-rt)ss(t+^  +  f«)t. 


qui  ééaait  1m  MirflteM  à  coarirart  contlaato  ta  etorétuuéti  nîlfilîanti    (fir* 
TkêêHê  étt  PUkktm  tûmêUMUr  Krûmmmm§). 
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Pov  faim  disptfdtm  UhiI  tigM  d*iiilégralim,  fl  tdBrm  d*«xprnBar 

«  61 X  en  IniclkNi  d'«M  TOriaUe  «wiliaire  «,  de  Idle  façM  qmJ'X'hbf 

s'cspruM  aMsi  apUdlMMot,  a  de  même  povr  y  el  Y.  Neve  b'otom 
pe«r  eeb  <pi*à  pœer 

eeqaidoaDe 

X=/X'4fa  =/«»•(«)  Ai  =  .t'(«)-f(«).       . 

/x-vr  =/«v  («)  «*• = «>•  («)  -  *«t'  («) + «»  («); 

d«  BéoM,  «■  poaant  Y'  s  p,  y  s  f  '  (^),  on  «iini 

Y=p-r(w-f(w 

En  définitive,  rinlégrale  générale  de  réqnetion  t  (»  +  y)  =  S  ^  est 
fepréeeoKe  pnr  les  iMmvIes  'soiTanles,  où  f  et  |^  sont  deu  fonctions 
«fînlraireSt  e  eC  ^  denx  pnramèlres  Ttriables, 

17S.  Dans  ce  qoi  précède,  nous  avons  supposé  réqoalion  du  second 
ordre  ramenée  à  la  forme  r  +  /=o,ou  t4*A(^«  ^t  ^tPt9)==?o.  Théori- 
quement, on  a  tocgoura  le  droit  de  htra  cette  hjpothèse,  et  les  théo- 
rèmes établis  plus  haut  sont  rrais,  <iuelle  que  soit  là  Ibrme  de  Téqua- 
tion  à  intégrer.  Mais,  dans  la  pratique,  il  peut  arriver  qu*il  soit  impos» 
siUe  d^efieduer  la  résolution  indiquée  ;  on  peut  alora  diriger  les  calculs 
couune  ilsûit.  SoitF sso  Téquation  du  second  ordra;  emyoutantloutes 
les  relations  qus  Ton  obtient  par  des  diflérentialions  succssiives  jus* 

qu*à  Tordra  n -«S,  en  a  en  loul  J^iiy^  relatioBS  eirtraleerariabies  «^ 

y,  jr  el  les  dérivées  de  #  jusqi!*à  edles  d*ordra  n,  e*esl-àdira  entra 


IM  CBArmui  Tii 

«*+»■  +  • 


•spreMioM  diw  Im  S»  +  1  ëqMtioM  diCtomlidks  des 
liqaM  tfoffdra  n^  0  rMera  u  tystèiM  do  Su  + 1  éqvfttioM  «Ira 
S»  +  '  variables;  il.  j  awa  tMJoim  deaz  équalioM  de  aMMM  q&b  de 
Variablee. 
Prenoos,  par  exemple,  «ae  éqaalios  de  la  tonne 

♦  +  /(*.  ir.*t  P.  *.0  =  <>t 

^ne  eoalenaol  pas  r.  Oa  rcconnati  aieéoieBl  qae  loatee  ke  dériiéee 
partiellee  de  la  toaclion  iaciMiaiie  peaveal  s'exprimer  aa  SMijen  dea 
dérivées  pk,%  si  J^»i;  oa  poarra  donc  ne  laisser  qae  ces  dérivées  dans  lea 
éqoalions  diSérenlidles  des  caraeléristiques.  Prenons  en  particnlier  le 
système  qui  correspoad  à  la  racine 

m  =  ^ 

de  Téqualion  caraciérisliqne  ;  réqualioa  p  reposée  diCérenliée  a  —  1  Ibis 
par  rapport  à  y  donne 


''•■  +  (î(F^  +  ^»^-+*  =  ®' 


on,  en  maltipliaat  par  liv, 


^••■+(;^^  *•="•• 


Cm  la  dernière  éqnaliott  des  caradérisliqnes  dVirdre  a  de  ce  ajs- 
tème  ;  les  antres  s'écrivent  immédiateoMnl, 
Exsnrta  XII.  —  Appliquons  cette  méthode  à  Téquation  (*) 


-«*-yV(y»J)  =  o; 


nn  des  systèmes  de  caractéristiques  est  déliai,  en  poeani  a  «;  •  il 

(4)  BiVMX,  OmjiIm  Hm^iM,  t.  CXX,  p.  tSI;  ISSKL 
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poMMot  JMqa'au  dérivées  d«  troisièiiie  ordi«,  par  les  rektioM 


oèoB  a 


ft.=«+(.+ii/--^«)(f.+rti+f|jK. 

Tort  invariant  da  troisièaM  ordre  ,  (j^jr,  »,  ^  ,,  r,  #,  ft,^  |i^,„) 
doit  donc  satisbir»  aaz  denx  équations 

Des  eonUmisoiis  Ikeile»  doonefil  mieeenivmieot,  w  tmÊfitusêàl 
Jhf  el  jiji  ^  levn  tilears, 

U-i    ?-*    g—    »^+'^+'-â;=* 

«•  qd  Moatra  qM  t  fltt  de  la  fmne 


*  >  ^ 

t  «  F  (*,  jr,  «,  •),        ««i.        vss&B; 


.    •  •  .        .  .•■ 


•  •     • 


ttt   -  aurmui  ra 

Im 


iioar  détflffMiacr  k  fanfilMM  P.  Si  oa  ftwiMiM  Miti  iMWlioB 

flyadoM  wi isvariaBl d«  mcimmI ordre  elva  israrittil  ém 
ordre. 

ITS.  Une  équlioa  d«  lecood  ordre  iolégrable  per  la  mahoém  do 
M.  Derboox  eel  eerectérieée  per  h  propriété  emveele  :  Tùmêe  imêéfrmlê 
iê  cêUé  éqmmUoH  appmrUeni  à  une  autre  équûHoHmux  dérivéêÊ pmrtiêUeê 
gui  m  une  im/tmUé  d'imiégrmkê  eoêÊimuneÊ  eeee  le  projMMér,  dépmuiami 

m 

4fume  ftmeikm  arbUrmire^  eent  te  miuuUre  loailet.  Poor  <|e*il  es  eoii 
einei«  il  faut  en  effel  qu1l  exiele  «ne  équelion  f  =  o«  dépendeal  d*«Be 
fonction  erbilreire,  et  forment  evee  le  propoeée  P  =  o  nn  sjstèeM  en 
inYoIntion  ;  ce  qni  ne  pent  erriver  que  ei  Tune  dee  feiiUre  de  cerae- 
tértstiquee  edmet  deux  inYeriente  distincte.  Lorsque  checane  d*dles 
admet  un  invariant  an  plus,  on  ne  peut  obtenir  par  cette  méthode  que 
des  intégrales  dépendent  d'une  seule  fonction  arbitraire^  mais  non  Tin- 
tégrale  générale.  11  peut  arriver  aussi  qu'il  existe  des  équations  for- 
mant avee  P  =  o  un  système  en  involution,  sans  qu'il  existe  aucune 
combinaison  intégrable  pour  les  équations  différentielles  des  caracté- 
ristiques. Nous  en  avons  vu  un  exemple  plus  haut  avee  Téquation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  à  courlNire  constante  (n*  1S6).  Ces 
équations  ne  peuvent  dépendre  d'aucune  constante  arbitraire. 

La  théorie  des  groupes  d'ordre  infini  de  transformations  permet  de 
former  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  int^rables 
par  la  méthode  de  M.  Darboux(*).  Nous  considérerons  seulement,  pour 
fixer  les  idées,  des  transformations  ponctuelles. 

(I)  8orM*i  Ln,  «  Zur  sllgcnieiiien  Tl^orie...  »  (BeriektÊ  éer  kùmi$L  Sêekê*  GemiU 
eUfi,  IS9S,  Kapiiel  II'). 

I,  Compiët  Hemiêiê  (1SS4-1I»). 
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q«i  fDBl  eorrespondre  au  poinl  (x,  jr,  ^)  le  point  (x\  y^,  «^  définisseni 
une  IreBefonMlioB  pottctuelle  dans  respeeeàtroisdimeiiaioiis.  Lorsque 
kt  loBctioBS  P|  Q,  R  dépendent  en  outre  d*un  nombre  fini  de  eonstantee 
erbitrairee,  eu  d^une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires,  on  a  ainsi  un 
ensemble  de  transformations.  Cet  ensemble  de  transformations  forme  un 
proMpe,  si  la  suite  de  deux  transformations  quelconques  de  eetensemUe 
donne  une  nouralle  transformation  appartenant  au  même  ensemble. 
Nous  ne  nous  occuperons  que  du  cas  où  on  a  un  groupe  d*ordra  in/imif 
c^estrè-dira  dépendant  d^une  ou  plusieura  fonctions  arbitraires. 
Par  exemple,  les  formules 

(!)    •  y  =  X{œ\       /  =  Y(y),       m'  =  m 

définissent  un  groupe  infini  dépendant  de  deux  fonctione  arbitraires 
X  et  Y;  a  en  est  de  même  des  formules 


^  • 


(II)     *'  =  X(»),     y  =  Y(*),     *'=<r-IogX'-lofr. 

Las  ^stènn  de  isramlM  «•dessovs  déBnisaent  des  gro«pe> 
dépendaat  i^mam  seol*  fonction  «rintraire  Z  {s)vt  X  («), 

(ni)      «•  =  «,         /  =  y,     *'  =  Z(*),  

(IV)  *'=X(x),     y^y,      *'  =  *X'(«), 

(V)  *'«X(*),     ,'  =  jr,     #'=r,-IogX' 

(VI)  ^«X(.),     /-y.     ,.=  j-£__^.. 

Qmnd  «■  qiplîqne  nnn  tnnsfonnntion  définie  par  Im  fefanice  (tt) 
i  Umm  lee  pointe  d*nno  snrfiMe  (S),  le  point  eomepondmi  dierit  en 
général  nnoMrfaee  (S*).  Si  on  désigne  par  y,  f^,  /,  /,!',...,  leadérivéee 
■ueiceMJyea  de  «^  par  rapport  à  j/  et  à  y,  on  tire  des  fornrales  (tl)  dis 
relatiena  qni  «spriaenty,  y,  /,  •',  <',...,  an  mojrendeii^  f ,  «,js  f*  fM^l, 


(«) 


J»'«/i(*.f.*»ftf). 

y  ««  A  kt  f t  *.  J»,  f ). 

•^  ■=  t»  («»  f  .  *.  J».  t»  *•»  «t  ')t 

•'  =  t«  («»  y»  *♦  J».  f  •  *••  *t  tu 


•M  ourmui  vu 

(•S)  délbMataal  égala^art  «i  grMipe,  qai  cal  Hi  U  frmifê  jf/F9im^é 
pfwûar.  Cda  posé,  oa  dit,  poar  abiégar,  ^*«MéqwilkNi  d« 

celte  équiliiNi  ne  ehuipa  pas  par'  iMiaa  las  teMafpfaliaaa  iéûmm 
par  les  foraiales  |03)  et  (ftl). 

Par  exeonpk,  le  groupa  proloagé  du  gfoopa  (I)  eel  dbasé  perlaeiar» 
mules 

4r=X,/=Y,^  =*.P=^.»«=Y*»r^= — y>     '^^^JTV^  V»     * 

a'         a 
on  en  dédsil  r^galilé  -7-;  =s  — 't  qui  aaoolre  que  loale  Aqaalfaw  de  le 

P«      Py 

forme 

edmel  le  gfoope  (1)  de  traeaiiirmalioaa.  Des  farmelaa  (11)  ùm  lire  de 
méme«  en  poeani  X  =  X  {x)^  Y  =  Y  {ify^ 

.      p       X'     ,       e       Y' 
*'      X'      X^  *      Y'     Y'»' 

.    rX'—fX'    X'X'— ax*«  .     t    ,    ir-fY"    y-y*— «y-». 

■ 

on  a  *?aB-7  et,  per  suite,  Téquelion 

(GS)  as=Aa« 

edmel  le  groupe  (11)  de  IransTonnslions.  Prenons  encore  le  groupe  (ID)  ; 
one 


p'  =  Z>.^  =  Z'ç.r^  =  ZV  +  Z>%a'«ra  +  Z>,,r  =  Z'l  +  ZV.- 
rélimiutioB  do  Z' «i  Z' Mws  dooM 


J»'~*J»  «•  *•  *^  «• 

M  qui  noBtn  qoe  toat^^quatioii  de  la  (orna 
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•dflMi  !•  gnmfê  (III)  ée  Imisfeniiatioiis.  On  irwrm  de  m^ias  que  las 
éqaatîoiis 


(«)  F  (y,  g,  «.  i)  =  o. 


admettent  les  groupes  de  Iransfonnations  (lY),  (V)  ei  (VI)  respect!* 
▼enieot. 

Lorsqn^one  équation  anx  dérivées  partielles  admet  an  groupe  de 
transformations,  tonte  transformation  de  ce  groupe,  appliquée  à  une 
intégrale,  la  change  évidemment  en  une  nouvelle  intégrale.  En 
particulier,  lorsqu'une  équation  du  second  ordre  admet  un  groupe 
comm  de  transformations  ponctuelles  dépendant  de  deux  fonctions 
ariHtraiies,  on  pourra  déduire  d  une  intégrale  particulière  une  intégrale 
dépendant -de  deux  fonctions  arbitraires,  c*est-i-dire  l'intégrale  géné- 
rale. Prenons^  par  exemple,  l'équation  (64),  qui  admet  le  groupe  (I)  de 
transformations  ponctuelles;  en  cherchant  une  intégrale  de  cette  équa- 
tion qui  soit  de  la  forme  ^(x  +  jf)i  on  trouve  que  la  formule 


déSait  une  intégrale  de  cette  espèce  ;  l'intégrale  générale  s*obtiendra 
en  appliquant  à  eelle-Ià  toutes  les  transformattons  du  gioupe  (I).  Elle 
est,  par  eooséiquentY  donnée  par  la  formule 


/.-•^♦«*rf,=X(,)  +  Y(y). 


L'éqwtioa  (CS)  «dniel  de  inèow  riaKgrala  partleaUèi* 


llaUgnle  g<béc«le  est,  par  «rito, 

tX'Y' 

•^-*(X+Y)«* 

GwidéroM  — hitenairt  «m  4qMlkMi  da  Mooad  otdn  ■diaeWm't  u 
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gfoope  bilai  de  IméIbnMtioM  dipendanl  d*«M  tMb  loMlkMi  «rhi- 
Irui^.  Nom  tappoterow  q««  les  Cwnvks  (tt)  <|w  tlMaigieat'  ee 
gffoapo  renfemeni  expUcilemenl  «oe  ioMliiMi  arbitraire  et  eee  dérî- 
véee  jneqa'à  un  ordra  délenniBé.  D'après  ke  théories  géairmles  de 
M.  Sophiis  Lie,  il  existe  pour  ce  groupe  uae  iaBailé  d*fiiMr»siili  ditf^ 
remîiêU^  c'est-à-dire  de  fonctions  «  (49,  jf,  z^  p,  ««  r,  s,  ',.••«)  rsAferMUil 
les  dérivées  de>  jusqa'i  ua  ordra  eossi  élevé  qu^on  Je  veut,  qai  se  fepro> 
duisent  par  toutes  les  traasibnDationsdu  groupe  prolongé.  Soient  a.  a,  as, 
trais  invariants  différantiels  distincts,  tels  que  Téquation  proposée 
F  =s  o  ne  puisse  pas  étra  mise  sous  la  forme  4  (a,  e,  m)  =s  o.  Soil 
alora  (S)  une  intégrale  quelconque  de  P  es  o  ;  choisissons  la  fonc- 
tion ^  de  telle  façon  que  cette  intégrale  vérifie  aussi  la  ralatioa 
^  (U|  a,  w)  =  o.  Les  deux  équations 

F  =  o,         ♦  (a,  »,  10)  =  o, 

admettant  toutes  les  transformations  du  graupe  considéré  et  ayant  déjà 
une  intégrale  commune  (S),  ont  une  infinité  d'intégrales  communes  dd« 
pendant  d'une  fonction  arbitraira,  celles  que  Ton  déduit  de  (S)  par 
toutes  les  transformations  du  graupe.  Toute  intégrale  de  Téquation  d« 
second  ordra  proposée  appartient  donc  à  une  autra  équation  qui  a  une 
infinité  d'intégrales  communes  avec  F  ss  o,  dépendant  d'une  fonctioa 
arbitraira,  sans  les  admettra  toutes.  L'équation  F  «■  o  est  donc  ialé* 
grable  par  la  méthode  de  M.  Darboux. 
Pranons,  par  exemple,  l'équation 

qui  «dmet  le  groupe  inBai  de  trausIbniMUoiw 

*'  =  «,        y'  =  y.        *'  =  2(i); 

AT,  y  et  '^  sont  trais  invariants  différantiek  de  ce  groupe. 

Toute  intégrale  de  l'équation  du  second  ordra  vérifie  dons  nne  éq«n- 
tien  du  premier  ordra 


(-'•?)= 


qui  admet  une  infinité  d'intégrales  communes  avec  F  s  o,  dépendant 
d'une  fonction  arbitraira.  Il  faut  pour  cela  que  l'équation  du  premier 
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oidra  8oil  BQ0  iBiégrale  ioteroiédimirB  de  Téquation  da  seeood  oidre, 
et  edle-ei  doit  admeUre  one  intégrale  interBiédiaire  dB  p^aû^  ordia 
d^adaBl  d*ane  fonctioB  arbitraire.  Il  est  facile  de  le  vérifier,  ear,  ai 

«I  poae  B  =r  ^,  réqaation  du  second  ordre  peal  s*ëerira 


*'(*•»'•  "•ë'^='- 


CoBsidérons  encore  Tégnation 


"  (»•  j  f =^) = •• 


qai  admet  le  groope  infini 

jf,  ^«  *  sont  trois  invariants  différentiels  de  ce  groope.  Toute  intégrale 

de  TéquatioB  dn  second  ordre  appartient  donc  à  nne  équation  de  la 
fonne 

♦(,.;.i)=. 

formant  avec  la  première  an  sjstème  en  involution.  Ponr  appliquer 
la  méthode  de  M.  Darboux,  il  faudra  donc  chercher  ûue  iatégrale  iater* 
Biédiaira  du  second  ordre. 

n  en  est  de  Biéme  de  Féquation  F  f  y,  9t  <t  ^)  =  b,  qui  admet  le 

groupe  de  transformations  (V)  avec  les  trois  invariants  différantiels 
jf,  9, 1.  Pour  réquation 


f(,.v^O=- 


fl  suffira  de  pousser  jusqu^aux  dérivées  du  troisième  ordre  (n*17S)t  car 
le  groupe  (VI)  admet  les  invariants  diflérentiels 

9       9-  -  - 

Tout  ee  qœ  bobs  vbbobs  de  dira  s^appliqBe  aassi  bbx  éqBatioBS 
admettant  bb  groupe  iofiai  de  traBaforaiatioBs  de  coataet  ;  Biais  il  est 
itaei  de  reaiarqBer  qae  la  théorie  des  groBpes  bb  dtaBS  pas  toutes 
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kt  équations  du  second  oirdrs  iiilégrsUes  par  b  «lélliodo  do  M.  Dor*- 
boox.  Ainsi  TéqnatioD  {m  +  !f)^^  —  ^  M  =  û  iolégrée  pin  haot 
(n*  I7i)  n^admei  aacun  groope  infini  do  Irnnsfomalions  (*)• 

(>)  On  pe«l  déterminer  commit  il  tiiil  toutes  let  traMCMmêtloM  àê  eentacl  ^ 
ae  chMigent  pse  la  fonne  àt  l*éqiMtioa  {s  4*  lf)*«'  »  ^-  Soieol 

les  foroMiles  qui  déflaUtent  noe  de  cet  trantrorniatioiifl.  Les  deax  lunUles  de  cane- 
téristiqiies  admetteot  respectivement  une  seule  combinsispn  intégrable  du  piunûur 
ordre.  iIjt  =s  o  et  iliy  ^  o.  i^es  esractôrisUques  de  réc|ttnlîon  transformée  ndmettnmt 
donc  les  deux  combinaisons  intégraldesdu  premier  cîidre  A  ss  o,  dYsso.  four  que 
Téquation  transformée  soil  identique  4  U  première,  il  faudra  donc  que  Ton  ait 

*=rX(xK         »  =  Y(y). 
OU  Jf=V(y),         »  =  Y(y}; 

la  seconde  forme  se  déduisant  de  la  première  en  édiangeant  jt  et  jr,  nous  pouvons 
nous  borner  à  considérer  le  premier  cas.  Gomme  on  doit  avoir  [X,  Zj  sr  o,  [Y^]  ss  o, 
il  s*enftuit  que  Z  ne  doit  pas  contenir  p'  et  f ',  et  la  transformation  est  une  transfor- 
mation ponctuelle 

,  =  X(jr),       jf=-YCy-),       s  =  Z(y.»\z-), 
Les  valeurs  de  p  et  de  f  sont  données  par  les  formules 

yi     yz  .  ^^^  . 

et  la  nouvelle  équation  du  second  ordre  est 

CX^  Y>«  1 2g    ,,     >«Z      .  .     yz      .   ,  >«Z    .  .   .     >«Z   !• 


Pour  qu>lle  soit  identique  à  la  première,  U  faut  d*abord  qu'elle  ne  renferme  quu 
les  deux  termes  en  •'*  et  en  pf' ,  c*est-4-din  que  Ton  ait 

dtz  _      »z  _     ^ _     2JZ-  _     yi        M  _ 

Z  est  dosic  de  la  forme  Z  s=  As'  +  S,  A  et  B  étant  deux  constantes  aiMIniras,  ni 
il  reste  à  déterminer  les  deux  fonctions  X  (x")  et  Y  (y),  de  telle  façon  que  l'on  ait 

**'  (x  +  Y)f-(x+yr 

En  intégrant  par  rapport  à  x\  on  en  conclut  que  l'on  doit  avoir 

Y' t 

x^y-y^y.  +  F{ir'); 

al  on  attribue  à  y  une  valeur  déterminée,  on  voitqueX  est  une  fonction  de  x' de  la  tonna 

Xïs      ,   .     .* 
ex  -i-  d 

Hé  même  Y  est  une  fonction  de  même  forme  de  y',  et,  en  substituant  dans  Téqua- 
tion  (E),  on  trouve  qu'il  faut  prendra 

Y  =  -53L=l*. 
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174.  Dans  on  Hénioir»  déji  cité  (*),  M.  Julios  Kôntg,  en  se  plaçant 
à  an  point  de  Tve  tout  difféfent,  a  été  conduit  i  une  méthode  d'îniégra- 
tioB  qui  ne  dillire  pas  essenliellement  de  la  mélhode  de  M.  Oariioux. 
L*idée  qui  sert  de  point  de  départ  et  qui  s*élait  déjà  offerte  à  plu« 
sieurs  géomètres,  consiste  à  étendre  à  une  équation  du  second  ordre 
la  méthode  d^intégration  de  Lagrange  et  Charpit  pour  une  équation 
du  premier  ordre.  Étant  donnée  une  équation  du  premier  ordre 
F  («,  y,  s^p^q)zs:  o,  cette  méthode  consiste,  comme  on  sait,  i  cher* 
cher  une  autre  équation  u  (9,  jr,  s^  p,  q)  =  «,  telle  que  les  Taleurs  de 
ji  et  de  f  tirées  des  deux  relations  F  =  o,  «  =  «,  Térilientla  oonditioB 
d^intégnbilité 


W  ""  W 


De  même,  étant  donnée  une  équation  du  second  ordre 

F(x,  y,  z^p,  q^r^  t,  I)  =  o, 

il  parait  naturel,  pour  intégrer  cette  équation,  de  chercher  deux  autres 
relations  F.  (jt,  y,  jr,  p,  q,  r,  t,  /)  =  o.  F,  (a?,  y,  s,  p,  q,  r^9,i\  =  o, 
telles  que  les  râleurs  de  r,  s,  I,  déduites  de  ces  trois  équations  rendent 


telles  que  les  râleurs  de  r,  s,  I,  déduites  de  ces  trois  équations 
complètement  intégrahle  le  système  d^équations  aux  diflérenueues 

toUles 

Ids  =  pdx  +  qf^Vt 
dp  =  rdx  +  Mdjf^ 
dq  s=  êdx  4-  '<(y* 

Avant  de  développer  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  F,  et  F„  nous  présenterons  quelques  remarques  sur  les  sys- 
tèmes de  la  forme,  précédente.  "Supposons  qu*on  ait  trois  équations  du 
second  ordre  résolues  par  rapport  à  r,  #,  #, 

• 

(71)    r«y(ar,y,jr,p,j),    t  =  jp(ap,y,  *,p,}),    <=sy.(4P.y,*,y,f); 

r,  s,  f  étant  supposées  remplacées  par  les  valeurs  précédentes  dans  les 
équations  (70),  les  conditions  d'intégrahilité  se  réduisent  à  deux 

(«)  MÊtktmtOkekê  Atumkm,  L  XXIT. 
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povm  qM  les  iMMimw  f,  f ^  x-wifait  légwlièw  d—  le  i>ciiBii| 
^ntmn  (x^  p^  M^  ^,  f  J;  or^  et  y^  étui  fegaidêee  co«ee  4ce 
lentes  aefliériqMS«  l'ialégrele  générele  de  ce  sjelêflM  dépend  de  trais 
eoostenles  srlNtraiies  t^%p^  f».  Il  est  évident <|ii*o»  ne  pent  pes  se  pit>* 
poser  de  déterminer  nne  intégrale  psssent  par  nne  conrfae  donnée» 
lorsque  In  conrbe  est  qneleoncine  ;  msls  on  pent  signaler  In  prapriété 
suivante,  qui  eera  invoquée  un  peu  plus  loin.  InMginons  que  Ton  nii 
une  courbe  (C)  et  une  surface  développable  (D)  passant  psr  celle  courbe» 
en  d'autres  ternies  quea*,  jft^s,  p^  9,  soient  des  Ibnctions  d*on  paramètre  % 
satisfaisant  à  Téqualion 

I^s  deux  conditions 

Jj  =  ♦(*•  yt  *»y»  •)  55" +/.(*•  9.  ».  JK  t);^» 

ne  ssront  pus  en  général  vérifiées;  mais,  si  elles  sont  sstistiitee  pnr 
ess  cinq  fonctions  x,  jr,  z^  ji,  f ,  le  sysIèuM  (71)  adsMt  une  intégrais 
ranCDrmsnl  tous  les  âésMuts  de  la  mdtiplicité  M  précédente,  €*est-à« 
dire  tangente  i  la  dévdoppable  (D)  en  tous  les  points  de  la  courbe  (C)^ 
Soit»  en  efst  (x«,  jf^,  ;r0,  pg,  f ^)  un  élément  de  M,  tel  que  ^ ,  x«  f  *^m^>^ 
dea  iMctions  régulières  dans  le  voisinage  des  valeura  x^  y^  »•*]»•%  «•• 
Cet  élément  appartient  à  une  intégrale  (S)  du  Systems  (71),  et  il  nuIBi 
de  montrer  que  (S)  renferme  tous  les  autres  éléments  de  M.  En  elei, 
établissons  entra  x  et  y  une  ralatîon  de  forme  quelconque  jr  =  n  (x), 
telle  que  y«  =  «  (-r^)  ;  les  équations  (71)  deviennent 

y  =  it(x),  c/4r={p  +  ç«»{dbp, 

*-|  f  +  ♦«  (*)  I  «te.  dq  =  \^  +  yy(ap)  j  dx. 

et  elles  déterminent  une  mulliplidlé  simplement  infinie  d^éléments  li|, 
issue  de  réiément  (x..  y^  z.,  p.,  q.). 

L'iolégrale  (S)  est  le  lieu  de  ces  multiplicités  M|,  quand  on  fait  varier 
la  fonction  «  (x)  de  toutes  les  msnières  possibles.  Si  Ton  eboiait  In 
fonction  x  (pc)  de  telle  façon  que  la  relation  y  :=  «  (a?]  soit  identioM  à 
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ceDe  qoi  exista  entre  x  et  y  le  long  de  la  courbe  donnée  (Q  les  équa- 
tions diiTérentielles  de  la  maltiplicité  M,  deviennent  identiques  à  celles 
de  11  el»  comme  ces  deox  mnltiplicitèi  ont  un  élément  commun,  il 
s*ensuit  qu^dles  sont  identiques. 

Prenons  maintenant  trois  équations  du  second  ordre  de  forme  quel* 
conque 

IF  {x,  y,  X.  p,  q^  r,  «,  I)  s=  o, 

telles  que  le  déterminant  fonctionnel 

D(r,  t,  0 


■oit  pM  n«I  identiqueoMiit,  ni  •■  tonant  compte  des  éqMtioM  elles- 
■lémes.  On  peot  dors  en  dédaire  les  Teleors  de 


de 


^x 


.S' 


9r 


par  un  calculrégulier,et,enégalantles  valeurs  de  ^*  et  de  ^t  etcdies 

de  r-  et  de  ^t  on  obtient  les  deux  conditions  pour  que  le  système  (79) 
soit  complètement  intégrable  sous  lé  forme  suivante 


(74) 


(78) 


(f) 

rfF,\ 
ir 


ÎF 
îF, 

(f) 

tfF,\ 


( 


M 
ÎF| 

ÎF, 
îFj 


>F| 
Jr 

ÎF, 
»r 

»F 
»r 

)r 

>F, 
9r 


\d») 

( 


<2i\ 

d»/ 
d[F,\ 


Es 
S» 

9t 


>F 

Et 
H 

Ei 


\d») 

( 

(dPf 
\dm 


dPj\ 
4») 

4aT 


11  sdlni  qM  les  telatiolMi  (74)  et  (75) 
éqnelions(79)pow4i«sle  ^jslène  propoeésoh 


pMenent  intégraUe  ; 


•i  ellM  MOI  HffifléM  id0BtMiMmMrt,  k  qrtlè^ 

■en  laiHBBème  eonplMMienl  iaUgraUé,  pour  tMtot  Im  nJMM  f«m- 

17B«  Cala  poaé,  auppcaona  ip'il  a*agiiaa  d'imUgtw  ana  éqaaIiaA  dm 
•ecood  ordra  da  la  forma 

ai  qtt*oa  eliarcha  poar  cala  à  lai  adjoindra  daaz  aalraa  équallona 

avaa  deux  eonaiaataa  arUlrairaa  «|  al  a^,  lallaa  qua  la  systAma  feroié 
par  laa  éqaaliona  (76)  al  (77)  aoil  eoaaplèleniaiit  inlégraUa  poor  lomlas 
laa  valaura  daa  coaalaiilaa  m^  al  m^.  Laa  condition  d*iiilégrabililé 
daviannanl  ici|  an  développani  lea  détenninaiiU  (74)  al  (78)  al  rampin* 
çani  F«  F| ,  Pg  par  r  -f-  A  «t  a  raapaclÎTanienl, 

/  itt  /rfa\      ^  /iAi\      îjjri  ^M  /M     ^  /Ai\  I 


o. 


Cas  deux  éqnalioDS  doivenl  être  vérifiées  ideniiquemeni,  qnand  om 
remplace  r  par  —  f{x^  y,  j«  p,  y,  «,  I),  puisqu'elles  ne  conlienneni  pan 
les  constantes  a^  et  o^.  Inversement»  tout  système  d'intégrales  (««  a) 

des  équations  (78)  et  (79)«  pour  lesquelles  le  déterminant  ^\  *  /  an 

sera  pas  nul  identiquement,  permettra  de  déterminer  une  intégrale 
complète  de  l'équation  proposée;  car»  si  on  lira  «  et  I  desdeux ralaliona 
«  s  ai,  9  s=  a,, 

iss^ix,  y,  g.  p,  q.  a^,  a,),  iss^{x,if.  M,p,  q,  a«»  «t)f 

le  système 

ds  ^  pdûû  +  qdj^, 
dpsz  —  /dw  +  ^^. 
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est  eomplèteiAenl  intégraUe,  el  rmlégrâtion  inlroduira  trois  nmiTeUes 
constantes  arbitraires  «,,  «4,  «,. 

M.  Kdnig  discnte  en  détafl,  dans  son  Mémoire,  le  système  d*éqna- 
t  ions  simnitanëes  (78)  et  (70)  ;  si  Ton  élimine  Tone  des  inconnues,  e  par 
exemple,  on  est  conduit  à  une  senle  éqoation  de  condition  pour  «.  Il  esl 
aisé  de  s*en  rendre  compte  a  priori.  En  elel,  si  la  Ibnction  u  est  tdk 
qve  les  éqnations  (78)  et  (70)  admettent  vne  intégrale  eommâne  e  poiv 

laquelle  le  déterminant  |^  y^  V  n*est  pas  nul  identiqneflMnl,  les  trois 
éqnatioos 

r  +  f=o,  «  =  «i»  •  =  «! 

admettent  nne  intégrale  commone 

s  =  F  {x,  jf.  «1,  «,,  «„  «4,  «,), 

et  on  peut  dioisir  a^  a,,  «4,  «9,  de  telle  façon  que,  pour  âp  =  or^,  y  =:  y^, . 
z,  ji,  f  et  vne  des  dérirées  #  onl  prennent  des  valears  données  à  Tatance. 
Les  denx  éqnations 


r  +  r=o. 


f» 


ferment  donc  aussi  un  système  complètement  intégrable,  ce  qui  exige 
(n*  140)  que  m  vérifie  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre 

(80)  Rr=o, 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre  de  m.  Réciproque- 
ment, si  u  satisfaite  la  condition  R  =  o,  les  deux  équations  r  -4*  /*=  o, 
«  =  «I  admettent  une  intégrale  commune  dépendant  de  quatre  cens* 

tantes  arbitraires 

• 

*  =  *  (*f  y»  "i»  '«f  *»»  '«t  •»)♦ 

etlMfdaUoM 


peuvent  être  résolues  par  tapport  à  «|,  «st  ^9  «4*  «t  et  r,  ce  qui  donne 

r  +  ^aso,    «  =  «,♦    e  =  «,,    »!=:«„    e,s=«4,    e,  =  «,, 
Vf  t^i«  «kl  t^i  4lut  des  fonctions  de  «,  jr,  4r,  ji,  f,  #«  r;  en  particulier, lee 


toi  aUPITM  Yll 

ê 

r  +  /=a,       «  =  «!•       •  =  «!• 

fomMii  u  svtièait  fMHiiplilfiOMt  tnidliFuMi  put^nt^nMi 
iiM  ittlégrtleeoiiauuM  dépcndaftt  des  Ifoïs  comImiIm  «^,  «4«  «^«  L'équa- 
Uon  R  =  o  Ml  doûe'k  rétnliante  des  équationt  (78)  •!  (79),  loNq«*iMi 
élimiM  9  (i). 
LUalégralioB  de  réqufttkm  r  -f*^=  o  eti  doM  ramaiiéa  M  défbûiiTC 


(>)  te  fMl  eMMlr  Mite  rétellMae  cmmm  fl  •«il.  81  «  m  fMit  pw  It  icItUoe 

•s  pe«l  réMNidiM  l«  4evx  éqiMtioM  (11)  et  (If)  pw  rapport  à  (^"j  M  (^)f  ce 
doBM  le  t ytlènit  4*iqMliou 

A,  B,  CiUel  iU«  loMlkmtdo  jr,  y,  f,f ,  f,  «,  |,  «l  dMdéffiféM  ptilkltet  4e 
eidie  de  «9  qui  MllelMit  à  le  coodiliM 

U  ceobiMlMNi  X  [T(»)l  —  Y  [X  (r)  ]  s  o  |o  Péduil  éoM  à  eM  éqealie»  4e  le 

B  el  ft  feeferaiMit  les  dérivées  de  prentor  et  4tt  lecoèd  ordie  4e  «eléUelMi 
per  rapport  oui  dérivées  du  lecood  ordra.  Cooine  les  éqiielioM  (71)  et  (If)  et»  por 
oiiilei  les  équettoas  (é)  edsietteiil  rintégrale  v  =  v,  U  s'ensuit  que  Tou  deU  eveir 
eussl 

Il  -?•    +  ft  ^  S=  O. 

D  (u  e) 
four  que  le  délennlouit  |^'  *  ^  '  ne  soit  pes  nul*  Il  fout  done  que  Toe  eit  H  ss  ui» 


k  s  o;  ces  deux  équations  edmellent  «e  fscleur  eoaunun  qui,  égelé  à  lira,  _  _. 
le  eonditioa  cherabée  H  =  o.  On  voit  de  plus  que,  si  m  seUsCetl  à  celte  lelelion,  lue 
équations  (11)  et  (If)  foment  un  système  complet,  quand  on  j  considéra  e  cohmm  In 
fonction  inconnue. 

Lorsque  h  vériee  Téquation  (■),  un  raisonnement  analogue  au  précédent 
que  Ton  doit  avoir  aussi 

.   /dm\  ^1.    iàm\  i  J/  Ju       >m)       /iJA  /»e\«      ^ 


pour  que  les  équations  (11)  et  (If)  admettent  une  intégrale  commune  e  telle  q«a 

D  (u   e) 

1^  V  '  A  ne  soit  pas  nul  identiquement.  Cest  le  cas  qui  vaètradiscuté  dans  le  lesln. 
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à  céDe  de  réqoalion  R  =  o.  Il  ne  femble  pas  qiril  y  ait  li  on  progrès 
réel,  puisque  U  nomrelle  éqmlioo  est,  en  général,  tout  aussi  difficile  à 
intégrer  <|ae  la  première.  Mais  Féiode  d^nn  cas  singnlier  a  oondnti 
M.  Kfinig  à  nne  nonTelle  méthode  d*inlégratiott,  idenliqne  en  réalité  à 
celle  de  M.  Darbonx. 

Les  dens  équations  (78)  et  (79),  considérées  comme  déterminant  e, 
sont  en  général  distinctes.  Pour  qne  ces  deux  éqnations  se  réduisent  i 
une  seule,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  m  Térifie  les  relations  sui- 
vantes 


(s) 


9»      ^^__^^ 
H  __it  it       itit 

Soieat  m„  m,,  Im  den  raeiaes  de  réqurtion  cwaelérittiqpe 


on  iroit  d^abord  que  Ion  doit  avoir 

^-••.^  =  0,        ou        --m,jj  =  o. 

Prenons,  par  exemple,  la  premièra  hypothèse  ;  les  deux  dernières 
conditions  précédentes  se  réduisent  alora  à  une  seule 


^•)+-^-ï(D" 


On  voit  donc  que  la  fonction  u  doit  satisfaira  à  Fun  .des  deux  systènws 

'.    .  (  (2)+-.(^-S(|)=- 

((^+-(D-S(^=- 

Ce  sont  précisément  les  conditions  pour  que  les  deux  équations 


tM  GHAPrra  vil 

r  -f-/»  o,  M  ss  «I  tonnÊmi  «a  sytléBM  cs.involalkMi  (■(*  1S4).  C«  fétri 
Ul  •*«zpliqii6  UmI  nalardlMiMil,  ti  Too  remaniiie  que  Im  rahlîoiM 
(78)  M  (70)  •xpiimMl  qM  las  6  éqaaUotts  obCenuet  «•  diBireBtiaai 
r  +  f  =:  o^u  =2  a^,  9  =  «t  par  rapport  à  ar  al  par  rapport  à  jr  m 
nmoiaaatàquatra.  Or,  laa  quatre  prcarièras  da  cas  ralationa  aa  rédaiiMil 
à  troia  loraqob'  r  -f-  ^  •«  <>«  ^  =  'i  fonneat  an  ayslèaia  aa  iaTohalMMi  ; 
il  aulBra  donc  d*uaa  nooTaUe  eondition  poar  qaa  oaa  ais  reklions  ao 
réduiaeat  à  quatre. 

Lorsque  Tua  des  systèasas  (M)  ou  (82)  admet  deux  iatégrales  dia> 
tinctes,  M.  Kôaig  déniontre  comme  il  suit  que  Ton  peut  obtenir  riaté- 
grale  générale  de  Téquation  r  +  f^o.  Considérons  d^abord  une  inté- 
grale fi|  du  syslème  (81)  par  exemple,  et  proposons-aous  de  trouver 
uae  intégrale  de  r  -{»  ^  =  o  se  réduisaat  pour  x  :=s  x^k  une  fonction 
donnée  de  y,  (  (y),  tandis  que  p  se  réduit  à  une  autre  Ibaclion  «  (y),  les 
deux  fonctions  C  et  «  vériOant  la  relatioa 

•»  (^t*  yt  C»  «t  C.  «'*  D  =  «r 

Soit 

«^•(y.  Ç.«.  C,«.  r)  =  o 

une  autre  relation  i  laquelle  salisfoot  les  fonctions  C  et  s,  telle  que 
^;  /  j{  ne  soit  pas  nul.  On  peut  trouver  une  intégrale  a  (or,  jf,  M^p^  9,  r«  I) 
de  Téquation 

se  réduisant,  pour  jr  =  u-^,  à  a^  (y,  Ç,  «,  Ci  «\  O»  poarvu  que  w^  n*ail 
pas  été  pris  d*une  façon  particulière,  et  les  trois  équations 

r  +  Z'sso,  a=«|,  asso. 


dont  les  deux  dernières  peuvent  étra  résolues  par  rapport  à  a  al  #^ 
formant  un  avatème  complètement  intégrable.  Diaprés  la  rsBMrque 
faite  plus  baut  (a*  174),  Tintégrale  de  ce  système  qui  passe  par  VÔè^ 
ment 

^ê.       yê»       -•  =  Ç(y#).       Pê  =  «(y#).       «•=C(ya) 


se  réduit,  pour  âr  =  x^,  à  C(y^,  tandia  que  aa  dérivée  première  ji  aa  réduit 

à»(y). 
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Lorsque  le  système  (81)  admet  deux  intégniles  dislincles  tf,  et  v#st  on 
peut  déterminer  une  fonction  f  (M|,  tr^,  telle  que  Ton  ait  identiquement 
f  (M|,  tft)=o,  qoand  on  remplace  x  par  »^  et  z^  p,  f ,  #,  /  par  C  (y)^  «  (^)t 
C(Bf)f  ^*{îf)%  r(y)  respectiTcment,  et  Tappllcation  de  la  méthode  pré- 
cédente permettra  d*obtenir  nne  intégrale  de  r  -|-  ^  ==  o  se  réduisant  à 
C  (^  pour  X  =  jTg,  tandis  que  p  se  réduit  à  ir  (y),  quelles  que  soient  les 
fonctions  C  et  «.  11  serait  facile  d*obtenir  de  la  même  façon  la  solution 
du  problème  de  Cauchr  sous  sa  forme  générale. 

176*  Il  semble  que  la  méthode  de  M.  Kônig  exige  plus  d'intégrations 
que  celle  qui  a  été  développée  plus  haut  ;  mais,  en  tenant  compte  des 
résultats  déjà  obtenus,  il  est  possible  de  la  simplifier.  Rappelons  d*abord 
qu*étant 'donnée  une  équation  du  premier  ordre  f{x^jf^  z^  p,  f)ss  o, 
rintégration  de  cette  équation  est  ramenée  à  celle  de  Téquation 
linéaire  [/,  9]  =  o,  9  étant  regardée  comme  une  fonction  inconnue  de 
-^«  y«  '«  P%  7«  M  Ton  emploie  la  méthode  de  Cauchy.  Lorsqu'on  emploie 
la  méthode  de  Lagrange,  il  suffit  d'obtenir  une  intégrale  de  [^  9]  =  o« 

telle  que  ^.'^  ^  ne  soit  pas  nul  ;  tirant  ensuite  p  et  7  des  deux  équa- 
tions ^  =  o,  f  —  <f|,  on  a  une  équation  complètement  intégrable 
dz  s=  fdm  +  çdy,  dont  Tintégration  donnera  une  intégrale  complète 
et,  par  suite,  les  caractéristiques  de  Téquation  proposée.  Ces  deux 
méthodes  se  retrouTent  dans  l'intégration  d^un  système  en  involotion 

»•  +  /"  (^»  y*  *t  p.  Çt  *.  0  =  Ot         «  («,  yt  't  J»f  »»  »f  0  =  C, 

ou  dans  la  détermination  des  caractéristiques  de  ce  système,  oe  qui  est 
le  point  essentiel.  La  méthode  développée  précédemment  (n*  136),  et  qui 
est  Tanalogue  de  celle  de  Cauchy  pour  une  équation  du  premier  ordre, 
ramène  le  problème  à  Tinlégratlon  du  aystème  d'équations  dilléten- 

tielles 

• 

dy=:m|<fx,    dz  :ss  fdx -^^  qdy^    dpz^-^fdjf-^-^êdy^    dq=êdm-{'idp 

(rfiA    ,  Ju  dz  /du\   .  hidi  .  î/ 

5 


t 


ou,  ce  qui  revient  au  mémef  à  Tintéghition  de  Téqualkm  linéaire  el  du 
premier  ordre 

0  étant  «M  fsnclloa  inconBM  de  »,  y,  ^,  Pt  f ,  t,  !• 


tu  CBAffTM  TII 

Des  idées  d«  11.  Kteig  M  |Ml  déduira 
•nalogM  i  edla  de  LagvMge  pour  les  éqw 
•left  powqw  les  éqnelioM 


r+r 


=  ■•• 


formeiil  «a  tjrttènie  complèlMieiit  ialégrable,  il  solBl,  d^apite  le  pré* 

cèdent  peregraplie«  que  v  Miishese  à  vue  eesle  reUliea,  qui  eel  prtfçi- 

•émeDl  Téquelion  (83).  Si  doue  on  a  oblenv  hm  inlégimle  pertieîdîèM 

D  (il  v) 
de  celte  équatUm,  telle  que  .v  *.  ^    ^  ae  aoil  pae  ideatiqaeaieat  aal,  aa 

tiraal  r«  «,  r  des  fonaulea  r  +  /*  =  o;  a  =  a,,  a  s  «i,  oa  paarra  Cmw 
aier  aa  ey stème  complèteaieal  ialégrable 

dont  rialégration  introduira  trois  aouvelles  coasiaaies  arbitrairea  4ig, 
«4,  a,,  et  on  obtiendra  ainsi  une  intégrale  complète 

*  =  ♦(«.  Jf.  «It  ««•  «If  «o  «t)^ 

du  système  en  in?olution  proposé»  d*où  on  pourra  déduira  les  caracté* 
ristiques  par  des  différeatiations  ei  des  élimiaalions. 

Lorsque  Tun  des  systèmes  (8!)  et  (82)  admet  deux  iatégralea  dia- 
linctes,  la  solution  du  problème  de  Caucby  se  rameaaat  à  la  délar- 
minatioa  des  caractéristiques  d*ua  système  ea  inTolutioa,  oa  poarra 
employer  Tune  ou  Tautre  des  méthodes  précédentes.  Reoiarqaoas  qaa, 
quelle  que  soit  la  méthode  choisie,  il  faut  toujours  commencer  par 
obteair  une  intégrale»  autro  que  a,  de  Téquation  (83)  ou  de  Téquatioii 
qui  joue  le  même  fdie. 

177.  M.  Kônig  a  généralisé  sa  méthode  en  adjoigaani  i  une  équa* 
lion  du  second  ordra  une  ou  deux  équslions  d*ordra  qudconqae.  Noaa 
nous  bornerons  à  quelques  courtes  indications.  On  démontre  d^abord 
que»  pour  que  les  trois  équations 

1  r  +  f{^^if^  ^»  P.  9*  «.0  =  0» 
(84)        •    I  a  (â:»  y,  ^»  p»  9»  t»  I»      .     .    •  Pi.»-if  A.)  =«i» 

I  »(a?,y»x, PKm^ufmi^^f 

où  ne  figurent  que  les  dérivées  jh,  &.  i  et  jg^,»»  forment  aa  systèiaa 
complètement  intégrable,  il  faut  et  il  suffit  que  u  et  a  Térifienl  laa 
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éqnatioiif  sinmlUméet 

(^Ml?p,,.-.Vdy/    ;ïp.,«..\V)^W— i/D(ji,u.-i,^)"'^ 

•T6C  la  eonditioo  accessoire  que  «577 — '  *    '    >  ne  soit  pas  nul  identi- 

qaeinent  L^éliminatioD  de  v  entre  les  deux  relations  (83)  et  (86)  condait 
encore  à  nne  senle  équation  de  condition  qni  est  dn  second  ordre  en  m 
et  qui  exprime  que  le  système  des  deux  équations  r  -f-  /  =  o,  n  =  «| 
est  complètement  integrable  (n*  140). 

Ponr  que  les  denx  relations  (85)  et  (86),  o4  on  regarde  9  comme 
inconnue,  se  réduisent  à  une  seule,  il  faut  et  il  suffit  que  te  Térilie  un 
des  deux  systèmes  d*équatîons 

(SU  r m,,r 

c*est-à-dire  que  le  système  r-f-^=^o,  nssC  soit  en  ii 
M.  Kônig  en  déduit,  comme  plus  haut,  que  Ton  peut  intégrer  Téqua» 
tion  r  +  f  ssz  o^  toutes  les  fois  que  Tun  de  ces  systèmes  admet  deux 
intégrales  distinctes. 

De  ces  recherches  de  M.  Rdnig  00  déduit  encore  un  no«?eau  pro- 
cédé pour  intégrer  le  système  en  involution 

« 

quel  que  soit  Tordre  des  dérivées  qui  figurent  dans  n.  Les  équations 
(85)  et  (86)  se  réduisant  alors  i  une  seule,  soit  aune  intégrale  de Téqua^ 

tkm  (86),  tdia  que  |r^-^î!<-^  ne  soH  pas  identiquement  nul.  Les 

Irais  rdations 

r-f /sro,        «  =  <:,        a=:î«,i 

al  celles  qu^on  déduit  de  la  première  par  des  dillirentiations 


CBAPmB  ¥11 


rordffi0  II,  as  nofM  de 

M  M  pan!  lormer  u  syalèiM  eooiplèlMiertl  blégrabb  oè  las  iacos* 
nma  aoni  jr,  pm^  fn^n^i.  jh^.^  l»i,  «*••  L*ialégralioa  da  aa  ajalèaM 


i»  —  1  aonalattlaa  Boaveliea  «,,  «««..«t 


'l'M 


lUM  int^frala  eooBplèta 


du  ayalèma  an  UiTalaUoa  propoié.  Laa  earaelériatiquaa  a*att  déduifonl 
oomae  ao  Ta  axpliqaé  au  chapilre  préeédaal  (n*  140)  (*)• 


(I)  Panai  les  lrmvMi&  doat  !«•  rteulUtf  s'oal  pa  Irower  place  daas  rcxpoiiliM 
précédeille,  Je  doit  citer  uoe  noie  de  G.  Miinânli:  ♦  CoaseqiiîPBie  a  cui  eoadiirç 
il  metodo  dl  Gherpil  e  Lâfraage  appUeelo  elle  ei|Mliotti  differealhUi  pwtialî  di 
2*  ofdiiie  »  {Giormit  Utii  I.  M.  htiM0  UmkmniQ  di  Sdemze,  UUtrw  €é  Arii  I.  IX, 
p.  94-1  Oi;  IS5G),  qui,  vu  la  date  de  sa  publicatioii,  offre  ua  cerlaia  ialérêl  hlsloriqae. 
Ea  dépit  de  soa  litre,  cette  aote  parait  lûen  plulM  «a  estai  d*ealeasioa  de  la  aié- 
Ihode  de  Caucby.  Aptes  aroir  élabU  exacteneal  les  équattoMS  différentielles  des 
caractéristiques  du  second  ordre,  Tauteur  recberclie  comuieat  on  doit  associer  ces 
caraclériitique s  pour  obtenir  une  Intégrale  et  fait  Tapplication  à  plnsienn  eseaiples. 


CHAPITRE  VUE 


LES  ÉQUATIONS  DE  LA  PREMIÈRE  CLASSE 


DéflBitian  de  llntégrale  générale,  d'après  Anpère.  ^  Eianen  de  celte  défi* 
BilioB.  —  ÉqoatioDs  de  la  première  classe.  —  Proposition  de  M.  Darbonx. 
—  Énoncés  de  dilTérenls  problèmes  auxquels  conduit  la  méthode  de  M* 
Darboax.  —  Recherches  de  X.  Hontard.  — >  Théorème  de  M.  Maorice  Léfy* 


178.  Au  début  de  son  grand  mémoire  :  ConMidératiowf  ffénéralet  mht 
Um  huégrakn  de9 éqantionê  atiur  différentieileMpariielteM  (*),  Ampère  adopte 
la  définition  suivante  de  Tinlégrale  générale  d^une  équation  aux  dérivées 
partielles  d*ordre  quelconque  :  Pour  qu'une  intégrale  soie  générate^  û 
foui  qu*U  n*en  rémiie^  entre  Ue  variable»  que  ton  eontidère  et  leur»  déri^ 
vée»  à  Vinfini^  que  les  relaiione  exprimée»  par  Féquation  donnée  et  par  le» 
équation»  qu'on  en  déduit  en  la  différentiant.  H  est  relativement  facile  de 
voir  que  la  condition  énoncée  par  Ampère  est  néeeetaire  pour  qu*uiie  ' 
intégrale  soit  générale,  au  sens  que  nous  avoue  adopté  aniérieuremeni 
(I,  n*  18)«  mais  il  but  un  examen  plus  approfondi  pour  reconnaître  si 
cette  condition  cet  sufOsante.  Afin  de  fixer  les  idées,  nous  nous  borne- 
rons à  une  équation  du  second  ordre  : 


(I) 


r  +  /*(«?. yt  *•  Pf  ^, «t  ^)  =  o; 


et,  pour  plus  de  précision  encore,  nous  ne  considérerons  que  les  inté- 
grales qui  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  d*un  point  {x^  y#)f  st  qui 
sont  tdies  que  la  Eonction  ^  soit  eUe-méme  holomorplie  pour  w  ssm^ 

r  =  yet  *  =  ^s^  P=Atf  =  «•»  *  =  »••«  =  Vendésigwmtpar  jr,,  p^ 
f  ^  ^  1^  les  valeurs  que  prennent  s^  JN  7f  s«  <»  tuspeetivunwnl  pour 
«as«^gy  y  ss  y^  Ea  d*nutres  iermest  les  intégrales  oaà  ma  éHmsni  du 


#  — 

(V)  Jburmildiff  f toit  ^f  farêaîft.  11*  cahier. 

éecky 


u 
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•ecosd  ordit  arptrlCBMl  à  lui  cer|aûi  «hNMuit«  àllaléri— r  éâgmi  la 
fowtioD/Ky,  jr.is  f , «, I) csl régulièfft. 

Si  Ton  diUérentie  réqMlion  (I)  «a  BO«ibi«  qiiel€OM|M  de  fou  par 
rappoK  à  ^  et  i  y,  oa  obtient  deux  éqaati«Mis  coaleaaat  ka  dérÎTéea  dii 
Iroisîèiiie  ordre»  trois  étpationa  coaleaaat  les  dérivées  d«  gaatrièia 
ordre,  ...  et,  en  géiiérali  (a  —  I)  éqaaiioas  rênferaMal  les  dcrifée» 
dordre  a;  ces  relations  per  niellent  d'exprimer  tontes  les  dérivées  par- 

0 

tielles  de  la  fonction  inconnue  s  au  moyen  de  x^  y,  x,  et  des  dérivées 
Pi.*-i«  Pê,à^  Tindice  h  variant  de  1  à  +  «•  ^'^  de  Téquation  (1)  oa  ne 
peut  déduire  aucune  relation  ne  lenreimant  qne  les  dérivées  partiellea 
Pi,ft^i  eip^k*  I^  condition  d*Ampère  est  donc  équivalente  à  celle-ci: 
fêOur  qu'une  mSégraie  de  téquaiion  (I)  $oU  gémérah^  ii  fàui  que^  d€ 
la  défifèitêOH  de  eeUe  inlégrole^  ùh  ne  luiuê  déduire  aueunê  reiaiiùm 
d'icAUrà  eèéire  tee  vanaUe$  (x,  y,  s,  j*,,,.  p..,,  y.,  p,,»^,  ;  p».,.  ....  p^^)^ 
auui  gnmd  que  êttit  le  noiubre  entier  k.  II  est  bien  entendu  qu*il  s'agit 
de  relations  ne  renfermant  aucune  des  quant ilt's  arbitraires  qui  figurent 
dans  l'intégrale  considérée.  Réciproquement,  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion (1),  qui  satisfait  à  la  condition  précédente,  est  générale  au  sena 
d'Ampère. 

Kappolons  maintenant  qu'une  intégrale,  holomorphc  dans  le  domaine 
du  point  (.i*^,  y^),  est  générale,  au  sens  que  nous  avons  adopté,  si  on 
peut  disposer  des  arbitraires  qu'elle  contient,  de  façon  que,  pourx=x^, 

•  ^s 

elle  se  réduise  à  une  fonction  donnée  ^  (y},  tandis  que  ^^  se  réduit,  ponr 

la  même  valeur  de  .r,  à  une  autre  fonction  donnée  ^  (y),  les  deux  b>nc» 
tious  arbitraires  ^  (y)  et  •{»  (//)  étant  seulement  assujetties  à  être  liolo- 
morpbes  dans  le  <!omaine  du  piiint  y  :-=  y^.  Cela  revient  h  dire  que  Ton 
peut  choisir  arl';:rairenient,  fiour  .r  =ii  u*^,  W^^  y%%  ^^  valeurs  înitialea 
de  t  et  de  toutes  les  dérivées  |:nrtielles  ,pi.^.i)«,  (PÉ.ft'«t  ces  valeurs 
étant  assujetties  à  la  seule  condition  de  rendre  convergentes  les  deux 
séries  : 


12)     S'-^  (y  -  y-'*'       St^T!  ''  -  ^-^ 


pour  des  valeurs  dey  —  y^dont  le  module  no  dépasse  pas  une  ce: laine 
limite.  Nous  dirons,  pour  abréger,qu  une  intégraiecst  gcnérale  an  sens 
de  Cauchy^  si  elle  satisfait  à  la  condition  précédente,  le  point  (jp^,  yj 
étant  absolument  quelconque  ou  f  ouvant  varier  arbitraircmeat  à  Tiaté* 
rieur  d'un  domaine  limité.  H  est  clair,  d'après  cela,  que  toute  iotégral«% 
qui  est  générale  an  sens  de  Caneby,  est  nécessairement  générale  an 
sens  d'Ampère,  cai  la  condition  de  rendre  convergentes  les  séries  (2)  ne 
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peat  entrainer  ancmie  relation  d*égalité  entra  an  nombre  quelconque 
des  coeflicienis  (pi,  ft.i)^*  et  (p«,tV  snssi  grand  que  Ton  suppose  Tordre 
des  dénTëes  qui  figureraient  dans  cette  relation. 

Maie  la  réciproque  est  loin  d*élra  éridenle.  On  peut  concevoir,  en 
effet,  I  existence  dlntégrales  de  Téquation  (I)  contenant  asses  d*arbi- 
traires  pour  qu*il  n'existe,  entra  or,  y,  s^  et  les  dérivées  pi,*-i  et  /tw.*, 
aucune  relation  d^égalité  indépendante  de  ces  arbitraires,  sans  que,  pour 
cela,  les  dérivées  pi.t.i  et  p^,*  poissent  prendra  tous  les  systèmes  de 
valeura  randant  convergentes  les  séries  (2)  pour  des  valeura  données  de 
jr^  et  de  jf^.  Cest  ce  qoi  arriverait,  par  exemple,  si  quelques-unes  de 
ces  dérivées  étaient  assujetties  ft  rastercomprisesentraeertaines limites, 
ou  è  ne  prendra  que  des  valeura  d*une  forme  déterminée.  U  pourrait  se 
fatra  aussi  que,  quoiqu*il  n>xbte  aucune  ralation  de  la  fbnne 

quand  les  variables  .'-  et  y  sont  quelconques,  il  se  présente  cepeodani 
de  telles  ralations  quand  on  attribue  aux  variables  a  et  .y  des  valeura 
particulièras.  De  telles  intégrales,  s*il  en  existe,  sont  générales  au  sens 
d*Ampèra,  sans  étra  gi*nérales  au  sans  de  Cauchj. 
De  même,  étant  donnée  une  équation  de  la  forme 

(3)  «  +  /*  ,r,  y,  z,  p,  »)  =  o, 

une  intégrale  est  générale  au  sens  d'Ampèra*  si,  de  la  définition  de  cette 
intégrale,  il  ne  résulte  aucimo  relation  d'égalité  entre  les  .variables 

(  A  y»  *f  ~»  —t  tÛ  î  ^'  —t  ^  y  mami  grand  que  soit  n.  Une  intégrale 

est  générale  au  sens  de  Caucli}*,  si  on  peut  disposer  des  arbitraires 
qu'elle  contient,  de  façon  que,  pour  x  =  ^^,  elle  se  réduise  à  une  fonction 
donnée  de  jr,  et,  pour  jf  =  y^,i  une  autre  fonction  donnée  de  jr,  sous 
ceriaines  conditicms  de  continuité. 

Quelques  exemples  montraront.  mieux  que  toutes  les  considérations 
générales  qu*une  intégrale  petit  étra  générale  «n  sens  d'Ampèra,  sans 
étra  générale  au  sens  de  Cauchy. 

EsBXPLB  I.  —  Prenons  FéquatioB  élémentaire  s  =  o;  tontes  leséqaa* 
tfams  qui  è»  résultent  par  la  diflerantiatioo  sont  tb  la  forme 

•  •  •  • 

Siiil  G  (jp)  ua3  de  ees  foticttons  anutytiques^  auxquelles  a  conduit 


loMJoart  pis»  pelilqM^  PiiAilé,  qiitlb  «{m.  loittaL  ^«Wi  •ttrihuâ»  à  tai 
Tariable  w.  Lm  Ibniiiiles  : 

(4)  »  =  f(m),    jr.=  +  («.    *«G.(.)  +  GW, 

oi  f  («)  etiiiiiiê  fondÎM  arUlraire  de  «.  f.  {p)  «ne  bnelioii 'arbîttw» 
de  p.  reprétealenl  une  inKgmle  de  Téqnetion  •  =  a,  qui  eti  générale 
an  sens  d'Ampèfe.  On  dédnil  en  eflel  des  formnles  (4)  Ire  tnlêmn 


Tantes  des  dénvëes  r-t  t-=ï  ...,  t-»  t-t»  ... 

d*iine  manière  générale  r-;  s'exprime  an  moyen  de  f'  («)«  f'  (a),  •••» 
f  <*>  (a),  et  de  fonctions  connues  de  a,  et  —^  s'exprime  au  moyen  de 

f  (i^)*  V  (Ml  *-t  i'^'(P)î  ^  <l«  fonctions  connues  de  ^  Lee  fondiona  j^* 
et  f  étant  arbitraires,  il  ne  peut  évidemment  exister  auoune  «rslation 
d'égalité  entre  «,  y,  ^r  et  les  dérivées  précédentes  ;  ce  qui  snfBt  pour 
prouver  que  Tintégrale  est  générale  au  sens  d* Ampère.  D'ailleurs,  il  est 
clair  que  cette  intégrale  ne  peut  être  Tintégrale  générale  au  sens  habi* 
tuel|  dans  un  domaine  aussi  restreint  qu'on  le  voudra,  puisque  le  module    ' 
de  z  est  toujours  inférieur  à  S. 
KxsMrLa  II.  —  L'équation  linéaire 


(5)  «-^9y=ro 

a  un  invariant  nul,  et  Tintégrale  générale  est  représentée  par  la  formule 


(0)  *  =  X +y  Ye»i^rfy, 


X  étant  une  Conotion  arbitraire  de  «,  et  Y  une  bnetion  arbitraire  de  jr» 
La  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (8)  est  terminée,  d*une  part,  à 
l'équation  elle*méme,  maiaelle  est  illimitée  dana  l'autre  sens,  comaae 
on  s'en  assure  en  calculant  les  invariants  successifs.  Il  résulta  des  pro» 
positions  établies  précédemment  (n*  109)  que  toute  équation  auxdérivéea 
partielles  formant  avec  l'équation  (S)  un  système  en  ii 
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0)  ''(*'*'2y\v'-\v)  =  ^- 


Cela  poté,  ooiMid<roiw  riatégrato 


(8)  «  =fyévd,, 

qai  te  rédoit  à  sera  pour  y  =:'0|  et  à  une  fonction  flrbilniirB  de  jf,  J  Y  dy, 

• 
pour  «  S5  o.  Cette  intégrale  satisfait  à  la  eonditioa 'd'Ampère  ;  en  eflbt; 

si  elle  YériAait  «ne  éqnation,  qai  ne  serait  pas  vne  conséquence  de 

réqnation  (5),  cette  équation,  tonnant  atecla  proposée  an  système  en 

înTolntion,  serait  de  la  forme  (7)«  et,  en  attribuant  à  la  TariaMe  w  one 

iralevr déterminée,  on  aurait  uneéqoation  diflérentielleè laquelle denait 

«atisfoire  la  fonction  arbitraire  Y. 

Plas  généralement,  soit 

W  F  (jr;  y,  z,  p,  y,  r,  »,  I)  =  0 

une  équation  du  seoond  ordra,  telle  qn*il  n  eiiste  aucune  équation  aux 
d«*riTées  partielles  formant  avec  elle  un  système  en  involution.  Toute 
intégrale  de  Téquation  (9),  dépendant  d*une  fonction  arbitraire  oud^uno 
infinité  de  constantes  arbitraires,  satisfait  h  la  condition  d'Ampèra;  car, 
si  elle  vérifiait  une  équation  aux  dériTées  partielles  ^  =  o,  autre  que 
celles  qu*on  peut  déduira  de  F  =  o  par  des  différantiations,  Téqua- 
tion  #  =r  o  aurait  en  commun  avec  la  proposée  une  intt^grale  commune  * 
dépendant  d'une  infinité  de  constantes  arbitraires,  sans  les  admettra 
toutes,  il  existerait  donc  une  équation  formant  avec  F  =  o  un  système 
en  involution,  contrairement  à  rbypotbèse.  Par  emem|rie,  si  la  suite  de 
Laplace  rahtite  à  Tëquation  linéaira  : 

(10)  *  -)-  a|i  «f-  69  -f  C4r  =:  o 

est  illimitée  dans  les  deux  sens,  0  n'existe,  nous  TaTons  tu,  aucune 
équation  formant  avec  Téquatioo  (10)  un  système  en  iavolution  (n*  109). 
Toute  intégrale  de  Téquatiott  (10),  d^iendant  d'une -fonctlott  arbitraire, 
satisikit  donc  i  Ja  c««iditi<m  d'Atopèra.  On  ObtlMt  de  telles  intégrales 
si  Von  a  obtenu,  par  un  |>roeédé  quelconque,  ane  Intégrale  de  Téqua- 
|ion  (10)  dépendant  d  uy  paramétra  arbilraira  f  (ar,  y,  a),<en  multiplia* 
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pamnê  lBBeliottarlMtnife/(8)  HratolégnHUkpvod«il^(«)f  (jr,|r,«] 


^  =/♦('•  y*  •)/(•)*•• 


or  mU«  inlégnla,  ti  la  iMietion  jr  m  aalisliU  pas  à  daa  eoaditiow 
particalièraa,  n'asi  pas  nécessairemaal  rialégrala  géaérala  aa  wukM  âm 

Les  axamplaf  précédaaU  moalraal  bien  qa*il  ail  aéoesiaira,  poar 
donner  une  basa  solide  k  la  Ibéorie  des  ëqaalions  ans  dMvies  par* 
lielles  du  second  ordre,  d'adcqrter  la  définition  de  l'inlégrale  générale 
que  M.  Darbotts  a  déduile  des  IraTaax  de  Cancby  ei  que  aon«  aTona 
prise  pour  point  de  dépari  \*). 

199»  Le  critérium  énoncé  par  Ampère  pour  qu'une  intégrale  aoil 
générale  étant  une  condition  nécessaire,  les  eondusioas  qu*il  en   n 
déduites  sont  à  Tabri  de  toute  objection.  Ainsi,  pour  qu^maê  imiégrmié 
êoii  générale^  U  /àui  queUê  renfermé  dn  orMrairet  domi  le  noail^rr  croil 
à  fùè/lmpar  deê  différênUaîUm»^ 

En  ellet,  si  les  formules  qui  donnent  «,  y,  r,  et  les  dérivées  successiTea 
de  4r  ne  contenaient  jamais  qu'un  nombre  fini  K  d^arbitraires,  quel 
que  soit  Tordre  n  des  dérivée»  considérées,  à  partir  d'une  valeur  de  n 
asses  grande,  on  aurait 

et  réiimînation  des  K  arbitraires  conduiraitcerlainementà  plus  de   ^  ^     ' 

relations  distinctes  entre  âr,  y,  jr,  et  les  dérivées  de  s  jusqu'à  Tordre  n. 
Une  au  moins  de  ces  relations  ne  serait  pas  une  conséquence  déféqua-, 
tion  F  =:  o  proposée  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en  la  diflérentiani  ; 

car  on  n'obtient  ainsi  que    '  J^    '»  relaticns  distinctes  ne  renfermanl 

aucune  dérivée  d'ordre  supérieur  ku. 


(*}  Os  pourrs eoBiutter  surcesi^el  «s  sriielsda  M.  DelsMut:  Qmêt^ueê  rêmmrq 
BMr  lest  miégmtêê  pmrtielUê  {Bttlleiim  dm  Seitmet^  maikétitÊtU^mm^  t.  XIX,  p.  Il-Sa}. 

(*)  Oo  doit  remarquer  que,  daoa  le  passade  cilé  plus  liaut.  Ampère  dit  slinpIesieAl 
U  fmmt^  OMlt  qy*il  tt*aJoute  pat  U  êmffil.  Il  lemble  nitulter  cependant  de  la  auite  ds 
•oa  mésM^ire  qs*il  coaiidért  la  coaditioa  éaoacde  comme  ■afittnie  posr  la  fèaéfa» 
liU  d*ttaê  inlégrale. 
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.n  favl  donCv  pdar  qu*ttiie  intégrale  ne  renrermant  qa*Qii  nombre  fini 
d*arbitrairet  soit  générale,  qa*en  caloalant  les  dérirées  saccessives  de 
la  IbiiGlioii  X  repréaeolée  par  cette  intégrale,  i  partir  d'nn  certain 
moment,  il  a*introdnise  de  nouYellea  arbitrairea.  Le  même  raisonnement 
proQ¥eqne«  SI,  en  passant  desdériTéesd*ordrepausdériYéesd*ordrep-f-l, 
il  ne  a^introdoit  q«*nne  nonTeile  arbitrairSt  llntégrale  considéfée  ne 
peni  être  générale.  Snppoeont ,  ponr  fixer  les  idées,  qne  les  dérirées  dn 
premier  el  da  second  ordre  soient  homogènes  i  Tintégrale,  mats  qak 
partir  dn  troisième  ordre  il  s'introduise  nne  nosTeUe  arbitraire  i  chaque 
dilXrsntiation,  Tintégrale  considérée,  qne  Ton  snppoee  renlmner  k  arbi* 
Iraires,  satisfera  alors  à 

rdations  distinctes  an  moins,  renfermant  les  dérivées  d*ordre  n.  (h.  si 
on  prend  n  asses  grand,  on  aura  «icore 

,   ,   fn  +  t)fn4-a)       ^      ^^   nfn-l) 
4+  ^^-^ g— —  n  —  K> j— -*f 

oa  fi  >  K  —  5,  et  la  conclusion  est  la  même  que  tout  k  llieure. 
On  Toit  donc,  par  exemple,  que  des  formules  de  la  forme 

a^  =  Fi  (a,  p,  9  (a),  f  (a),  ...,  ^  («)), 

(11)    •  j    y  =  F,  (a, p, 9  («),»' (a) ?"(«)), 

I     X  =  F,  (a,  p,  f  (a),  f  (a) f^  («)), 

renfermant  une  seule  fonction  arbitraire  9  (a)  et  ses  dérivées  en  nombre 
fini,  ne  peuvent  représenter  Tintégrale  générale  d*une  équation  du 
second  ordre.  En  effet,  lorsque  Ton  sera  arrivé  à  des  dérivées  dépendant 
de  ^^^  *'  (s),  les  dérivées  suivantes  dépendront  de  f>^ *' (a), ...,  etc.,  et  il 
s*introduiraune  seule  arbitraire  nouvelle  quand  on  passera  des  dérivées 
d*un  certain  ordre  aux  dérivéea  de  Tordre  auivant.  Ainsi,  quand  une 
équation  du  second  ordre  est  susceptible  d*une  intégrale  générale  expli* 
cite,  cette  intégrale  doit  contenir  au  moins  cfeiur  fonctions  arbitraires. 
n  en  esl  de  même  toutes  les  fob  que  llntégrnle  générale  appartient 
à  la  première  clsfsr,  comme  cela  résultera  fedfemenl  des  considéra- 
tiomi  développées  un  peu  phis  loin.  Mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  que 
rimégrale  générale  d'une  équation  dn  second  ordre  dépend  nécessai» 
imneni  de  deux  fenctiona  arbitraires,  ri  cette  intégrale  n'appartient 
pas  a  la  première  daasn» 


■ée,  f{m)-mmkmaim mMUmw.  «i ««« •• 

(II)  Ar  +  tB«  +  0  +  I^  +  Cf +  K«  =  «. 


OÉ  iM  «ocHciaas  A,  B.  C.  D,  E,  P.  lort  <m  tuartioM  4m  trwJaMf  « 
de  la  loMliM  (IS),  qMOe  «pM  eoil  k  iBMiiea  ailMlrain  /*(«).  0«  a« 


r  s 

••  «1  «M 


^P^rM^    '^Pù^r(^)^    '=r$/w 


•l,  d*«ae  ■Msièra  fé»<rele, 


Maie  la  liweUoa  f,  latidUtant  à  PéqMitioa  (IS),  Vmiaa  laa  dérivëaa 
iMj« de* «Mri^i- 3 H^  n «•  t^ealle qiMiUNrte.  1- «Uriiidea ^ 


«*  ■•  «t  ■•  ^ 
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dool  hs  weAcieols  «ml  des  Imelions  déterminéSB  <b  a?  el  de  jf.  QvEBd 
oa  pssse  des  dërhrées  d^ordre  ii  aux  -déritées  #oidre  »  +  1,  on  yéU 
qtt^U  slMrodiiil  deux  «rbitrems  nouvelles 


Il  peol  donc  se  faire  qu*aM  mléf^ale  de  la  forme  (12)  Térifie  le  cri- 
lèrinm  d'Ampère  ;  nous  avons  tu  pins  haut  qa*il  en  ^al  bien  ainsi  tontes 
les  fob  qne  réqnaiion  (13)  nest  pas  intégrable  .par  la  méthode  de 
Laplaee,  généralisée  par  Legendre^'Ol  qno  Tinlégrale  (if  2)  dépend  effee- 
liTeroeni  d^ne  innction  arbitraire. 

Il  a^est  pas  :permis  de  condare  dece-quiprécèdeqne  Tinlégrale  géaé» 
raie,  an  sens  qne  nons  avons  adopté,  d-one  équation  linéaire,  peut  être 
représentée  par  une  formule  de  la  forme  (12).  Dans  un  travail  intéres- 
sant (*),  M.  Borel  a  démontré  qu*il  en  est  ainsi,  mais  Tintégrale  y  (-^t^Ya) 
icii  être  choisie  d^une  façon  particulière. 

180*  Il  a  été  déjà  question,  à  diverses  reprises,  des  équations  qui 
admettent  une  intégrale  générale  de  la  première  daue^  suivant  une 
expression  adoptée  par  Ampère.  L^illustre  auteur  n>xpliqne  pas,  il  est 
vrai,  d*ttne  façon  bien  claire  ce  qu'il  entend  par  là,  et  il  se  borne  à  dire 
que,  dans  les  int^^es  en  question,  les  fonctions  arbitraires  ne  doivent 
pas  figurer  dans  une  intégrale  partielle.  Mais  il  est  possible  de  déduire 
de  ses  travaux  une  définition  précise,  en  tenant  compte  de  la  propriété 
fondamentale  sur  laquelle  sont  Jmsés  les  raisonnements.  >'ens  dirons 
qn*nne  équation  du  second  ordre  : 

(t4)  F  (a?,  jf.  M,  p,  q,  r,  #,  t)  =  o, 

admet  une  intégrale  générale  de  la  première  classe,  ou,  plus  simple- 
ment,  qne  cette  équation  appartient  à  la  première  dasse,  s'il  est  pos- 
sible d*obtenir,  pour  représenter  rintégraie  générale  de  cKte  équationt 
des  formules  de  la  forme  suivante 

(  «  =  V,  [.^  ^  A  W.  /î  W /i  W.  n  («).  "M  ?,  (W.  »•'  (« ...]. 

(18}  j  jf = V,  [«,  ^  f,  (.),  n  («) r.  w,  r;  t«). ....  »•  (W.  »•'  (»  •••].  ' 

* 

n  E.  BoMU  Sar  to  éfselCiat  ITaéèlnet  ewr  dérMee  peHMIm  iCÊmmtfê  ^mimi^ 


(«)  CBom,  Sar  to  éfaaHwit  ITaéèlnet  awr  éiHtéee  perHeitm  (CêÊmptf 
IS mais  itW);  naaaryagt  $mr  thUétrmttm dm  éfêmOmÊÊ  KuHAm aaar ééHwêtêftir 
tiétÊêi  (jêïïMêOm  En  SicAiaccf  aNfmAMilifwfa/ltm). 


M8  CHAfrmB  Ylll 

ûé  V||  Yff  Vg  tMl  dbt  Ii^mUoiui  déiMmiaéM  des  dMX  vsriaUië 

li «ifM •  0i ^, d«  ji iMctioM de  ««  A  («)•  A  (•)•  *-i />(«)« '^ ff 

de  «t  Â»  Â»  ••*•  />  ^^^  eesajeCUee  à  vérifier  ji  —  1  éqMtîoM  dilérea 
tielles  d'cMdre  qMloonque,  et  lee  y  foncUone  de-^  devmU  TériSer  de 
même  q  —  1,  éqtteliooe  différeniiellet  d*ordre  q«ielceM|ee  ;  lee  Ibrwidtte 
(13)  ne  reofenneni  donc»  en  réalité,  qae  dewx  IboelioBe  arbitraire*»  «ne 
foocUon  arbitraire  de.a  el  une  fonction  arbitraire  de  |l. 

11  est  évident  qiie  les  équations  précédentes  eomprennent,  eoaiaie  cas 
particolier,  les  équations  qui  admettent  une  intégrale  générale  ex|ili- 
cite;  il  suffit  de  supposer  p  =  y  s  I.  On  peut  aussi  nunener  a  In 
forme  (15)  les  intégrales  où  les  fonctions  arbitraires  el  leurs  dérivées 
figureraient  sous  certains  signes  de  quadrature,  cbacune  de  ces  Cane* 
lions  n'étant  engagée  sous  un  pareil  signe  qu'avec  la  variable  doni  elle 
dépend,  ou  d'autres  fonctions  de  cette  variable.  Par  exemple,  si  les  fonc- 
tions V|,  Yj,  V3  renfermaient  une  intégrale  telle  que 

il  suffirait  d'introduire  une  nouvelle  fonction  />  ^  |  (a)  égale  à  cette  inté- 
grale et  d'iyouter  aus  équations  différentielles  qui  lient  les  foncUona 
ftt  A  f  «M  />  le  nouvelle  relation 

On  peut  aussi  faire  rentrer  dan^  la  déUnitbn  préeédeate  les  inté- 
grales où  les  fonctions  arbitraires  figureraient,  avec  la  même  restric- 
tion, sous  plusieurs  signes  de  quadrature  superposés.  Si,  par  exemple, 
les  seconds  membres  des  formules  (13)  renfermaient  une  expression 
telle  que 

en  posant: 

/>♦  I  («)  =/»  [*,  /",  («),  n  (■), ...]  A. 

no  ajouterait  aux  équations  différentielles  qui  oui  lieu   entre  les 


^rr 
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fonctions  f%^ ...,  A,  les  denx  sninuitcs 

el  les  formules  (15)  renfermeraient  une  nonvelle  fonction  de  o^  /*^4.  ^  («)• 
Diaprés  une  remarque  de  M.  MauriceLéinr(Cbiiip/ef  Afiicfia,t.75, 187^) 
on  peut  ne  laisser,  dans  les  formules  (15),  que  deux  fonctions  de  «,  et 
leurs  dérÎTées,  ces  deux  fonctions  étant  liées  par  une  équation  diffé- 
rentielle, et  deux  fonctions  de  p,  et  leurs  dérivées,  ces  deux  fonctions 
étant  liées  par  une  autre  équation  différentielle.  Ceci  tient  à  ce  que, 
d*une  manière  générale,  Tintégration  d*un  s}stème  de  n  équations 
diflerenUelles  à  une  seule  rariable  indépendante  et  à  ii  fonctions  incon- 
nues peut  se  ramènera  l'intégration  d*une  équation  différentielle  d*ordre 
plus  éleré  à  une  seule  inconnue  (*). 


(>)  SoienL  en  effet,  r  la  Tariable  iadépendante  et  Sfi*  9it  •••  y«  tes  fonctions 
inconaues.  Oa  peut  eoppoitr  que  les  n  équalions  F|  s  o,  F,  ss  o,  ...,  F»  ss  o,  ne 
renfenncnt  aocane  éérhrée  é*ofén  eopériear  aa  premier,  car,  tH  en  était  aaire* 
ment,  0  safllrait  ée  prendre,  pour  iacoMBaee  anxiliairet,  «n  eerlaia  nombre  de  ces 
dérifées  pour  ètie  faawné  i  ce  cas.  Cela  poeé,  si  les  équations  pmpeeées  ne  peuTcnt 
pas  èlie  rêsolaes  par  rapport  ans  dériTées  des  fonctions  Inconnues  p'i,  y'^,  ...,  y'a, 
on  en  déduira  an  certain  nombre  de  reUtkms entre  jr«y|.  Pf,  .«.«pa.  Si  ces  relations 
ne  sont  pas  lacompalibles,  elles  permettront  d'eiprimer  quelquei  unes  des  ineon* 
naes  en  fonction  de  jr  et  des  antres  iacoaaues,  et  on  dimlnoera  Tordre  du  sjstéme. 
En  conlinnant  de  la  sorte,  si  le  système  proposé  n*est  pas  incompatible,  an  Snira 
par  arriver  à  an  sysième  que  Ton  poam  résoudre  par  rapport  aux  dérivées  des 


5^  =  /i  (»•  Fi  .  "M  F«).  'ë^h  f'*  ^'  *  -•'  *"^* 


•è  Si  ^  n*  Flânons  comme  inconnue  auxllioiro  une  certains  fonction 

D  s=  F  (JP,  Pi,  pt,  ..•,  p») 

^   .    ^  9 

et  soit  X  (  )  =  T"  +  xT"  A  -f  —  -f*  xT"  /"•  ^  ••'•  saccessiTesmnt 
^  '      Ar      JPi'V  ftr« 


X(r/ étant  le réoallatèoropémtion  X(  )  r^tée  p  Mo  dis  saile.  Celte  ineonnae 
ansiliaire  U  mtisfait  à  une  éqaatioa  différenlielle  d'ordre  m  et  ne  satisfait  à  aucuns 
équation  d*ordre  inférieur,  si  la  fonction  F  n*a  pas  été  priw  d'âne  façon  particu* 
lière.  Ayant  oblénu  llniéirria  générale  de  cette  équation,  les  m  équations 


persMitCHi  drssprteor  pi,  Ps,  •• ,  pmSu fonction  de  jr,  V,  *jt]^**^*ém  '  i 


appliquons  sed  auxp  «- 1  équations  diUrenlielIts  entre  tes  p  fancHons 
/ï(s).A(«)*  *—/>(a)»  an  voit  qu'en  considérant  funo  d'eUoo,  ftX^  par  aisaipte, 
comme  diinali.  teo^-*  1  aulmo  o'sspriawianl  au  moyen  d*ano  fonction  ausiliaim 
U  (a)  et  de  om  dérivées,  seUo  fonction  U  (s)  étant  Déo  à  te  fonction  A  (a)  par  une 


N 
V 

N 


Itt.  h  1m  im  à»  mm  mimain  (*•>>  Ot). 
MMélhodrpenMld'ialégrar  UmIcsIm 

IffSlMM  MM  WMS  dlOBS  doMMT  ft^ëlMld  à  dM  ^MMllMM 

ÎDlégrale  d^MM  fbraM  eacorepl»  fiarfflt  q«<  celle  «pu  cil  4MMe«par 
Jet  brMHlee  (IS).  Soi!  /  (s)  mm  loociMM  erlMlreiie  de  ««  ei  f  (^)  «ae 
faactioa  arbitnûre  de  p  ;  aoieol  esMile  F|,  Pg,  ...«F*  mi  jjiléMt  de  k 
iMietioiM  de  «  ei  de  f(,  deSnies  per  md  sjelèMe  d*éq«elMNM  «a  difféces» 
iidlee  loUlee  : 

(i  :^  I.  s,    ....  *), 

qoe  noue  «uppoteront  eomplélemeol  ÎDlégraUe,  quelles  qoe  êhàhêI  les 
foDclioiis  srbilrsiies  /*  («)  ei  ^  (^).  Nous  cousidéroas  les  équalioas  d« 
second  ordre  dont  rinl^gmle  générale  esl  représentée  pnr  des  iwnMlij 
telles  qoe 

^=v,:^M*)/'(*).  ..M /^'(•^•t(»it'i».  -.  »^'(?;,F«.F„  ...,F^], 


où  Vi,  V^,  Yj  sont  des  Ibortions  déterMÎnées  de  s,  ^  F|,  ••.,  F^  do 
/(•)•  t  (M*  ^  ^  '^*'* dérivéss  jusqu'à  un  ordre  Uni.  Pour  retrouter  les 
éqostions  de  In  preMÎère' classe,  il  sullit  de  supposer  ipM  les  Ibnctionn 
FivF,, ...,  Va  au  psrtngent  en  deux  groupes«les  unes  ned4^peadnnl  que 
de  la  Ysriable  s,  les  autres  ne  dépendant  que  de  la  variable  ^  On  peut, 
enellelfSupposer  que,  dans  les  formules  (15),  les  lbnclions/*j(s)«  .«.«^(a) 
figurent  seules,  sans  leurs  dérivées  ;  il  suffit  d'introduire  ces  dérivéen 
nomme  nouvelles  fonctions  pcMir  être  ramenées  à  ce  cas. 

Pour  des  formes  délerminées  des  fonctions  ^(^j,  f  i^^^  F|,  F^,  ••.,  F^, 
vérifiant  les  relations  ^  16) ,  les  formules  kil\  représentent,  par  lypotliése, 
une  surface  intégrale  (S)  de  Téquation  du  second  ordra  proposée.  Lan 
considérations  dont  on  s*est  servi  précédemment  (t.  I,  n*  98}  s*étendent 
sans  difficulté  A  cette  nouvelle  forme  de  Tintégrale,  et  nous  montrent 
que,  surla  surface  (S),  les  deux  familles  de  caractéristiques  sont  préci- 
sément les  courbes  a  =  O,  et  ^  =  C**.  Proposons-nous,  en  elel,  do 
calculer  les  dérivées  successives  de  c  par  rapport  à  x  et  à  y.  Les  déri« 
vées  du  premier  ordra  jiet  9  se  déduisent  de  Tidentité  d:  =z  pdit  -^  fdg  ; 
or,  si  on  rc-jnplace  dans  dar.^  cly,  ds  les  dilerentielles  clP|  par  leura 
valeura  .16),  on  voit  que  les  coefficients  de  cfs  et  de  d|^  renienneroj^. 
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OQtre  les  CmmUôss  qui  figurent  dans  V|,  V^  V,,  les  deux  dérÎTées  wm^ 
Telles /^^*'(«)  el  ^•-•'*>  (p).  Les  expressions  de  poi de  q  oontiendront 

done  en  généml «,^,F«,P^ ...»  F^h  A«) r***'!»).  ?(W ^^'W? 

si  elles  contiennent  effecliTenient/^'"'*'*'(s)et  f*-!-*)  (p),  elles  sont  Mf^iro» 
^sfà  llntégnile,  sinon  elles  sont  Aorno^èfiet  k  rintégnile.  Connsisssnt 
p  et  f«  on  obtiendra  les-  dérivées  dtt;  second'  ordre  su  moyen  des  deux 
relations 

dp  sa  rdr  -{-  «'y»  ^9  =s  9dr  -|»  tdy 

et  ainsi  de  soite.  Si,  à  un  moment,  la  dérivée/''*' '*'*'(«)  apparaît  dans  les 
dérivées  d*nn  certain  ordre,  lesdérivées  de  Tordre  suivant  contiendront 
Z^**'*''' (a),  •••«  etc.,  chaque  différentiation  nouvelle  fera  apparaître  une 
nouvelle  dérivée  de  r{%)»  De  même,  à  partir  du  moment  où  la  dérivée 
o(*'i>*)(p)  fera  son  apparition  dans  les  dérivées  d*un  certain  ordre,  chaque 
diflérentiation  nouvelle  amènera  une  nouvelle  dérivée  de  ^  ({!).  Il  peut 
d  ailleurs  se  faire  que  les  dérivées  /^'"'^  *'(«)  et  9'" **^(P)  n^apparaissent 
pas  simultanément;  c*est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  les  dérivées 
du  second  ordre  sont  homogènes  A  Tintégrale  relativement  à  a  et  hété- 
rogènes à  Tintégrale  relativement  A  p.  Quoiqu*il  en  soit,  à  partir  des 
dérivées  d*ttn  certain  ordre,  quand  on  passera  des  dérivées  d  ordre  r 
aux  dérivées  d*ordre  r  -f-  I,  on  introduira  deux  nouvelles  arbitraires, 
une  dérivée  de  la  fonction  f  (a)  et  une  dérivée  de  la  function  ^  (p).  Les 
conséquences  sont  analogues  à  celles  qui  ont  été  déduites  plus  haut 
(n*  96). 

Nousoonsidérons«,p,F|,...,Fit,/Xaj,...,r'"'(a),...,  f  (p),  ...,9'*ï(|I),..., 
comme  autant  d'arbitraires  distinctes,  quoique  ces  fonctions  ne  soient 
pas  indépendantes.  Cela  veut  dire  uniquement  que,  lorsqu*on  a  choisi 
pour  un  système  particulier  a  =r  a^,  p  =r  p^  les  valeurs  de  F|,  ...,  F*, 
des  fonctions  ^  et  9  et  de  leurs  dérivées,  jusqu'à  un  ordre  déterminé,  on 
peut  encore  choisir  arbitrairement  les  valeurs  des  dérivées  suivantes 
pour  a=a«,  ^  =  %,  jusqu^à  un  ordre  aussi  élevé  qu*on  le  veut.  Ima* 
ginons  que  Ton  ait  écrit  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  succes- 
sives des  dérivées  du  premier  ordre,  du  second  ordre,  etc.  Si  on 
élimine  s,^,  P|, ...,  F*,  ^(c),  f  (a), ...,  9  (9),  f  (|l), ...,  on  est  conduit  à 
une  infinité  de  relations  entre  jr,  j^  jr,  p,  ^ ,  r,  t,  I,  •••  La  suite  de  cea 
relations  est  identique  i  celle  qu'on  obtiendrait  en  ajoutant  à  Féquation 
du  second  ordre  proposée  toutes  celles  qu*on  en  déduit  par  des  difléren- 
tintions  à  Tinfini,  puisque,  par  hypothèse,  les  formules  (17)  représentent 
rintégrale  généraia  de  cette  équation  du  second  ordre» 

Supposons  maintenant  que  Ton  prenne  pour  Tune  des  Ibnctions,  y  {f) 
par  etasBplet  ine  ferme  bien  déterminéa  et  qu*on  laisse  arbitraire  In 


m 

UNijoan  pl«»p«UlqM^  PuaitA,  qMlb  qM  toil^Ut  vrieWi  •ttramâ»  à  im 
vartaUe  «•  Les  iMmolM  : 

(4)  »  =  f  (.).    j,.=  ^  (W.    ,  s  G.(.)  +  G  (P). 

o*  ^  («)  etlittOQ  foMctiott  «rhilnûre  de  ««  f.  (^)  «m  Ibnelioii 'arbitraiM 
de  p«  fprfiontcut  iiM  wléfnile  de  réqoftlioQ  «  =  o,  q«i  mI  gémifÊJm 
au  fenf  d'Ampta».  Oa  dédtiil  es  effel  des  fenuttlee  (4)  1rs  lalma  «n-. 

vantes  des  dérivées  r-i  t-;i  .•.,  r-t  r-3»  ... 

î;-f(«)'     ir«-    f(«)  •••••• 

d*mis  manière  géaérale  c-;;  s*expriaie  au  nuiyen  de  f' {%)%  f'(s), .,., 


f  <*>(■),  ei  de  fondions  connues  de  a,  et  rr^  s'exprime  au  moyen  de 

f  W*  V  (M«  ***t  f  ^'(Mt  ^  ^  Ibnetions  connues  de  |L  Les  fondions  f 
d  f  étant  arbitraires,  il  ne  peut  évidemsMnt  exisisr  aueune  relation 
d*égalité  entre  »,  y,  x  et  les  dérivées  précédentes  ;  ce  qui  sulBt  pour 
prouver  que  l'intégrale  ed*  générale  au  sensd'Ampèra.  D'ailleurs,  iled 
clair  que  cette  intégrale  ne  peut  être  l'intégrale  générale  au  sens  liabi- 
tuel,  dans  un  domaine  aussi  restreint  qu'on  le  voudra,  puisque  le  module 
de  s  est  loujoura  inférieur  à  S. 
ExEMM-s  IL  —  L'équation  linéaira 

(5)  M^gy  =  o 

a  un  inrariant  nul,  et  l'intégrale  générale  est  raprésentée  par  la  formulo 


(G)  •    ;r  =  X +y  Y«»*i/y, 


X  étant  une  fonction  arbitraira  de  «,  d  Y  une  Ibndion  arlûtraira  de  jr. 
La  suite  de  Laplace  fdative  à  Téquation  (5)  est  terminée,  d'une  part,  à 
l'équation  elle*méme,  mais  elle  est  illimitée  dans  Tautra  sens,  comnm 
on  s'en  assura  en  calculant  les  invariants  suciDessifs.  Il  résulte  des  pro- 
positions établies  précédemment  (n*  109)  que  toute  équation  aux  dérivées 
partielles  formant  avec  l'équation  (S)  un  système  en  involutioncdnè 
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ToHiêM ie$ /bi$qH*êmeéqMaiioud« teeond ordreF {jf^y^z^p^q^r^  «,  /)  =  o 
admet  une  iniégraU  génirate  de  ta  ftjrme  (17),  îante  iniégrafe  de  cette 
équation  réri/te  une  autre  équation  aux  dérirées  partietfee  qui  a  une 
infinité  d^intégraies  eommunee  avec  fa  propoaéef  ffépenffant  d'une  /btie* 
fion  arbitraire^  tan»  tee  admettre  tonte». 

On  conclnt  de  là  (n*  173)  qu'il  existe  denx  combinaisons  intégnibics 
ponr  Tnn  des  sTstèmes  de  csractérisqnes  de  Tëqualion  F  =  o,  el  on  peut 
reconnaître  quel  est  ceini  de  ces  deox  systèmes,  de  la  façon  suivante  : 
arant  attribué  k  la  fonction  p  (p)  une  forme  déterminée,  et  laissant 
arbitraire  la  fonction  f  (s),  toutes  les  surfaces  représentées  par  les  for- 
roules  (17)  vérifient,  d'après  ce  qui  précède,  Téquation  F  =  o  el  une 
autre  équation  ^  =s  o,  dont  Tordre  peut  élre  aussi  élevé  qu  on  le  veut, 
formant  avec  F  =  o  un  système  en  involiition.  I^ios  courbes  «  =  C**  sont 
les  caractéristiques  de  ce  système  ;  en  effet,  si  on  attribue  à  la  fonction 
f  (a)  une  forme  paKiculière  et  qu'on  pose  ensuite  a  =  v^,  en  faisant 
varier  %  on  obtient  sur  la  surface  intégrale  une  certaine  courbe.  Si  Ton 
remplace  maintenant  /"(a)  par  une  autre  fonction  de  «  prenant  la  même 
valeur  que  la  première,  ainsi  que  ses  dérivées  jus<|n*à  un  certain  ordre, 
pour  a  =  Cj,  on  obtiendra  une  nouvelle  surface  intégrale  qui  aura  avec 
la  première  un  contact  d*nn  ordre  aussi  élevé  qu*on  le  voudra  tout  le 
long  de  la  courbe  x=s  a^.  I^  démonstration  est  la  même  que  celle  qui 
a  été  donnée  antérieurement  (t.  I,  n*  M).  Il  faut  remarquer  seulement 
que  le  long  de  la  courbe  s  =  a^,  F|,  F,, ...«  Fjt  sont  des  fonctions  de  la 
seule  variable  p  définies  par  les  équations  différentielles 

» 

dVs  • 

elles  ne  dépendent  donc  que  de  oe^  et  des  valeurs  initiales  de  ces  fonc- 
tions pour  une  valeur  particulière  fi^  de  {I,  et,  par  suite,  restent  les 
mêmes  pour  toutes  les  fonctions  /*  (a), qui  prennent  les  mêmes  valeurs, 
ainsi  que  leurs  m  premières  dérivées,  pour  a  =s  a^. 

En  se  reportant  aut  résultats  établis  dans  le  Chapitre  VI,  on 
conclut  de  là  qn1l  existe  deux  combinaisons  intégraUes  pour  les 
caractéristiques  de  la  famille  |l  =  O.  Si,  au  lieu  d  attribuer  à  la  fonc- 
tion f  (f)  une  forme  déterminée,  on  laissait  cette  fonction  arbitraire  en 
prenant  pour^^a)  une  fonction  délenninée,  on  démontreraitde  la  mémo 
façon  qu*il  exisie  deux  combinaisons  intégmbles  pour  les  caractéris- 
tiques de  la  seconda  famille  a  ss  O.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 
..Tofflet  k$  fbiê  qa^une  éqnaiitm  dm  eecoad  ordre  adinet  mme  intégrate 


SW  CBAmUTTI» 


U  prapOMtfMi  léflipMfM  •  4^  «é  4«dilM  (■*18t).  Ob  pMl 
dii  Ik  de  MMibraMM  eoMAfMMM.  AJMl  MM»  mm^waM  la 
de  M.  DviMMa,  appliq^éa  au  éqnIkiM  nèéMiw  : 

Qoodttilaïui  némes  résulUU  que  la  métliode  de  Laplace.  Uaa  éipalion 
linéaire  de  cella  Ibraie  ae  peut  donc  apparieair  i  la  preoiièfla  datée  qae 
ai  la  auile  de  Laplace,  relative  à  celle  éq^ialioa,  eal  liailée  daaa  lea  deaw 
■ena.  D'uae  aianière  générale,  one  équaliôa  linéaire  de  forme  <|nel 
conque  ne  peul  appartenir  à  la  première  classe  que  si  TapplicalMMi  d« 
procédé  de  Legendre  conduit  k  une  suite  d*éqaations  linéaires  qui  en 
termine  dans  les  deux  sens. 

On  a  vu  aussi  (n«  170)  que  réqualion«=<i»  t  n*élait  pas  inlégraUe  par 
la  méthode  de  M.  Darbous;  celle  équation,  dont  dépend  la  délemûna- 
lion  des  surfaces  à  courbure  cooslanle,  né  peut  donc  appartenir  à  In 
première  cInssc.  Il  en*est  de  même,  ainsi  que  la  montré  M.  Sophus  Lie, 
pour  Téqualion  aux  dérivées  parlielles  en  coordonnées  ^arlésiennea  de^ 
surfaces  4  courbure  constante.  Les  deux  faits  peuvent  du  reste  être  rat- 
tachés Tun  a  rautre  au  moyen  d*une  remarque  générale.  Supposons  qn» 
deux  équalions  du  second  ordre  (B),  (E')  soient  liées  Tune  k  Vautre  de 
telle  façon  que  loule  iulégrali^  de  Téquation  (E')  puisse  se  déduire  d*une 
inlégrale  de  l'équation  (E)  par  Tiulégralion  d*un  sysième  d*équationa 
différentielles  ordinaires.  On  peut  concevoir  analytiquement  celle  dépen- 
dance comme  il  suit  xx^  y^z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  d^une 
surface  intégralederéqualion  (E)  expriméesau  moyen  de  deux  variables 
auxiliaires  a,  %  soient  Il|,  ilj, ...,  II|.  i  fonctions  de  s,  ^  définies  par  un 
sysième  d*équations  aux  diiiérenlielles  totales  complètement  iaté- 
grable  : 

{J  =  I,»,  ...  •), 

les  coordonnées  d*un  point  d'une  surface  inlégrale  de  l'équation  (E*) 
s'expriment  par  des  fonctions  déterminées  de  or,  y,  z,  p,  f , ...,  et  de  li\  ^ 
H„  ...,  h|. 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  si  l'équation  (E)  admet  une  intégrale  générale 
de  la  forme  (17),  il  en  sera  de  même  pour  l'équation  (E*),  car. 
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plaCSE^  ^«  Jff  ^t  P«  9f  ««M  psr  Iran  expressions  tirées  des  fermales  (17)/ 
OB  «RTS  des  IbradRles  de  méRie  Ibime  pour  reptétenler  l*intégFsle  géné- 
rale de  réqnstioB  (E")  STec  des  fonetions  inlermédisires  nonvellcs 
H|, ...,  H/t  qnH  f«odra  ajonter  ans  anciennes  P|t  ..m  F*. 

n  7  a  préeiséRienI  nne  liaison  de  oette  natnra  entre  les  deux  éqna* 
lions 

(E)     H^*«+R«(i+p«  +  ^>«  =  o,  (EO      ^  =  sin-. 

Supposons,  par  exemple*  qu'on  ait  oblena  nne  intégrale  do  Téqua- 
lion  (B)«  e*esl-èHlire  ipie  Ton  connaisse  les  coordonnées  (x,  y,  z)  d*nn 
point  d'nne  sarfaee  à  conrbare  constante  en  fonction  de  deux  variables 
RRxiliaires  qnekonqnes  s  et  P;  d*après  M*  Lie,  on  obtiendra*  par  de 
sinples  qnadratnrest  les  lignes  de  covrbnra  de  cette  surface*  et  on  en 
déduira  ensuite  une  solution  de  Téquation  (E').  De  même,  connaissant 
nne  solution  de  Téquation  (E')»  on  obtiendra  une  solution  de  Téqua* 
lion  (E)  par  intégration  d'un  système  d'équations  différenlielles  (*)• 

ISS*  Plus  généralementv  supposons  qu'une  équation  du  second  ordra 
admette  une  intégrale  représentée  par  des  formules  delà  forme  (17).  mais 
ne  dépendant  que  d'une  fonction  arbitraira  /*(«), 


/  a?  =  V,  («,  p,  r(«).  r  (*) /^'  («)»  F,,  F„ ....  F^i, 

(tS)      j    y  =  V,  (s,  p.  A(«),  r  (*).  ..M  r->  {*)i  F,.  F,,  .. ,  F*). 

(  ^  =  v,(«,^A«)1r(*)•••M^-'(«)tF|,F,,  :..,.Kx>T 

où  les  fonctions  F|,  Ff,..*,  F^  sont  définies  par  un  système  complète- 
ment intégrable  de  la  forme  (16),  où  les  seconds  membres  ne  renferment 
qu'une  fonction  arbitraira  f  (s).  Les  raisonnements  employés  plus  liaiil 
ptouYent  que  cette  intégrale  Torifie,  quelle  que  soit  la  f«mction  /(s), 
une  équation  aux  dériTées  partielles  qui  n'admH  pas  toutss  loi  iiiléj^ks 
deTéquatioa  du  sic^aJ  ordre  prap9sé3*  Il  existe  dooo  au  moins  nna 
nuira  équation  aux  dérivéespartijiles  formant  afuc  oslle*là  un  système  en 
invoitttion.  Réciproquement,  si  l'équation  du  secoad  ordro  forme  STce 
une  entra  équation  d'ordra  quelconque  un  système  en  iuTolution,  llntô- 
gvale  générale  de  ce  système  est  représentée  par  d  mx  ratatio»4  de  la 

« 

♦  (^f  Jff  i^t  «•  A  (»)f  ..M  fm  (a))  =:  O  rfx  —  ®' 


(*)  RftSSSVXt  TMiHs  ^éttêtwm  w9ê  SiHy^fUBSV.  Uive  Tu* 
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lM«  faMlioM/i  («K  -M  /•  («) «tau  «MViUÎM  h  wMimm-i 
ûom  Jiliwtfail— >  M  art  chir  qoe  ces  far—ha  p  fwl  ètro 
à  k  brma  (19),  M  pNMBi  pow  la  varUib^  «M  dés  coordMMd 

On  Toil  doM  qM,  d  «m  iatégrak  qMloiNM|M  dNwa  éqi 
Mooad ordre «pparliMl au  groupe d'UHégrdMdépMdaal d 
lion  arbilruro  ei  rqiréMiiléei  par  des  farmulea  da  la  fome 
des  syalèiMa  dacaraelérûiiqQea  de  cette  équalMNi  préeente  d 
binaisone  ialégrablea,  el  réciproquemeiii.  Si  deox  équalioiie  da  tecood 
ordre(E),(P/)sont  liées  de  telle  façon  que  tonte  intégrslederéquatiott(EO 
se  déduise  d*nne  intégrale  de  TéquaUen  (E)  par  Tintégmlion  d'un  sys- 
tème d'équations  différentielles  ordinaires,  comoM  on  Ta  expliqué  loul 
à  l'heure,  et,  s'il  existe  deux  combinaisons  intégrables  pour  l'un  des 
systèmes  de  caractéristiques  de  l'équation  (K),  il  en  sera  de  même 
pour  l'équation  (E').  Lorsque  la  liaison  entre  ces  deux  équations  est 
réciproque,  on  voit  donc  que,  si  l'une  des  deux  équations  est  inlégrable 
par  la  méthode  de  M.  Darboux,  il  en  est  de  même  de  l'autre. 

188.  L'étude  de  la  méthode  de  M.  Dartioux  suggère  un  grand  nombre 
de  sujets  de  recherches.  Ainsi,  il  serait  intéressant  de  connaître  tonie»  les 
équations  du  second  ordre  auxquelles  s'applique  avec  succès  la  méthode 
de  M.  Darboux,  soit  pour  les  deux  systèmes  de  csractéristiques,  soil 
pour  un  seul  système,  ou  du  moins  d'avoir  des  types  de  plus  en  plus 
étendus  d'é4|ttations  auxquelles  s'spplique  cette  méthode.  Lorsque  les 
deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  confondus,  le  problème  a  été 
complètement  résolu  (n*  106)  ;  mais, dans  le  cas  général,  les  solutions  que 
Ton  possède  paraissent  ext  rémemen  t  particulières.  Il  y  aurait  aussi  intérêt, 
en  prenant  un  problème  plus  particulier,  à  former  toutes  les  équations 
pour  lesquelles  il  existe  une  Uieyrah  géiMérah  e,t'piiciie^  c*est-4*dire 
telles  que  or,  j^,  j  puissent  s'exprimer  par  des  fonctions  déiermià^  de 
deux  variables  auxiliaires  x,  |l,  d'une  fonction  arbitraire  de  s  et  d'une 
fonction  arbitraire  de  %  et  de  leurs  dérivées  en  nombre  fini  (t.  I,  n*  96). 

Pour  bien  préciser  l'état  de  la  question,  nous  rappellerons  les  résul- 
tais connus,  relatifs  au  seul  type  un  peu  général  d'équations  de  cette 
espèce  qui  ait  été  étudié  jusqu'ici.  Soient 

(    ^  =  Y,  [.,  p;  7  («),  9  («) ^^  (a);  ^  (p),  f  (>),  ....  .f(ài  (p)]^ 

(»)  y  =  V,[a,ji;9W,f  (a),....^«)(.);^(ji),.^'(p, ^(*>  (p)j, 

(    ^  =  V,  [..  p;  9  W,  f  (.),  ..„  9'0  (^);  I  (fi),  ^'  i^) |(ài  (^)j, 

les  formulesqui  représentent  l'intégrale  générale  d'une  équation  du  second 
ordre  F  =  o;  on  en  déduira  de  proche  en  proche  les  expressions  des 
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dérÎTées  saccessiTes  ji,  f ,  r,  «,  1,  •••,  an  moyen  de  «,  ^,  des  fonctions  ^  («)« 
*f  (P)  ®^  ^  leurs  dértTées  socoessÎYes.  G^Ia  posé,  puisque  Tînlégrale 
générale  de  Téquation  considérée  appartieni  à  la  première  classe, 
chacon  des  systèmes  de  caractéristiques  doit  admettre  une  infinité 
d*inTariants  distincts.  Soient,  par  exemple,  ff  et  r  les  deux  inTuriants  les 
plus  simples  du  système  de  caractéristiques  x  =  C**,  ceux  au  moyen 
desquels  s>xpriment  tous  lés  autres  (n*  163).  Si  on  remplace,  dans  Tun 
de  ces  inrariants,  x,  y,  ^,  p,  9, ...,  par  leurs  valeurs, le  résultat  doitétrs 
indépendant  de  S  ;  on  a  donc,  après  cette  substitution, 

tr  [x,  y,  5-,  p,  ç,  ...)  =  F  [«,  9  (a),  y  (1)/...], 

^  (jf»  jft  ^»  P.  ïf .-.)  =  ♦  [*f  ?  («)»  ?'  («)t  — ]; 

«1  et  r|  étant  les  inmrianls  qui  jouent  le  même  rftle  pour  le  second 
système  de  caractéristiques  p  b  C**,  on  aura  de  même 

«•  ('t  y»  ^*  Pf  »•  •••)  ==  Fi  [?i  +  (W.  f  (Wv..]f 
«>i  (•'^f  y.  ^  Pi  ?♦  •••)  =  ♦•  [P»  t  (W.  f  Wy]- 

Lliypothèse  la  plus  simple  que  Ton  puisse  faire  est  éTidemment  la 
suitante;  chacun  des  systèmes  admet  un  invariant  du  premier  ordre  et, 
en  appelant  n  et  ii|  ces  deux  invariants,  on  a 


n  (x,  y,  j^  p,  9)  =  F  (s), 

"i  (jpf  y»  -  f  i»i  g)  =  Fi  iP)  ; 


comme  on  peut  d'ailleurs  remplacer  u  par  une  fonction  quelconque 
de  n,  et  ii|  par  une  fonction  quelconque  de  tr|,  il  iest  permis  de  rem* 
placer  ces  égalités  par  les  suivantes  : 

»  (-ï*.  y.  ^.  Pt  »)  =  «f        W|  (•*•»  y.  ^*  p.  7)  =  ?• 

L*hypotlièse  que  nous  faisons  revient  donc  à  celle-ci  :  des  formules 
(2D)  et  de  celles  qui  donnent  les  déri  vées  du  premier  ordre  p  et  9,  onpeHi 
tirer  fet  valeurM dezei  de^  en  /bnciion  de  x,  y,  z^  p,  9« 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  chacun  des  systèmes  de  caracté* 
ristiques  de  Téquation  du  second  ordre  admette  un  invariant  do  premier 
ordre.  On  démontre  aisément  que  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Téqua* 
tion  considérée  esl  une  équation  de  Monge-Ampère,  et  ces  deux  inva* 
riants  m  et  «•  doivent  être  en  involution,  [n,  HiI  =  o.  Si  on  fait  une 
transibrmation  decontact»  de  façon  i  ce  que  fes nouvelles  variaUesindé- 


tM  CHAPITU  tlU 


.=r(ti.M,.x.^.5i)i 


el  on  ««m  pour  rialégrak  générait  <b  celte  équetioA  «m  ioMliott 
fermanl  explieilemeiil  de«x  fonelioae  arbilrairee  de  «  el  de  «|  teepeelî* 
TemeoK  «vee  leurs  dérivées  Jusqu'à  u  ordre  fiai.  Oa  esl  doôe  rsfl»eaé 
sa  problème  suivent,  qui  a  fait  Tobjel  des  reeherelies  de  M.  Mon* 
UrdH: 

Trouver  êomtêê  lt$  équaiUm»  du  iêCùmd  ordre  mdmèeUmni  urne  imUtfrmèe 
géèdraie  d»  Im  forme 

•  (il)  ^=f(w,  y,  X,  X' X<->;  Y.  Y\  ....  Y«-î) 

X  désignani  urne  fàmeîion  arbiirairede  x,  ei\\  ••.,  X^>Mtd!ériséet,  Y 
déeignmtU  une  foêèciùm  arbiiê'aire  1I0  y,  el  Y%  •••«  Y**'  eee  dérieéee. 

Les  lli«V>rèmes  énoncés  par  M.  Moutard  ont  été  démontrés  par 
M.  E.Cosseral  dans  une  note  élégante  (')«  k  lai|ue|Ie  nous  renverrons 
le  lecteur  en  résumant  iieuloiucnt  les  résultats.  On  voit  directement 
qu*une  équation  qui  admet  une  intégrale  générale  de  cette  espèce  esl 
nécessairement  de  la  forme 


ce  qui  résulte  aussi  des  raisonnements  précédents.  Mais  le  calcul 
montre  de  plus  que  la  fonction  f  doit  être  linéaire  par  rapport  à  p  et  par 
rapport  à  q  séparément,  c*est-à*dire  tiue  Téquation  précédente  doit  être 
de  la  forme 

(«}  «^pp9  +  «p4.^9+c=:o. 

p,  II,  è,  c  désignani  des  fonctions  de  u?,  y,  z.  Si  Ton  prend  comme 
nouvelle  inconnue,  au  lieu  de^?,  une  fonction  I  de  jt,  y,  ;,  assojellie 
uniquement  k  vériGér  la  relation 


Téquation  définissant  •  sera  encore  de  la  tonne  (22),  mais  ne  contiendra 

(I)  heektrtim  êmr  le$  éq*ieiiomê  eux  dérititê  poHielUe  dm  êeeemé  erére  à  4ems 
wariabitê  imdéyemdamieê  {Comptée  Hemdas^  t.  LXX,  p.  ISI). 

(«)  Noie  ajoatée  su  tome  IV  &e  la  Tkéoth  ffénérmie  ée$  Smtfken  et  M.  Haiboux, 
p.  403-412. 
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pas  de  leraie  en  |iç,  et  adaeltra  «ne  eolvtkMi  de  même  forme  que 
réqMlioii  (22).  Il  ralBl  donc  de  traiter  le  problème  pour  uie  équation 
delaferme 

(M)  •  +  ^P  +  àf  +  e=zo^ 

eàm^  t^c  aont  des  fonctions  de  or,  jf«  s. 

Cela  posé,  ponr  qae  Téqnatton  (23)  admette  nne  solotion  de  la  forme 
(21),  il  font,  abstraction  bite  de  denx  cas  particuliers  dont  il  sera  ques- 
tion toni  à  llieure,  que  Téquation  soit  linéaire,  ou  bien  qu^elle  soit  de 
Informe 

m,  n.  Ml,  N|,  m  étant  des  fonctions  de  4?  et  de  jr,  et  c  une  fonction  de 
jr,  jf,  s.  Si  réquation  (23)  est  linéaire,  pour  qu*elle  admette  une  inté- 
grale générale  de  la  forme  (21),  il  fout  et  il  suffit  que  la  suite  de  Laplace 
rdatiTo  à  celte  équatfon  soit  terminée  dans  les  deux  sens,  et  nous  retom- 
bons sur  une  question  déjà  traitée.  Si  Téquation  est  de  la  forme  (24),  en 
prenant  pour  nouvelle  inconnue  ^t»,  il  fondra  qu*elle  appartienne  an  type 
suivant  :  •" 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  de  or  et  de  .y.  Nous  verrons  au  chapitre 
suivant  comment  une  transformation  simple  permet  de  ramener  Tinté- 
gration  de  cette  équation  i  celle  d  une  équation  linéaire.  Ponr  que 
réquation  (25)  admette  une  intégrale  générale  de  la  forme  (21),  il  font 
et  fl  suffit  qull  en  soit  de  même  de  Téquation  linéaire  correspondante, 
et  on  est  ramené  au  même  problème. 

Si  réquation  (23)  n*est  ni  linéaire,  ni  du  type  (24),  elle  doit  être  de 
Tune  des  trois  formes  suivantes,  dont  la  seconde  se  déduit  de  la  pre- 
mière en  éduoigcant  fo  rèle  des  variables  x,  jr, 

in,  n,  M|,ii,  déHgMBt  de»  fiaiielMNM  de  «,  jr  et  e  «Bê  Ibadioa  de  «,]f,< 
Pov  qM  r<q««lioa  (9IQ  adiMlte  «m  ioKgMle  de  b  torm»  (SI),  fl  fnt 


<Iii*eii  pr0Miit  poor  novrelle  iaeouivs  «m  «sprenk»  Imétiv»  p&t 
nvpoii  à  jr,  et  rwiplacini  y  par  «m  liwelkNi  ehoÎM  coaTe—bl— îâmi 
dey,  M  reUMobe  Mr  l'équlion  intégrée  déjà  (s* 47)  : 

Où  a  «ne  condnaion  analogue  ponr  réqnalion  (tt7).  Enin*  pow  qne 
l'équation  (S8)  admette  nne  intégrale  de  la  Ibnne  (tl),  il  bnl  i|n*on 
paisse  la  ramener  k  réqnation  de  fJouYÎlle  en  prenant  ponr  nonvdie 
inconnne  nne  fonetion  linéaire  de  s.  En  définitive,  la  solution  du  pro- 
blème de  M.  Moutard  est  ramenée  k  la  Ibrmation  de  toutes  les  équa- 
tions linéaires  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  est  terminée  dans  Us 
deux  sens. 

G>Dsidéroos  rensemble  des  équations  qui  admettent  nne  intégrale 
générale  de  la  forme  (21)  et  de  toutes  celles  que  Ton  en  déduit  par 
toutes  les  transformations  de  contaet  possibles.  Nous  avons  ainsi  une 
famille  d'équations  du  second  ordre  admettant  une  intégrale  générale 
explicite,  qui  sont  caractérisées  par  la  propriété  énoncée  plus  haut  :  lea 
variables  auxiliaires  «  et  ^  sont  des  fonctions  (/étenaiii^tde  jr,y,^,p,  9. 
La  plupart  des  équations  dont  nous  avons  obtenu  Tintégrale  générale 
sous  forme  explicite  appaKiennent  à  cette  famille,  mais  ce  ne  sont 
point  les  seules.  Par  exemple,  Téquation  (jr  +  y)  «  =  ^^pq  intégrée 
au  n*  171  ne  peut  être  ramenée  à  la  forme  (23)  par  une  transformatmn  dm 
contact,  comme  on  le  démontre  facilement,  en  remarquant  que  cette 
transformation  serait  forcément  de  la  forme 

y  =  X(y).  y'=Y(y),       •    r'=Z(x,y,r), 

ou  de  la  forme 

ar'==Y(y),  ;r^  =  X(a-),  *'=  Z(*,y,*). 

Cependant  cette  équation  admet,  comme  on  Ta  vu,  une  intégrale 
générale  explicite;  mais  on  a,  dans  ce  cas, 

«^=/H  y  =  ♦'(«. 

de  aorle  que  s  et  p,  tout  en  ne  dépendant  que  de  x  et  de  y  respectivement, 
sont  des  fonctions  dont  l'expression  varie  avec  l'intégrale  considérée. 
Celte  remarque  conduit  i  poser  un  problème  plus  général  que  celai 
de  M.  Moutard  et  dont  voici  l'énoncé  :  Tronoev  ioutetltê  tquaiiomî  dm 
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êêeomd  ardre  qni  mdwèêitmU  fme  inUgrûh  çénérmle  de  la  fonm 

Ix  =  \^  [%,  ?  («),  (?'  («),  ...t    ^''  («)]. 
X  =  V,  [«,  ?;  »  («) ?^H«);  ♦  ÎW^  -M  ♦'"'  W]» 

«r  ne  dipendani  que  de  s,  f  («). ...»  9«"»  {•)•  el  y  «  dipendani  que  de 
Pf  ♦  W»  ♦'  (Wt  -M  f  "'  (P)-  H  esl  clair  qoa  réqnatioû  doit  «ire  de  la  forme 

Il  peat  aussi  arriver  qa^one  éqoalioo  du  secoad  ordre  admette  aae 
ialégrale  générale  explicite,  sans  qne  les  deax  systèmes  de  caracléris- 
tiqoes  admelleai  nne  combinaison  inlégrable  dn  premier  ordre.  Pm- 
nons,  par  exemple,  réqaation 

il  existe,  poar  Pnn  des  wjMmM  de  caractéristiqnes  dn  premier  ordre, 
denx  combiBaisons  iniégrables  distinctes: 

tandis  qn'O  a*en  existe  ancnne  ponr  le  second  qrstèam.  L*éqnatiOB  (XQ 
admet  llntégrak  intermédiaire 

doni  rintégratkm  ae  ramène  i  ceUe  dn  système 

si  on  pose  ♦  {x)  =  X%  Tintégrale  générale  dn  système  (31)  est  donnée 
par  les  fMmrales 

(**)  ^  y-.yx'«»— SX(*— xo— »(*  — xv^c,. 

Oa  Csra  diqtwaltiv  Uwt  figae  d*  qoadratare  «a  poMat  X'  s=  ■,  « = ,'(•), 
caqaidoaaa 


fvÊt  «btiir  tlalégvde  fêaérale  de  Tiqaatioa  da  Meoad  «rdra,  il 


jM  caurmi  ym 

fiittéUUir  iMi«liAlMarUlrdrtMtMC|MCaM,Mi|riitviMlM 
géoënile  «H  doMét  par  1m  CmmIm 

f=«VW-f«f'(«)+«f(«)+«(t'(«))-t'(«))>+t1«»H-*W. 

Il  Ml  CmO*  d«  trottvwr,  d'après  cm  IbnmilM,  1m  Iwiriaatodaiieiai 
•yslème  d«  e«raetM«Uq«M.  0«  a,  «I  «Set, 

et,  m  différcnliwl  pl«iiMn  fob  de  Mile  ptr  ra|ipofi  à  ^  oft  • 
•ivemenl 


de  torie  i|tt*iiiferteiiienl  PL  ^»  ^i  ...,  s^exprimenl  â«  moyen  de 

f  «  ^  Pm«  •••  M^ûif  A  P^Hir  de  le  dérivée  troieiètte  ^i  eee  dérivéee 

ne  dépendent  que  de  p.  On  e  dono  un  inverieni  dn  troieiène  oidre  el 
nn  dn  «(nelrième  ordre  pour  le  second  ejrelènie  de  eemetérieliquee. 

184«  Loreqne  le  mélliode  de  M.  Derboax  réuseil  ponr  lee  denx 
familles  de  careciérieliquee  d*une  éuqelion  dn  second  ordre,  Tinlégm- 
Uon  esl  ramenée  i  celle  d*un  système  d*équaCions  aux  diflérentidiee 
totales  de  la  forme 

(Xè\  \  ''^'  =  ♦'  ('•  »^  ^'  ^'^  ••••  *^'î  Y»  Y'»  —^''^^î  'm  *t.  -.  '-)  * 
^    '  I       +  +1  (*.  y.  X.  \\  .... Xc^';  Y.  V. ...,  YW;  s,,  m^,  ....  *«) tfy, 

qui  ne  diAre  que  par  les  notations  du  système  (16)  ;  X  désigne  une 
fonction  arbitraire  de  jt,  Y  une  fonction  arbitraire  de  y,  et  le  système 
est  complètement  intégrable  pour  toutes  les  formes  possibles  de  eee 
fonctioDs  ari>itraires.  Le  système  le  plus  simple  de  cette  eepèce,  o4 
n*entre  qu*nne  seule  fonction  inconnue  i,  et  où  ne  figure  aucune 
dérivée  des  deux  fonctions  X  et  Y, 

*  =  »  (^1  yt  *y  Xi  ^)  «te  +  ♦(«».  y»  ^%  X.  Y)  rfy, 
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m  déjà  été  étudié  •«  n*  42,  mnis  use  fonns  on  peu  différente.  On  a  vn 
i|n*en  prenant  povr  nooTelle  ineonnne  nne  fonction  conTonablement 
dioisie  deor,  jr,  jr,  on  pondait  ramener  œtte  éqnation  à  la  Ibmie  cano- 


Nona  ne  oonnaiaaons  aocnn  travail  rar  les  systèmes  lea  pins  généraux 
de  la  forme  (33).  Lorsque  les  fonctions  inconnues  f  i,  s^  •••,  Sm  ns 
Sgursnl  pas  dans  les  seconds  membres,  la  proposition  suiTante  pennet 
de  ramener  les  équations  i  une  forme  simple  (*)• 

Si  rti 


m 


s  f  (or,  y,  X,  \\  ...,  XW,  Y,  Y'...,  Y««)  ite 

I     +  ♦  ('.  y,  X,  X- Xc«,  Y,  y;  ...,  Y«^)  dy. 


ci  X  etl  Mite  flmctkm  mrbitrttèr^  de  «?,  Y  iriie  /bneiion  ûrMr^rite  de  y,  si 
ou  f  «I  f  renftrmemi  \ei\ei  teun  dérwéeej^eqffà  un  ardre  diiermmé^ 
eei  urne  difirenHeàe  exmeU  pour  iauiee  k$  flurmee  poeeiNee  de$  /bmeHome 
XeiHfCmm 

/,  rfr  +  f  jy  =fF  (or,  X,  \\ ....  X'i^O*?  -*/F,  (y, Y, V,  ...A'^  i/y 

+  F,  (X,  y,  X »^«\  Y,  y;  ..m  Yc^-»>), 

F  ne  renfermant  que  or,  X,  X',  ..«,  X<^';  F|  ne  renfirmuni  que  y,  Y, 
y\  ...,  Y<^t  ff  F,  éiani  une  /imeiion  délenninée  de$  variuMee  qui  y 
Açurenêf^). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  dérÎTées  de  Tordre  le  frilus 
élevé  des  fonctions  X,  Y,  qui  figurent  dans  ?  et  |r,  sont  ceUes  d*ordre  p, 
de  teDe  sorte  que  lune  des  dérirées  X^K  Y^  entre  dans  rêne  au  moina 
des  fonctions  f  et  i^,  mais  qu*il  n*7  entre  aucune  dérirée  d*ordre  supé- 
rieur à  p.  Par  hypothèse,  on  doit  STmr,  pour  toutes  les  fonnes  possibles 
des  fonctions  X  et  Y, 

djf      dx 

m 

(>)  MwUetim  ée  Im Société  methémetiqme,  t  UV,  p.  99;  IS9T. 
n  La  rropoiUion  t*étmé  mm  dUlcallé  «a  cipwirioa» 


♦irf*i  +  fi*Pf  +  ..•  +  f***to 

ri«  eiH  —^  r**»  rmfwuMnt  a  fonctions  offMtfolrMX|*Xg  «m,  Xm  eo  'it'ii,  •••,AiI 

ot  loan  éÊÊMeê  on  noaibio  Sai,  gai  oont  éoo  diiirgntiolki  lotolm 
toatoi  loo  foffioi  oDiriMii  éoo  gmdiono 


,*' 


lu  aiAmM  Tiii 


00  fôil  que  ^  M  eoDtiettl  pM  Y<^«)  et  que  ^  m  eomieol  pM  X<^»^ 
Il  iuidrâ  doDO  qM  Ton  ail    . 


c'atIrA-dire  que  f  ue  eooUendru  les  dérivéee  de  la  imelkMi  Y  que  j«a» 
qtt*à  cdle  d*ordre  p  —  1  au  plus,  el  de  même  f  ue  coutieudra  lea 

dérivées  de  X  que  jusqu'à  celle  d'ordre  p  —  i  au  plus.  Alors  ^t  ei 
par  suile  ^i  doil  élre  une  fonction  linéaire  de  X^^  On  doit  donc  avoir 

•a,  M  qui  revÎMit  •■  néoM, 

M  qni  montra  4*** /JJ^ni'**^  indépendaat  dt  y,  Y,  V,  ...,  Y<'-*V 

Oa  «I  dédait  qm  f  est  de  la  fome 

•=*(«,X,X' Xw)+#,  (x,y,  X,X' X»*-»»,  Y.r,  ....V»-«>)XW 

+  ♦,  (*.f .  X.  X' X''-  %  Y Y»-»*), 

•I  l'oa  démontrara  de  la  néme  tê^on  que  f  doit  étra.de  la  fbnaa 

♦=»  (jf.  Y,  Y'. ....  Y««)) + T,  K  y,  X.  X', ....  X*-«»,  Y,  V, ...»  Y«^«i)  Y<*» 

+  ▼,(x.y.  X.  X', ....  X*-'î.  Y. ....  Y»'-  ••). 

U  eoeflicient  de  X'»Y(r)ert  ^^^,  dam  ^  et  ^^r^,  dan  ^;  as 
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doH  doue  «foir 

ce  qpA  iMttIre  qv€  #«  et  ▼«  tout  les  iMri?€Cft  ptrlidles  par  rapport  à 
Xi^«)  et  Y<^**>  retpecliwneoi  d*oM  londioii 

U  {^,9,  X,  X', ....  X<^-«\  Y,  V, ..-,  Y<^ï)  =  /♦,  ilX^-«»+  ▼,  rfY^  •». 

La  diffirMilielle  totale  de  cette  fonction  U  a  pour  eipresafa» 

+^+^V+....+s^ï--.)* 
«I  Toa  pMt  écrire 

en  posant 

Remarquons  maintenant  que  ^ |  dv  -f*  ti  'fy  '^^  ^^  ^''^  difleten* 
tielle  exacte  ponr  tontes  les  formes  possibles  des  fondions  arbitraires 
X  et  Y,  et  qne  f  g  et  r^|  ne  renferment  les  dériTëes  de  ces  fondions  qne 
jnsqn*à  Tordre  p  —  1  an  pins.  En  répétant  les  mêmes  opérations  snr 

/f |dS94*f i4^t  ^  ponrsnirant  rapplicatton  dn  procédé  antant  do  Ibis 
qaH  est  possiblOt  on  finira  par  arriver  à  nne  intégrale  de  la  ferme 

^T»  (*.  y.  X)  *r + ♦,  (*,  jr.  Y)  rfy. 

oè  r«zpreMMNi  ffdx-^^pify  doit  Un  «m  diliénntMle  «xaéle  pcmr 
toUM  1«  Inmm  poMiiilM  4a  X  flC  de  Y.  Oa  doit  doae  anroir 

99       ix' 


iM  cBArmii  vin 

or,  f  ,  M  eoatÎMl  pM  Y.  0  doit  doM  «■  Mro  do  w^tm»  do  ^*   c*( 

*-difo  qM  f ^  «ot  do  lo  ionM  P  (y.  Y)  +  Q  («.  y). 
On  voit  do  mtm»  qw  ^,  doit  élra de k  iorwe  M  (jr,X)  +  N  («.y). 

et  la  coMUtkw  d'iatégnlMlilé  devicnl  J^  =  ^ 

L'intégnlo  eo  qoestioa  peot  doue  o'ëcrire 

Eb  réunÎMant  tous  les  rteillats  obtenus,  oa  oblÎMl  bie^  poar  l*biié» 
grale  J  f  rfr  +  ^i/y  une  expresaioa  de  la  forme  annoncée. 

On  voit  de  même  que«siles  Ibnctionsf  et^  renferment  une  lenlelbne- 
tion  arbitraire,  X  par  exemple,  on  peut  écrire 


J^dœ  +  \4y=fV  (x,  X,  ..•  X<^0  ife  +  F,(x,  y,  X, ...  X»*-*»)  . 

Remarque.  —  Si  l*on  suppose  que  les  fonctions  f  et  f  soient  linéniran 
par  rapport  aux  fondions  X,  Y,  et  à  leurs  dérivées,  on  retrouve  le  tliéo« 
rème  démontré  psr  M.  Darboux  (*),  et  qui  est  d'un  grand  usage  dans 
Tétude  des  équations  linéaires.  En  eliet,  les  fonctions  f  et  f  sont  alors 
de  la  forme 

■ 

,  =  A,X  +  A,X'+  ...  +A,X'rt+B,Y  +  B,Y'+...4-B,.,  Y«^», 
+=CX  +  C,X'+  ...  +C,-,X''-'>+D,Y+D,Y'+  ...  +0^*^, 

A/,  Bi,  Cl,  Pi  élaiil  des  fonctions  déicrminves  de  x  et  de  y;  si  l'on  pooo 

U  =  A,X»-«>  +  D,Y<^«», 


# !. 


on  peut  écrire 

J^tU  +  ^iljf  =  U  — y*?,  rf^+ Il  rfy, 

f  I  et  f^i  étant  des  expressions  de  même  forme  que  f  et  f ,  qui  ne 
ferment  plus  que  les  dérivées  de  X  et  de  Y,  jusqu^k  Tordre  p  —  i  n« 
plus.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  expression 

aXiijt  +  I^Ycfy, 

qui  devra  être  nue  différentielle  exacte  pour  toutes  les  formes  poisihien 
des  fonctions  X  et  Y,  ce  qui  exige  que  a  ne  dépende  que  de  la  variable 

(>)  Lifemê  wr  Ui  Thénrh  $émérûi€  été  Surfaetê^  t  11,  p,  13t. 
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x^  et  que  h  m  dépende  que  de  la  TeriaUe  jr.  Si  ees  foncUoos  se  eoni 
pes  irallee,  on  fera  disparatlre  toas  les  signes  de  qnadraloro,  en  rem* 

plaçant  X  par  -^  et  Y  par  -r^i  X|  et  Y|  désignant  denx  nouTcUes  fonc- 
tions arbilmires  de  a?  et  de  jr  respectivement. 

La  proposition  est  encore  vraie  si  les  fonctions  ^  et  ^  ne  renferment 
qn*nne  senk  lonetion  arbitraire,  car  cela  revient  à  supposer  qne  tous  les 
coelBcients  Ai  et  Q,  on  tons  les  coetRcieots  B#  et  D/,  aont  nuls  simul- 
tanément. 

1S6»  On  a  vu,  diaprés  Texposition  précédente,  que  la  méthode  d'inté- 
gration de  Monge,  cdle  de  Laplaee  et  les  méthodes  plus  ou  moins  par- 
ticulières proposées  pour  des  équations  spéciales,  sont  oompriees  comme 
cas  particuliers  dans  la  méthode  d*întégration  de  M.  Darboux,  qui  nous 
apparaît  ainsi  comme  le  mojen  le  plus  puissant  pour  intégrer  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  ou,  d^une  façon  plus  pré* 
cise,  pour  ramener  le  problème  i  Tintégration  d'un  ou  plusieurs  sys- 
tèmes d*équations  différentielles  ordinaires.  Dans  la  note  citée  plus 
haut  (*),  M.  Maurice  Lévj  énonce  sans  démonstration  une  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  obtenir  Tintégrale  générale 
d*une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre',  moyennant  Tin- 
légration  de  k  systèmes  successifs  d'équations  différentielles  ordinaires, 
comprenant  chacun  un  nombre  quelconque  d*équations  avec  un  pareil 
nombre  d*inconnues;  et  il  est  facile  de  voir  que  le  critère  de  M.  Mau- 
rice I..évy  est  identicpie  i  celui  que  Ton  déduit  de  l'application  de  la 
méthode  de  M.  Darboux.  Cette  proposition  est  restée  longtemps  sans 
démonstration,  et  ce  n*est  que  dans  ces  derniers  temps  que  M.  E.  von 
W'eber  0  a  donné  du  théorème  de  M.  Maurice  Lévy  une  démonstration 
que  nous  allons  reproduire,  en  la  modifiant  sur  quelques  points. 

D*aprés  une  remarque  déjà  faite  (n*  173),  pour  qu'une  équation  du 
second  ordre  F  =  o  soit  intégrable  par  la  méthode  de  M.  Darboux,  il 
faut  et  il  suffit  que  toute  intégrale  de  cette  équation  appartienne  i  une 
autre  équation  #  =s  o,  dont  l'ordre  peut  être  quelconque,  qui  a  une 
infinité  d*intégrales  communes  avec  la  proposée,  dépendant  d*une  infi* 
nité  de  consifples  arbitraires,  sans  les  admettra  toutes.  On  peut  rem« 
placer  ce  entèf^  par  le  suivant,  dont  Ténonoé  a  un  caractère  plus  géo* 
métrique.  Prenons  d*abord  une  équation  ayant  ses  deux  systèmes  de 

(•)  CiMpIn  llnMlM,  L  7S.  p.  ISfl. 

n  E.  wi  Wtsm,  Cebsr  parnelle  MffwentisIgleielnMigen.  Il  OriBuay,disiiciiéutti 
gfwiiUniiliB  nigiirmHiliûifliUHM  Istsfrierm  ISMea  (SîlimfaêcrMIe  Jrr  Msf As* 

fnaliicw"jpHjPHniliicns  dsfir  wr  9u  Mysr.  ilAsa.  éL  IVliftiMcAs/lfn.  mm^  XjL Vit  iSSS, 

p.iiMn). 
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c«raelémlM|Mt  disliMU,  «I  admelluiliku  uifariaBUn  «i  v,  po«rrtt« 
des  sysIèiMt  de  caracMriftliqiies  d*ordre  »  (Cj).  Soil  (C?)  «m  eamolé* 
ritUqM  d^ofdre  si  de  Taulre  sTstème;  le  long  de  (Cf),  m  et  e  mmiI  des 
fonctions  d*nM  seule  variable  indépendante,  ei  la  leialion  ai  =  f  (s) 
délennine  la  forme  de  la  fonetion  f .  Tootet  les  snrbees  inKgrales  à& 
rêqnaiion  du  second  ordre,  qni  admetlenl  Ums  les  éléments  delà  carae- 
téristiqne  (Cî)«  sont  done  des  intégrales  du  système  en  invoiution 

dont  les  caracléristiques  ne  dépendent  que  d'un  nombre  /fui  de  para- 
mètres. Or,  ces  caractéristiques  sont  précisément  les  caractéristique 
de  F  =  o  du  même  système  que  (C;),  qui  appartiennent  aux  intégrales 
passant  par  (Cf  )•  On  voit  donc  que,  si  une  équation  du  seciMid  ordre 
F  =  o  est  iotégrable  par  la  métliode  do  M.  Darboux,  i7 «u*it/e  nu  moiM 
un  dês  êy$lèm$9  de  etiraelétUUfjueM  tfordi^e  n,  iel  que^  ii  fou  eomidèrm 
une  quelconque  tiee  curaclériêiiqMee  de  ce  êyelcme  (Cf),  ioutee  ieê  auiree 
earùeUruiiquee  du  même  sjfsièmefqui  appariienneni  à  une  même  eurfaem 
iniégrule  que  (C^U  ^^  dépendent  que  d'un  noènbre  fini  Je  paramèires. 

Comme  les  caractéristiques  d*ordre  n  qui  renferment  une  caractéris- 
tique du  second  ordre  ne  dépendent  elles-mêmes  que  d*un  nombre  fini 
de  paramètres,  et  qu*uiie  caractéristique  d'ordre  n  contient  une  seule 
caractéristique  du  second  ordre,  il  s'ensuit  que  la  propriété  précédente 
s^applique  aussi  à  Tune  des  familles  de  caractéristiques  du  second  ordre 
d*une  équation  intégrable  par  la  mélbode  de  M.  Darboux.  Il  en  est 
encore  de  même  pour  une  é<iuation  dont  les  deux  systèmes  de  caracté* 
ristiques  seraient  confondus  ;  en  effet,  si  cette  équation  est  intégrable  par 
la  métliode  de  M.  Darboux,  il  n*sulle  des  résultats  obtenus  (n*  i6G)  que 
les  caractéristiques  qui  engendrent  les  surlaces  intégrales  ne  dépendent 
que  d'un  nombre  fini  de  paramètres. 

La  condition  4|ui  précède  est  euffitanie  pour  qu*une  équation  du 
second  ordre  soit  intégrable  par  la  métliode  de  M.  Darboux.  Soit  (C}) 
une  caractéristique  du  second  ordre  de  la  famille  c|ui  jouit  de  cette  pro- 
priété; considérons  toutes  les  surfaces  intégrales  (S)  qui  admettent  toue 
les  éléments  du  second  ordre  de  (Cf).  Ces  surfaces  dépendent  d^une 
infinité  de  constantes  arbitraires,  et,  par  hypothèse,  toutes  les  caraclé- 
ristiques du  second  ordre  de  la  même  famille  que  (Cf  ),  qui  sont  situées 
sur  ces  sucfaces,  ne  dépendent  que  d*un  nombre  fini  de  paramètres* 
On  peut  donc  les  regarder  comme  engendrées  par  des  courbes  |r),  qui 
ne  dépendent  t|ue  de  k  paramètres,  associées  suivant  une  loi  conve- 
nable, 

ly^s  S      f  (•*%  y»  -•  <»|t  ««•  --t  ^è)  =  O, 

i    ?  ^•^•^  y.  ^1  «i.  fljt  ..••  àk)  =  o; 
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or,  si  Ton  considère  toutes  les  surfaces  engendrées  par  les  courbes  (F), 
associées  d*uae  façon  absolument  arbitraire,  ces  surfaces  TériGent  une 
équation  aus  dérivées  partielles  d  ordre  A  '—  i, 

(3»)  ♦  =  o, 

quia  ainsi  une  inflnité  d'intégrales  communes  avec  Téquation  proposée, 
dépendant  d*une  fonction  arbitraire.  D*ailleurs,  Téquation  (3tf)  ne  peut 
admettre  Umlet  les  intégrales  de  Téquation  du  second  ordre;  8*il  en 
était  amsi,  les  caractéristiques  de  Tun  des  systèmes,  se  composant  des 
courbes  (r),  nedépeadraient  que  d*un  nombre  fini  de  paramètres,  ce  qui 
est  impossible  si  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  distincts. 
Lorsque  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  confondus,  il  pour- 
rait se  faire  que  réquatton  (36)  admette  toutes  les  intégrales  de  Téqua* 
lion  du  second  ordre,  mais  la  conclusion  serait  encore  la  même.  En 
ellet,  Téquation  d*une  surface  intégrale  s^obtiendrait  en  éliminant  le 
paramètre  x  entre  les  deux  relations 

(37)  *    ^  ^"^^  ^*  '•  *•  ^*^'  **  ^*^'  •••*  **  ^*^^  "^  ®' 

^    '  I    *[*»y;'J.t,{a),+,(«) f*(«)]=ro, 

ti  (*)«  '^s  (*)v  -M  ^k  (s)  étant  des  fonctions  convenablement  choisies  de  s  ; 
en  écrivant  que  la  surface  ainsi  obtenue  est  une  intégrale  de  Téquation 
du  second  ordre  proposée,  on  trouvera  évidemment  un  certain  nombre 
de  relations  entre  les  fonctions  «{^((x),...  -{»*  (x),et  leurs  dérivées,  de  sorte 
que  rintégrale  générale  de  Féquation  du  second  ordre  serait  de  la  pre* 
mière  classe*  On  peut  donc  remplacer  le  critère  du  n*  173  par  le  suivant  : 
Pour  qu'une  équation  du  second  ordre  soit  inlégrable  par  la  méthode 
de  M.  Darboux,  H  faut  et  il  suffit  que^  (C\)  étant  une  caractéristique  quel-- 
conque  de  tun  des  systèmes  (convenablement  choisi),  toutes  les  autres  ea* 
raetéristiques  du  même  système^  qui  peuvent  être  situéessurune  même  sut' 
face  intégrale  que  \jC\)^  ne  dépendent  que  d'un  nombre  Ftm  de  paramètres^ 
Lorsque  la  propriété  appartient  aux  deux  familles  de  caractéristiques, 
la  méthode  de  M.  Darboux  réussit  des  deux  cdtés. 

186.  —  Revenons  maintenant  k  la  proposition  de  M.  Maurice  Lévy. 
Étant  donnée  une  équation  du  second  ordre  P.=  o,  intégrer  cette  équa- 
tion revienth  trouver  toutes  les  multiplicités  composées  de  oo*  éléments 
du  second  ordre  vérifiant  F  s  o  et  les  relations       ■     • 


V 


(X)  '  ds  ss  pdx '\- qd^f        dp^szrdx-^^êdg^        dq^sdw^idg. 

Si  toutes  ces  multiplicités  peuvent  être  obtenues  par  rintégration  de 
plusieurs  sy*^èmes  sueeèssils  d*équatioBs  différentielles  ordinaires,  mal* 
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gré  rteoaoé  «a  pM  vftgM  d«  pwililè— ,  €»  m  pMil  gvètt  cosMuoir  la 
naiclM  dea  apértlioM  k  dTaeliiar  qae  de  la  laaièrt  wifaaia.  Apèa 
rintégralioa  d*aB  oa  plnsiaârs  sysIèaMt  d*éqaatioat  diChaalMlet  afdi- 
aairast  oa  sara  eoadaii  k  aa  sysIèaM  défiainaal  des  malliplictlés  eiai* 
pleaieal  bRaiee  d'élémeals  da  eecoai^  ordre  vérifieal  les  relilioae  (SS) 
el  réqaalkm  F  s  o;  aoieal 

(»)  ?/  {^.  y.  ••..  ^.  ^'  •••'  ê'  S'  "•)  =  • 

(i  =  I,  S,...») 

ces  éqaalions  différeaUelles.  Les  foaeUoai  9/  dépeadeat  de  coasUataa 
arbitraires  ou  de  foDCiioos  arbitraires  ialrodoiles  par  Tialégralioa  dea 
systèmes  reneootrés  aatérieàreaieot,  et  les  multiplicités  à  uae  dîmeasioa 
obteoues  par  Tiatégratioa  du  système  (39j«  en  les  associant  convenable* 
ment*  donnent  une  snrface  intégrale.  De  plus,  toutes  les  intégrales,  saaf 
les  intégrales  singulières,  peuvent  être  obtenues  de  cette  façon. 

Si  Ton  a  fixé  la  valeur  des  .constantes  arbitraires  ou  la  forme  dea 
fonctions  arbitraires  qui  figurent  dans  les  fonctions  ^j,  Tintégration  da 
système  ^39)  nous  donnera,  par  hypothèse,  des  intégrales  de  Téquatioa 
F  =  o.  M.  E.  von  Weber  admet,  et  c  est  là  le  point  le  plus  délicat  de  sa 
démonstration,  que  les  intégrales  :  Si  que  Ton  peut  déduire  d*un  mémo 
système  (39 1  forment  un  ensemble  dépendant  d'un  nombre  infini  de  para* 
mètres  (').  Si  Ton  admet  ce  point,  la  démonstration  est  immédiate  En 
effet,  les  intégrales  (S  appartiennent  à  une  famille  de  suriaces  engen* 
drées  par  des  courbes  qui  dépendent  d*un  nombre  fini  de  paramètres,  et. 
vérifient,  par  conséquent,  une  équation  aux  dijrivées  partielles  qui  n'est 
pas  une  conséi|uenco  de  lVn|ualîon  F  =  o.  Comnae  ces  intégrales 
dépendent  d'une  infinité  de  constantes,  il  s'ensuit  que  le  critère  pour 
que  la  métlmde  de  M.  Darboux  soit  applicable  est  toujours  satisfait.  On 
voit  de  plus  que  les  multiplicités  à  une  dimension  définies  par  les  équa- 
tions 39)  sont  précisément  les  caractéristiques  du  sec*m  1  ordre  de  Tun 
des  systèmes. 

(>)  Voici  texlHeUcittent  !•  pasu^e  da  méinoin  de  M.  R.  voa  Weber  : 
«  Je  ac*  lateierdUlreifea  diètes  Systeini  OLlMen  tich  i*i  einer  lnte;;riliii%aai9rel- 
lijekeit  toaiI;  lusaiumenordoea  und  die  GleickaD^en  (3)  mls^ieii  iill'geineiii  cenAji 
lein,  uin  aile  inichi  tingulâreo)  Intégrale  tou  (Dm  dièser  Write  su  liefera.  Uaaut 
aber  diircb  Einfribniog  des  Systems  (3/  ia  die  Rechiiun/c  ^in^  m'irkl><^be  Veretnf»- 
cbuns  des  Inle^fmlionsgetcbâht  enielt  «erde,  d.  b.  damil  die  EnnitleIttU  dea  Svt- 
teuis  3:  nirhl  eia  Probleiii  xoa  ebeaso  bûber  OrJnun;;  sei  ats  die  llersieiluiis  ée» 
(von  iwei  arlMtr'ireii  Fiin^lionen  eiaes  ariçumenlsabhâogeiitlea.  ailjiiïineioen  Inté- 
grais voii  (1).  m-erdeii  wir  veii-uigea,  di«s  m  die  liakeo  beitea  von  (3)  aasser  etner 
endlichen  Zabi  %'i»q  Maranielem  nurnocb  die  iMieriicieiitca  bucbleos  einer  ârbîlhlien 
Fuiiklion  eine*  Arguments  einir^hea.  Ans  der  ea<llichglieirig.m  Scbaar  von  Iule- 
gralsleifcii  des  eiiiielnen  Sysleuis  (,3'i)  iiiuss  si**b  somil  eine  tia^^ndliebgtiedrtge 
Scbaar  zweifacb  ausgedebnler  lolegraliuaQnigfalligkeileii  vim  (I)  aiifbaueii  lassro, 
«la  soosi  die  liesauilheit  der  Système  ,Xt)  nicbl  biiireicbeo  wârJe,  ûiii  dai  allgemeia* 
intégral  Ton  (r  in  dieser  Weise  enistehen  xu  lasieu. 


CHAPITRE  IX 


TRANSFORMATIONS  DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE 


Rerberehe  été  (V|iialM>ns  du  second  ordre,  telles  que  Fane  des  dvnrées  pre* 
inîères  de  la  fonclton  inconnue  Térifle  une  senle  équation  du  second  ordre. 
—  Application  à  dlrers  exemples.  —  fi^néralît^  sur  les  systèmes  de  denx 
équations  du  premier  ordre  à  deux  fonctions  inconnnes.  —  Cas  oi\  rélimi- 
nation  de  Tané  des  inconnues  condnit  à  une  équation  du  second  ordre.  — 
Exemples  de  transformations.  —  Cas  des  équations  linéaires.  —  Équation 
adjointe.— Transformation  de  M.  Moutard.  —  Transformationsde  M.  Mcic- 
lund.  —  Exemple  de  X.  E.  Cosserat.  —  Comparaison  atec  la  méthode  de 
X.  Darliottx.  —  Cénéralîtés  sur  les  transformations  des  équations  du  second 
ordre. 


187*  On  a  TU,  dans  1  étude  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  le  rùle  important  que  joue  la  théorie  des  transformations 
de  contact  ;  intégrer  une  équation  du  premier  ordre,  à  une  seule  fonc- 
tion inconnue  et  k  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes, 
rerienl  au  fond  k  déterminer  une  transformation  de  contact  permettant 
de  ramener  cette  équation  k  une  forme  immédiatement  intigrable,  par 
exemple  P|  =?  o.  Cette  théorie  ne  permet  point  une  étnde  aussi  com- 
plète des  équations  du  second  ordre;  noua  avons  déjk  rappelé  (I,  cha- 
pitre II)  que  dans  certains  cas,  étudiés  par  Ampère  et,  après  lui,  par 
Imschenetsky,  une  transformation  de  contact  permet  de  ramener  une 
équation  du  second  ordre  k  une  autre  équation  du  second  ordre  d*une 
forme  plus  simple,  mais  on  ne  peut  jamais  passer  ainsi  d^une  équation 
non  intégrable  par  la  méthode  de  M.  Darboux  k  une  équation  inté- 
grable.  D*nne  laçon  plus  précise,  lorsque  deux  équations  du  second 
ordre  se  déduisent  Tune  de  Tautre  par  une  transformation  de  contact, 
ai  Inné  dalles  est  Intégrable  par  la  méthode  de  M.  Darboux,  la  même 
méthode  réussira  pour  la  seconde  après  le  même  nombre  d^opérations. 
Car  une  transformatâon  de  contact  change  évidemment  les  caradéris* 
liqnea  en  caradérisUques  et  conserve  Tordre  du  contact 

Nonsavona  déjk  en  roocaaiont  dans  lé  conrani dé  cee  Lefom^  d'ap» 

«>v.n.  M 
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pliqoer  d^Mlfts  Imtbmalioiit,  qvi  m  rémîtietti  qm  grèem  à  la 
forme  pariicalièn  dos  éqMlioM  aniiiiidlei  oa  1m  «iiplMiae.  Tailttilla 
IranslôrmalkNi  de  LephÂa;  lella  est  •«isi  le  IreuforaietioB  qù  peffii 
d^ittlégrer  réqeetioa  de  LioarUle  (I.  I,  ■(•  47).  Nom  ellou  peeeer  m 
reme,  dene  ce  chepiire,  quelquee-aiiee  dee  Irenaformetioat-  lee  plus 
employéee,  en  eeseyeni  de  lee  ramener  à  qnelqnee  tfpee  généreiuL 

PropoeoneHMMis  d'ebord  de  Iroaver  tontee  les  éqnelione  du  eeeond 
ordre  F  (œ^  y,  jr,  p,  g,  r,  «,  I)  =:  o  auxqneltee  e'appliqne  la  transforma- 

Uoa  <<  =^  ^*  e*est-à-dire  telles  qu'on  paisse  en  dédnire  «ne  relaliott 

entra  x^  y,  ç»  r,  I,  p^^,  p|,,  p^  et  une  seule,  s*appliquant  m  tontes  les 
intégrales  de  cette  équation.  Si  Téquation  proposée  renferme  la  dérivén 
seconde  r,  on  peut  Técrira 

(E)  r  +  /•(«.  y.  4r,  p,  f,  «,  I)  s=  o; 

en  pranant  la  dérivée  par  rapport  à  y,  il  vient 


QHnme  il  ne  peut  y  evoir  deux  rebtions  distinctes  entra 
^tVf  ^1  P«  ft  'f  ^  Pis«  Psif  Pmi  puisque  les  valenra  initiales  dee  va- 
riables 4P,  y,  jr,  p,  f ,  s«  ^Pit*  Pm  doivent  rester  arbitraires,  il  s*ensnil 
que  la  relation  (1)  ne  doit  ranfermer  ni  x  ni  p  et  étra  identique  à  la  rdn- 
tion  cherchée,  ne  renfermant  que  les  quantités  «,  y,  g,  # ,  I,  Pt««Piit  ha* 
Autrament  rélimination  dep,|  entra  ces  deux  ralations  conduirait  inné 
équation  de  condition  entra  «,  y,  ^i  p«  9«  «,  l«  Pit«  p^.  ce  qui  est  impos- 
sible. Pour  que  Téquation  (1)  ne  ranferme  ni  p,  ni  ^,  il  faut  d*abord  qno 
1  on  ait 

itis  ""  di;)p  ■"  "•  »>fd^  —  itjp  ~  ^* 

€*est-à*dira  que  ^soit  de  la  forme 

/*=  »  K  yi  *t  p,  «)  +  ♦  (*.  yt  *.  *•  0  ; 

en  ramplaçsnt  f  par  cette  expression,  on  trouve  ensuite  que  Ton  doit 
avoir 


«y^d^  "*  îfSJÎ  ""  3jp*        dp)^  * 


et  f  est  de  la  forme 
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Il  frai  Mfin  qae  ^  +  >    V  +  3;:  1^  *^^  indépandaoi  de  p  ei  de  jr, 
e*eei-à-dire  qae  Vott  ail 

^^o  ^-o  ^»a. 


de  sorte  q«e  le  ooefficienlde  p  doH  ètreiiidépeiuIaDi  de  y«  el  que  f  | 
^  Mre  de  le  forme  B  (or)  j*  +  C  (or,  y).  En  déSnitite,  réqmtioii  (R) 
epparteair  en  lype  euÎTaiii 

(«)  r  +  X  ji  +  X,^  +  F  («,  y,  9,  «,  ^  =  o, 

X  el  X|  éUni  deex  fonctions  quelconques  de  a?  et  F  «ne  fonction  de 
m^  Jft  f  t  't  ^de  forme  aibitraire. 

Le  raisonnement  ne  s*appliqae  pins  ans  éqoattons  qni  ne  renferment 
pas  la  dértrée  seconde  r.  Étant  donnée  nne  équation  de  cette  espèce, 
n^Misons  d*abord  qa*elle  dépende  de  p,  on  peut  alon  l^éerire 

W  p  +  r(«»  y.  ^t  ».  «t  0  =  o 

et,  en  dilérenliant  par  rapport  i  4P  et  par  rapport  i  y,  il  vient 

■ 

Ces  denx  équations,  jointes  à  la  relalion 

(•)  ♦  (*t  y.  ît  »t  ^  Pto  Pi  t.  Pw)  =  o 

qne  nova  supposons  exister,  forment  un  système  de  trois  équations 
renfermant  ka  dérifées  partielles  du  troisième  ordra*  Ces  trois  équa- 
tions doirent  se  réduira  i  deux,  puisque  deux  des  quatre  dérivées  du 
troisième  ordra  peuvent  toujoura  étra  prises  arbitrairement.  Comme  r 
ne  figura  que  dans  la  premièra  relation  (4),  cda  ne  peut  arriver  que  ai 
les  équations  (ï;  et  (6)  ne  dillferent  pasl^une  de  Tanlra,  ce  qui  exige  que 
ÏTéquaiion  (K)  ne  ranferme  pas  s.  On  en  déduit,  eomara  tout  à  llmûe, 
que  réquaiion  (3)  doit  étra  de  la  ferme 

Xf  étant  une  fendion  de  «  seulement. 


su  CUAPITBK  IX 

EnSo,  ii  «••  éqaalioB  dii  toeond  ordre  M  reftlanM  Ai  r,  Bij^a»  éU* 
«dÎMiit  jr  9mln  calla  éqvalioa  el  m  dérivée  par  rapport  à  y,  «•  obUaal 
bien  um  relaiioa  astre  or,  y.  f  ,*#,  I,  ji^|,  Pi^,  p^.  Si  Técpiatioa  ae  ren» 
ferme  aocane  dea  quoUtéajr^p,  r,  elle  ealdelafbnaa^  («,  y,  f ,  «,  I)  =  o 
el  la  dérivée  q  saliafail  à  nae  équation  du  premier  ordre. 


/•(*.y.«.â'>)=«- 


En  récamé,  iauU  équoHan  du  êeeond  ordin$^  ÈêUê  qu*êm  prttmmi  pour 

du  êeamdordrê.  peut  êire  ramenée  à  la  forwiê 

(8)  Tir^\ip  +  X,^  +  F  (.r,  y.  ,.  •.  I)  =  o» 

X«  X|,  Xj  di9ignmnl  iroi$  flmeiiom$  queiconquêê  de  »  (*). 

En  d*aatre8  termes,  les  variables  «^  p,  r  ne  doivent  figurer  dans  eatte 
équation  que  dans  une  combinaison  linéaire  où  les  rapports  des  coeOU 
cients  ne  dépendent  que  de  la  variable  ».  Toutes  les  équalkma  qui  ne 
renferment  qu'une  des  trois  lettres  r,  p,  z^  satisfont  évidemment  à  cette 
condition,  quelle  que  soit  la  façon  dont  y  entrent  les  autres  lettres 
or,  y,  ç,  t,  I.  On  verrait  de  même  que  toute  équation  du  second  ordre* 

telle  que  la  transformation  e  =  ^  conduise  à  une  nouvelle  équation  dm 

Bccood  ofdre,  peut  être  ramenëe  k  1*  lomM 

Y*  +  Y,«  +  Y^  +  F  (*.  y.  |>. ..  r)  =  o, 
Y,  Y|,  Yg  désignant  trois  fonctions  quelconques  de  y. 

188.  Étant  donnée  une  équation  quelconque  de  la  forme  (8),  il  vient» 
en  différentiant  par  rapport  à  y  et  remplaçant  r-  par  n,  s  par  ^ 

(•)  X  5;;î  +  X,  5j  +  X,«  +  5^4- 5JJ  ^  +  ^5^+^  5jP«o; 

c^est  une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  aatisfaii  in 
fonction  u.  A  toute  intégrale  de  1  équation  (8)  correspond  évidemsMnft 

(*)  La  pmpotitioa  t'éttaé  alaénMat  aui  équatioat  d'onlrt  quelconque. 


TIIA1I8P0R1IATI0IIS  DES  ÉQUATIONS  DU  MOOIID  ORDRE      SIS 

«se  Mola  inlégrile  d«  Féqnation  (9).  IiiTerseiiieiil,  soil  u  «ne  inlégnk 
de  réqoalian  (9)  ;  proposooa-naiis  d^eumiiier  s*Q  lui  oorrespond  om 
nitégnle  de  rtqoation  (8).  Une  teUe  mtégrale  deranl  aaliafaire  à  la 
tdalioii 

eal  ntoaiaircneat  de  la  forme 

y 
(10)  s^fud,  +  ^[x), 

^  (x)  désignant  une  fonction  de  «,  et  y^nne  constante  qoeFon  cliobira 
de  telle  façon  qne  «  soit  holomorpbe  dans  le  Toisinage.  Si  on  remplace  z 
par  Texpression  (10)  dans  le  premier  membre  de  Téqnation  (8),  le  résol* 
tat  de  la  substitution  est  indépendant  de  jf«  puisque  la  dérivée  de  ce 
premier  membre  par  rapport  i  y  est  identiquement  nulle,  d'après  la 
foçon  même  dont  on  aobtenu  Téquation  en  m.  Pour  que  ce  résultat  soit 
identiquement  nul,  il  suffira  donc  qu*il  soit  nul  quand  on  7  remplace 
y  par  y^,  e'est-à-dire  que  Ton  ait 

(")  X  s  +  5^  s  +  '^^ + '  [••  ».-  V  (g);  (g) J  =V 

ir^,  (>lj  '  (t")  d^sîgRAR^  1m  fonctions  de  œ  auxquelles  se  réduisent 

respeetttement  «,  r*t  r-  pour  y  s  y^.  En  définitive,  ri  u  (op,  y)  en  um 
imUgr^ê  <le  Nquûiiim  ^,  le  /àrmuU 

m 

9 

S  =fmdy  +  ♦  («)• 


rtprétenU  urne  ùMgrùh  de  féquaiion  (8),  pourvu  que  ^  {x)  eoUuueinlé^ 
fraie  de  féqwùion  (II). 

Si  X  n*est  pas  nul,  à  toute  intégrale  de Féquation  en  «correspondent 
une  ii^iaité  d'mtégrales  de  Téquataon  en  jr,  dépendant  de  deux  cous» 
tantss  arbitrairss,  qui  s'obtiennent  par  une  quadrature  et  par  Tintégra* 
tk»  d*une  équation  diOérentieDe  linéairedu  second  ordre,  oft  le  second 
aMmbfu  seul  est  Turiable  avee  tf.  Si  X  est  nul  et  X|  dilléfunt  de  léro,  à 
toute  fartégnlo  de  l'équation  eli  u  iDorrespondent  uM  infinité  d'iat** 


tM  CHAriTIIK  IX 

gralM  de  TéqMilMm  m  jt,  dëpendanl  d^umê  ooMlirtt  aibilffaiM»  fai 
s*oblieiiiiieiil  ptr  dat  qvadraliirM.  Si  X  el  X|  mmI  wdt  «i  X^  diflmal 
de  léro,  les  inlégralee  des  deux  éqoaUoM  (8)  et  (9)  te  eoneepoadeai 
•ne  k  iwe  ;  à  toute  btégrale  de  TéquitÛMi  es  «  eorreipoad  «se  ee«le 
intégrele  de  rëqeetioQ  propoeée  qei  e*obtieat  eeae  eseiuM  i|«adraUu«« 
ear  cette  équetioii  BOUS  donne 

' x; — 

Enfin,  et  réquetion  (8)  ne  renfermait  ni  r,  ni  ji,  ni  #,  la  dérivée  ii:=^ 

vérifierait  nno  équation  dn  premier  ordre  et  à  toute  intégrale  de  cette 
équation  en  n  correspondraient  une  infinité  d'intégrales  de  l'équation 
en  4,  raprésentées  par  la  formule  (10}«  où  4  {m)  est  une  fonction  arbl^ 
traira  de  a. 

IM.  Un  grand  nombra  de  transformations  connues  se  ramènent  à  la 
précédente.  Pranons,  par  exemple,  une  «M|uation  de  la  forme 

r  +  r(..l)=ro; 

en  prenant  pour  nouvelle  inconnue  m  s  r-*  la  méthode  conduit  à  Tégun* 
tion 


JUc«  +  Ji  4\r)y  +  5  iV  **  ^* 


où  on  suppoee  t  et  I  ramplacés  par  ^  et  ^*  Cette  équation  peut  elle» 

même  ae  ramener  à  une  équation  linéaira  par  la  transfornmtion  de 
f  «egendra.  L'ensemble  de  ces  deun  transformationà  revient  k  prendre 
pour  nouvelles  variables  s»  I  et  e  =s  f  —  »  —  ly,  ce  qui  ramène  Tinté- 
gration  de  l'équation  proposée  ù  celle  de  Téquation  linéaira 


<est  précisément  la  méthode  employée  par  Legendre  (*). 
Étant  donnée  une  équation  linéaira 


(t)  JImImt*  dit  fAcmdémie  dtê  Sciemcf;  Utl. 
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pour  poRToir  appliqoer  Tum  des  IransformatioRs  précédentes,  il  sufBra 
de  faire  disparatire  Fun  des  trois  coefficients  «,  6,  c,  en  changeant 
d*abord  jr  en  X  (or,  y)  z^  la  fonction  X  (or,  y)  étant  choisie  conwnahle- 

meni.  Par  exemple»  en  remplaçant  x  par  x^J^  et  prenant  pour  non* 

irelle  inconnne  ^  #r  "^^  on  retroore  précisément  une  des  transforma* 

lions  de  Laplace.  Ponr  povroir  Cure  disparaître  le  terme  en  jr  de 
Téqnation  (IS),  il  svffit  de  connaître  nne  intégrale  parUcnliére  x^.  En 
eflet,  si  on  pose  d*abord  x  ss  x^Z^  la  nonTelle  éqniÂion  en  Z,  deranl 
•dflMttre  la  solntion  Z  =s  1,  est  de  la  forme 

et  on  peot  prendre  pour  noRTclle  inconnue  r^  on  r-*« 

Si,  par  exemple,  on  prend  pour  nouTelle  inconnue  t^  on  sera 

conduit  i  une  nouTolle  équation  linéaire  de  même  forme  que  Téqua- 

lion  (IS),  pourvu  que  A  ne  soit  pas  nul.  Pour  Tobtenir  facilement,  il 

dZ 
sulBl  d'éliminer  r-  entre  la  relation  (13)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  y*. 

Mais  on  peut  ausai  se  dispenser  de  former  Téquation  (13)  ;  on  a,  en  effet,' 

ay  jr} 


et,  coBune  on  peut  toujours  multiplier  la  fonction  inconnue  par  une 
fonction  déterminée  de  «  et  de  y,  on  en  condut'que  k  produit  * 

ÎZ  ^        »£  »£! 

''^-*«»y~^^ 

satisfait  aussi  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  Pkr  cottséquentt 
ê£  Mm  saf  WÊÊ  iniAii^ii  um'iMculAru  de  FéauuiioÊk  iîXk^  PâtnÊf^ÊÊÈÊÊtÊt 

)jr        9tSj 
•è  ^  saf  rkMfrmh  fimérmk  <fa  réqmmtim  (IS),  fvjpHbMfs  fîm^ru» 


■ 

à  toute  tailégriilt  de  Téqnatioa  es  «  eorrespoadeal  «m  isftulé  4*ttlé> 
grtlet  de  réquatioik  en  m^  dépendaiit  d'une  eoDelante  aribÊtreiitt  qui 
e^obUendreiettl  par  une  quadrature.  Ou  aérait  conduit  à  une  autiu  équa* 
tion  du  aeoond  ordre  en  prenant  pour  nouToUe  inconnue 


•  =  ^«5i— 'Jo, 


Stron  connaît  pluaieura  intégrales  particulières  T|,  jt,,  ....«ideréqua* 
tion  (I S),  on  peut  appliquer  plusieurs  fois  de  suite  des  transformations 
analogues,  et  les  combiner  avec  des  transformations  de  Laplaee*  En 
partant  d*une  équation  linéaire  telle  que  (12),  on  peut  donc  fermer  une 
infinité  d'équations  linéaires  de  même  forme  dont  Tintégrale  générale  a 
pour  expression 

A,  B|, ...,  B«|  C|, ...,  C«  étant  des  fonctions  déterminées  de  jp  et  de  jr, 
et  jr  rintégrale  générale  de  Téquation  (IS) .  Une  étude  très  complète  de 
ces  transformations  a  été  faite  par  M.  Darboux  (*)• 
La  transformation  par  laquelle  on  ramène  Téquation  de  LiouTille 

f  ::s  s*'  à  Téquation  73-  =  ku  ^1  ainsi  que  la  transformation  de  La- 
place,  se  rattachent  au  cas  où  les  intégrales  des  deux  équations  se 
correspondent  une  à  une.  Ainsi,  dans  le  cas  de  Téquation  de  Liouville, 
on  a  les  deux  relations 

qui  donnent  u  en  fonction  de  m  et  inversement. 


190.  La  transformation  précédente  conduit,  dans  certains  cas,  d*une 
équation  linéaire  à  une  équation  non  linéaire  ou  inversement.  Reprenons 

(•)  Uvf  (LuGun),  €  Sur  quelques  équatiiiat  linéairet  aux  dérivées  puHkUes  4« 
second  ifién  »  (J^mmal  de  reatU  ^y/fcAMJyue,  LYI<  cahier,  ISM). 
'  (*)  Théorie  généfûU  dm  Smrfaetê^  t.  Il,  ciMp.  viu. 


' 
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écpalioii  linéaire  : 

t«»)  î5Ç+*SS  +  *Ç  +  "  =  »' 

•I  praMNiB  fomr  nainrelle  inconniie  9  k  logarithme  de  s  ;  il  Tient,  en 
dirisani  per  ^, 

Vu        y» 
Le  nonreUe  Apialion  ne  conteneni  ni  v,  ni  ni  ni  ni  on  pevi 

prendre  ponr  inoonme  «ne  des  dérivées  r-f  c-«  Poeons,  per  exemple, 
0,  s  ^;  on  tire  de  réqnaUon  (16) 

et  réiiminetion  de  e  eondoit  à  nne  écpetion  dn  eeoond  oidre  en  0|  ;  eetle 
éfpetion  prend  tine  forme  pins  simple  si  on  pose  eneore  Oi  «f*  *  *b  •-*, 
n  étant  le  nonvdie  ineonnae,  et  il  reste,  tonlee  rédnetions  frites  : 


A  «1  *  étairt  1m  imarittito  de  réqaaiMM  (18) 

La  corraq^oaduM  wtN  let  ialégnlw  dM  dsu  ëqMlioM  (IB)  flt  (17) 
Ml  Hmàmttê  par  laa  fcrtmilea 


("^  =  ^  +  *^""** 

i  toato  ialégfala  da  l'éqaalioa  as  t  toamfOtA  Ium  iatégrala  aC  aaa 
•ada  da  r<qMliMi  aa  «,  taadia  ^'è  «m  iaUgnIa  da  TéqMliaa  a*  « 


\ 


m  CBAFmui  n 

eomtpoMlMl  «M  idbûlé  d^ialégnlM  ds  TéquIiM  m  jr.  ^  ft^ob- 
UeuMil  ptr  «M  qMdralim. 

Os  peut  ramener  à  k  ferma  (11)  lo«lM  lit  éqaalioM 

A,  B,  C  élâol  trois  fandiou  quelconques  des  Tsriebles  »,  y.  Si,  sa 
eiél,  on  rempisoe  dans  eeile  dernière  équation  ai  par  n  «l"  ^W  B,  alla 
devient 


•     ^« 


e*eat  une  équation  de  la  ferma  (11)  où  an  aufuit 
LUmiéfraiùm  de  téq^mtiom  dm  ê$emd  ardrt 

aà  A,  B,  C  mmt  iroiê  ftmeiiom$  quêkomqum  d$  wêidêp^m 
à  TinUgrmikm dmmê  iqmùiùm Hmémre doÊii  te$  ùwmnmtUê  kHk 
•a/tfurt 


Laa  earactéristiquea  des  deux  équations  (15)  et  (11)  se  eorrsspoédeal 
et  chacun  dea  systèmea  admet  une  eombinaiaon  intégralde.  Si  la 
méthode  de  M.  DariMiux  réussit  pour  Tune  des  deux  équatioBa,  dia 
s*applique  aussi  à  Tautre.  Supposons- d'ahord  qu'il  existe  deux  comhi- 
naisons  intégrables  pour  l'une  des  familles  de  caractéristiques  de 
l'équation  en  « 

dx=:o,         rff  j  «.  y.  «^  ^»  '••»  S?  t  ~  **  • 

d'apréa  les  formules  (18),  n  s'exprime  au  majendear^jf,  jr,  r^i  elOB  dé* 

duira  de  f  (»^  y«  u, ...)  un  invariant  d'ordre  »  -f*  ^  P^^  ^  caractéria- 
tiques  du  même  système  de  l'équation  en  jr.  Réciproquement,  ai  In 


) 
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méthode  de  M.  Darbonx  s*appliqiie  à  réqoation  en  s^  c'est  <iae  la  suite 
de  Laplaoe,  relatire  i  cette  éqnalioa,  est  terminée  d*aa  côté,  et  Tinté» 
grale  générale  de  cette  équation  contient  nne  fonction  arbitraire  et  ses 
dérivées  débarrassées  de  tout  signe  de  qnadratare,  tandis  que  Tantre 
fonction  arbitraire  fignre  en  général  sons  de  pareils  signes.  11  en  est  de 
même,  diaprés  les  formules  (18),  ponr  Tintégrale  générale  de  Téquation 
en  tf,  ce  qoi  snfllt  i  pronTor  que  cette  équation  peut  être  intégrée  par 
la  méthode  de  M.  Darbonz  (n*  181). 

On  Toit  de  même  qne,  si  la  suite  de  Laplace  relative  à  Téquation 
linéaire  est  terminée  dans  les  deux  sens,  la  méthode  de  M.  Darbonx 
s*applique  aux  deux  familles  de  caractéristiques  de  Téquation  en  m,  el 
réciproquement.  Dans  ce  cas^  Tintégrale  générale  de  l'équation  (17)  est 
delaiorme 

«  =  F  («.  y,  X,  X'. ....  X*-)  ;  Y.  Y'. ....  Y«->).     ,_ 

X  étant  une  Ibnction  arbitraire  de  «,  et  Y<une  fonction  arbitraire  de  y 
(«•183).  '    ,- 

RuMABçoB.— On  peuiramener  iMÛlementréquation  (18)  ilafonnecano- 
niqueindiquée  par  M.  Moutard.  Si  on  change  d*abordti  enu  4-/(dP,jf), 
on  Cmu  disparaître  le  terme  C  (dp,  y)  en  prenant  pour /Jir,  y)  une  tolntikm 

de  réquation^^  +  C(4^,y)  s  o.  En  changuani  ensuilo  A  en  —  A  et 

B  en  ^  Bf  on  pourra  écrire  1  équation 

Les  inrariants  de  Téquation  linéaire  correspondante  ont  pour  ▼aléurs  : 

réquatien  linéaire 

^.v  *•»       >logB>jr       .« 

a  prédsénmnt  ces  imrariants,  et  la  correspondance  enifu  les  intégrales 
dss  deux  équations  est  déOnie  par  les  farmulea 


nt  cBàtmm  tx 


<M  pMM  *i  nsU  de  r^qnlMMi  (SI)  à  l'^Mlioa  <»)  pw  ks  fonmOm 

IM.  Conàidérau  «Mora  ré^aatioa  (*) 

(S4)  *«-4X(«,jf)j^«o, 

OÙ  X  (9,  y)  6ftl  une  foncUon  qiideoiMim  de  x^  y;  oa  pourul  prasdio 
pour  nooToUo  inoonoue  p  oo  9,  mob,  poor  orrivor  à  ose  éqoolioa  ploo 
•impie,  oous  poserons  p  :s  m*,  f  =  v',  ce  qui  nous  doue 

L*4liaiinslion  de  v  eondiiil  k  réqualion  Uoéaire 

•t  edk  de  «  i'iuM  autre  équatioa  linéaire 

Jar^       i     ^     Sic 

CoDsidéroBS,  psr  exemple,  TéqualMMi  (S5);  si  «  (or,  y)esiriolégrole 
générale  de  eette  éqaelioai  Tinlégrele  générale  de  TéquIioB  pioposéo 
esl  donnée  par  «ne  quadrature  . 

Les  invariants  de  Téqualion  (SS)  ont  pour  valeurs 

•  *      *      i    9ttdy  » 

(>)  BmUtiim  et  te  S»eUU  mmlUmmli^tu,  t.  XXV,  y.  9MS. 
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ceax  qne  Ton  en  dédait  par  rapplicalion  de  la  première  traDsforma- 
tbn  de  Laplace,  el  qui  aonl  les  mêmes  que  ceox  de  réqualion  en  9,  oui 
poar  mlrars 

*i  s:  M  —  *  —    j^      =  *,  *|  =  h; 

on  iroil  qa*Us  soni  idenliqaes  à  ceax  de  réqualion  (3S)  pris  dans  Tordre 
inverse.  IjS  snite  de  Laplaee  rdatire  i  eelte  équation  linéaire  ne  peni 
doue  se  terminer  dans  nn  sens  sans  se  terminer  dans  Tantre  sens, 
d*après  les  formnk*  de  récurrence  qui  donnent  les  invariants  des 
équations  de  la  snite  (n*  IM).  Lorsqoll  en  est  ainsi,  réqnaliôn  pro- 
posée (SI)  appartient  à  la  première  uI^mo  (m^  184).  Reprenons,  par 
exemple,  Técpation  intégrée  pins  haut 

M  a  id  X  («,  y)  s       '       .  et  HDtégrale  génénle  de  r^MliMi  (8) 


Y X 

X  et  Y  élaat  deux IbaetioiM  «rbitrairee  de  «et  de  y  raapeettveaMat  Oa 

eatif* 

X-Y 


»«Y  + 


«+» 


comme  on  Ta  déjà  obtenu  directement. 

IM»  n  peut  arriver,  dans  certains  cas,  que  la  transformation  qui 
cottsisto  à  prendre  pour  nonreDe  inconnue  une  des  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  de  la  fonction  inconnue  primitive  réussisse  ^usieurs 
Ms  successivemenle  Ainsi,  dans  Féquation  de  M.  Beudon  (n«  ilS), 

qd  M  coatiest  ai  js  ni  r,  <m  peat  poeer  f  ss  e*,  e  éUat  la  aoavelle 
iae«aae««eq«aoaadoaae«a:«'^la«*^*  L'éqaatioa  prapo- 


1S4  «aumu  IX 

•ée  pe«t  s'éerin,  «n  dimaat  par  «^, 


-  '  +  'K»^  5> 


Mm  diférwtfaiBl  ptr  rapport  à  yi»  «  «ae  éqMliiHi.4« 
m  «  q[iii  éfl  d#  b  Imim 


îfcrJiy  ~  *^*  \*'*  V  v/ 


étadiéa  <g«laiB«t  mi  •*  IC7.  Ok  peat  «pplitiaw  k 
tioaklaaoavelleéqaatioQeBpoMBlr- =  «;réqiuttk»  •*éaril«a 


•I,  en  élimiiMnl  #*  enire  celle  équelioa  el  m  dérivée  per  rapport  à  y,  il 
reste  oae  équalion  de  le  forme 


3Ur»y  -  c\»*  \^'  *••  V  V/ 


q«i  edmet  iwe  iolégrele  inlermédieire  du  premier  ordra  dépendent  d* 
deux  eoostanlee  erbilreiree  (t.  I»  n^.M). 

IM.  En  oomlnnant  le  Iraneformelion  qni  vient  d*élre  étndiée  avec 
une  transformation  de  conlad,  on  est  conduit  à  des  translormaliomi 
d^apparenco  beauccHip  plus  générale.  Pour  en  donner  un  exemple,  oonr- 
sidérons  une  équalion  linéaire  quelconque 

(Î7)  Ar  +  SBt  +  a  +  Dp+  Ej  +  F^  =s  o, 

où  A,  B|  C,  ...,  F  sont  des  fondions  de  «,  y,  et  propoions^noos  de 
trouver  lous  les  sysièmes  de  trois  fonctions  a,  p»  y  de  «,  y«  telles  qu*ett 
prenant  une  nouvelle  inconnue 

(M)  •«  =  «P  +  1»«  +  T*. 

Il  vérifie  une  équalion  du  second  ordre.  On  peut  d'abord,  en  ebangenat 
^  en  3ur,  supposer  qu*on  a  ramené  «  à  la  forme 

(28)'  u  =  zp  +  ^'. 
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•i  OB  dmsil  entaito  denx  mniTellet  Tariablat  indépeadmlM  i|,  (^ 
Idks  qM  I  Térilie  k  pelaCion 

réqnatÎM  (ffiM  dmge  m  «m  awtre  ëqwilmi  liséam 

etroDa(l,n*51) 

UuMiis  que  la  femmle  (S8)'  prend  la  forme 

On  peni  éridemnient  négliger  le  faeleor  K  (;,  i|} ,  et  tout  revient  i  cher» 

cher  dans  qnel  cas  la  transformation  9  =s  r-t  appliqoée   i   réqoation 

(27)%  conduit  k  une  nouvelle  équation  du  second  ordre.  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  (n*  187)  que  les  rapports  des  coefficients  de 

^t  ^9  z  soient  indépendants  de  i|.  Supposons  d*abord  que  A|  ne  soit 

pas  nul;  en  cherchant  les  intég^les  de  Téquation  (27),  qui  sont  indé- 
pendantes de  i|,  on  est  conduit  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre 
dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  i|.  Il  existe  donc  deux  intégrales 
diêHneUê  de  Téquation  (27)'  pour  lesquelles  on  a  «  s  o  ;  et  inversement, 

cela  ne  peut  arriver  que  si  les  rapports  des  coeffidenta  de  ^«  ti*  ^  sont 

indépendants  de  i|.  En  revenant  à  Téquation  (27),  on  en  eoodnl  que, 
lorsque  A^*  —  2Bap  «f*  Ca*  n*est  pas.  nul, .  pour  que  •  la  isneliott 
If  =  i^i  4-  Pf  +  7'  vérifie  une  équation  du  second  ordre,  il  faut  et  Q 
suffit  que  réquatiott  «p  -f  ^  -f  7^  s  o  admette  deux  intégrales  dis* 
tinetea  de  Féquation  (27).  La  forme  générale  de  11  estdonc 


P 

f      * 

«asX(«,y) 

Pt 

fi     *• 

Pè 

u    *» 

k  («,  jf)  étant  une  fonction  quelconque  de  jr,  y,  et  X|,  m^  deux  inté* 
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graks  distinclM  de  (27).  Les  loKlkiM  «,  ^  y  <teftt  diNiBéeft,  M  |Mil 
recoBMlIre  mm  aMWM  btégnlioB  ti  «  mI  do  eelte  inraM.  Pow  i|«*il 
en  Mil  ainsi,  il  bnl  en  eUet  qM  1m  dens  éqnstioM  (i7)  et  «  s  0 
admeUenl  sm  intégrale  oonunnne  C|^|  +  C^Tf*  dépendant  de  denx 
eonslanles  arbitraires,  e'esl-à-dire  qn*elles  forment  un  système  cMsplè- 
tement  intégraUe. 
Si  Vam  a  A«  =  A|l*-^SB«p  +  Cs*  ss  o,  il  faudra  que,  daMréqMtÎM 

(S7/,  le  rapport  des  eoelEdentsde  rr  et  de  jr  soient  indépendants  de  i|.  Si 

le  ooelBcientde^  n*est  pas  nul^l'équation  (27)'  admet  une  intégrale  pour 

laqueDe  on  aura  n  s  o;  Féquation  (27)  doit  donc  admettre  aussi  une 
btégrale  pour  laquelle  on  aura  *p  +  fq  +  ys  ^  p^  Hleê  rapports  dM 
coetBcients  Mront  déOnis  par  iMdeux  relstioiis 

Ap«-2B«p  +  Cp«  =  o.         mp,  +  pç.  +T*.  =  o, 

jTi  étant  uiie  intégrale  quelconque  de  Téquation  linéaire. 
On  a  une  troisième  espèce  de  transformations  en  supposant  que  les 

coefficients  de  rrj  et  de  ^  sont  nuls  dsM  Téquation  (27)';  on  retrouve 

ainsi,  il  est  facile  de  le  voir,  Im  deux  transformations  de  LaplaM,géné* 
ralisées  par  Legendre  (n*  113). 

Rbmasqob  L  —  11  peut  arriver  que,  dans  certains  cas,  la  transfomM** 
tion  (28)  ramène  à  Téqualion  (27)  elle->méroe  ;  de  toute  intégrale  de 
Téquation  linéaire  on  pi^ut  alors  déduire,  par  Tapplication  répétée  àtr  la 
formule  de  transformation,  une  infinité  d*autrM  intégrales.  Parexemple, 
étant  donnée  une  équation 

■ 

.      «+«i*  +  *7  =  Of 

ai  on  prend  pour  inconnue  9  =  m,  Téquation  en  «  est  en  général  d}!^ 
lérente  de  Téquation  en  s\  pour  que  les  invariants  des  deux  équatiuna 
pris  dans  le  même  ordre  soient  Im  mêmes,  il  faut  et  il  suffit  que  réq|tea-. 
tion  proposée  soit  de  la  forme 

9  +  XYi*  +  X,9  =s  o. . 

X,  X|  étant  des  fonctions  de  «,  et  Y  une  fonction  de  y.  Si  jr  Mt  une 
Intégrale,  r;  ^  Mt  aussi  une  intégrale.  Une  équation  du  second  ordre 
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peol  être  ramenée  à  la  forme  préoédeole,  poanru  qae  les  inTarianU  h 
et  il  eoient  de  k  forme  : 

A  =  YF(ar),         *  =  Y*(a?). 

et  iiiTersement. 

RiMAKoea  IL  —  Les  transformatioos  précédentes  des  équations 
linéaires  ramènent^  dans  certains  cas,  Fintégration  d*ane  éqoation 
linéaire  à  celle  d^nne  équation  pins  simplet  on  possédant  des  propriétés 
tontes  différentes  de  celles  de  la  première.  L'exemple  suivant  offre  un 
grand  intérêt  dans  la  théorie  des  surfaces.  Étant  donnée  une  équation 
de  la  forme 

r  —  X  («,  jf)  I  5s  o, 

si  on  la  rapporte  à  ses  caractéristiques,  c*est-à*dire  si  on  prend  pour 
Tariables  indépendantes  deus  fonctions  p  (x,  jr),  p,  (x,  y),  telles  que  Ton 
ait 


2U:  VA  jy» 


la  nouvelle  équation  a,  en  général,  se$  invariants  A  et  A  inégaux  • 
Mais  si,  auparavant,  on  a  pris  comme  nouvelle  fonction  inconnue  une 
des  dérivées  partielles  p  ou  9,  puis  qu  on  rapporte  la  nouvelle  équation  à 
ses  caractéristiques,  on  est  conduit  à  une  équation  i  invariants  égaux* 
Le  calcul  se  lait  très  simpleamnl  de  la  maniera  suivanle  ;  de  Téquation 
r=:>l,ontiTO   • 

et*  si  on  prend  comnM  variables  indépendantes  p  et  pit  ces 
deviennent 

5g  >f    j*  Je,  _.  X /^  i!e  4.  Il  ?fei  V 

îp  3!y  ^  >p,  3y  —       >f  3tr  ^  Jf ,  au»  » 
«•  naplacul  ^  pw  VA  |[  et  ^  ptr  »  VS  ^«  M  M  tir* 

—T.n.  11 
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ei  r^Minatioa  éb  Vmam  4m  iDftolMDS  ji  a  «  eomâmi  à  im  éqMiMNi  à 
i«T«riaiito  égwix  pMf  Jl^^èroûiiér  VnAn  foMlmi  iaeowMM. 
Toola  éqnalaon  littéaitedaJafonM 

dont  les  etfMléristk|iMS  Ibniieni  sur  la  pha  des  «,  jf  «a  rétM«,orilM^ 
gonalf  06  nnnèM  ^k  forme  r  s  11,  MpreaâtttpovriiovTeUetvariabks 
m  -^i^Hw^-^i^fti  par Miite  à  une  équation  do  LapUoe  à  inTarianls 
égau. 

RtMAao»  III.  —  Il  peul  aussi  arrivor  que  Ton  paisae  eombiaor 
q  ttelques-anes  des  Iransformalions  précédentes.  Ainsi,  étant  donnée- 
une  équation  linéaire 

si  Ton  prend  comme  fonction  inconnue  le  rapport  des  dérivées  n  =:  't 

P 

on  en  déduit  pour  «  une  seule  équation  du  second  ordre.'  La  valeur  de  « 
peut,  en  effet,  s*écrire,  en  tenant  compte  de  Téquation  eUe-mème, 

or,  on  a  VU  (n*  189)  qne,  si  on  prend  poar  inconnue  ji,on  a  encore  une 
équation  linéaire  de  la  forme  de  Laplace.  Si,  dans  cette  seconde  équatipa, 

on  prend  ensuite  comme  inconnue  — ^^  (n*  190),  on  trouve  une  troi* 

sième  équation  du  second  ordre  non  linéaire.  La  suite  de  ces  deux  trans> 
formations estévidemment  équivalente,  en  négligeant  une  transformation 

ponctuelle,  i  celle  qui  consiste  à  prendre  ^  pour  nouvelle  inconnue. 

On  peut  arriver  plus  simplement  k  Téquation  en  n  ;  de  Téquation 
proposée  et  de  la  relation  q  sss  p«,  on  tireen  effet 

et  la  condition  d*intégrabilité  donne  une  équation  du  second  ordre  en  « 

yiogu       l^  (a  4>  bu\      ?  (n  +  M  _ 

A  toute  intégrale  de  Téquation  en  m  correspond  une  seule  intéginln 


j 
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de  Tëqnatioii  en  ir,  tendis  qii*à  une  intégrale  de  TéqnetioA  en  u  corres- 
pondent  nne  infinité  d*intégrsles  de  Téquation  en  jr,  dépendant  de  denx 
constantes  arbitraires  ;  si  x^  est  Tane  d'elles,  toutes  les  antres  sont  de  la 
fonne  A^i  +  B,  A  et  B  étant  les  denx  constantes  arbitraires. 


194.  L*étnde  des  systèmes  formés  de  deux  équations  simultanées  du 
premier  ordre  à  deux  fonctions  inconnues  conduit  aussi,  dans  certains 
cas,  quand  on  élimine  Tune  des  fonctions  inconnues,  à  deux  équations 
du  second  ordre  qui  sUntègrent  en  même  temps.  Soient 

i-,  /  '>z  iz  hi  ^h\ 

*"'  I  »  /  ?*  >x  ?M  ^lr^ 


deux  équations  simultanées  du  premier  ordre  à  deux  fonctions  inoôo- 
Bues  jr  et  «•  Pour  éliminer  Finconnue  z^  imaginons  les  deux  équations 
(V)  résohies  par  rapport  aux  dériTées  partielles  de  jr,    .. 

k  eondition  d'inKgrabOiU  ^  s  ^>  où 

<r     J'y ^  **       ^  *y    j/M  *«*V    j/M  V 


BOUS  conduit  k  une  ralalion  de  la  forme  .-«*'*' 

(31)         ♦(•.i'«»'«»5i»^'5?'S^'v)*«' 

dViè  on  tirera  jr  et,  en  écritant  que  cette  Taleur  de  s  Térille  les  deux 
équations  proposées,  on  a  deux  équations  simultanées  du  irôiriènw 
ordre  auxquslles  doit  satisfaire  la  fonction  n;  à  toute  solution  de  ce ^fu* 
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■ 

lèiM  eoRMpood  vaut  leule  Takur  de  ^  qoi  et|  donnée  ptr  la  Ibr^ 
mole  (SI). 

.  On  s^etl  borné,  dans  oei  aperça  loaunaire^  i^u  etreonstanoes  les 
plus  générales  ;  il  nom  fini  maiolenanl  esaminer  ka  eas  parlienliera 
qui  peufenl  conduire  à  une  équation  du  second  ordre.  Nous  supposa* 
rons  d'abord  que  les  équations  (29)  peuvent  être  résolues  par  rappoK 
aux  dérivées  paKielle^  de  jr  ;  on  peut  toujours  écrire  la  condition  d*in- 
tégrabilité  (31).  Si  cette  condition  renferme  ^inconnue  ^  et  quelques- 
unes  des  dérivées  du  Second  ordre  de  tf,  nous  retombons  sur  le  cas  qui 
vient  d'être  examiné.  Si  la  fonction  ^  ne  renferme  pat  jr,  mais  contient 
quelques-unes  des  dérivées  du  second  ordre  de  m,  on  voit  que  la  fàHe* 
Hon  inconnue  u  doii  $aiis/àire  à  mi9  ê0u(e  équaiion  du  second  ordre  ^ 
et  qu'à  toute  intégrale  de  cette  équation  correspondent  une  in6nîté  de 
fonctions  jr,  dépendant  d'une  constante  arbitraire.  Ce  sont  les  deux 
seuls  cas  qui  puissent  se  présenter  lorsque  la  condition  d'intégrabilité 
renferme  quelques-unes  des  dérivées  du  second  ordre  de  m  (*). 
RauARQUS.  —  On  peut  former  la  condition  d^întégrabilité  (31;  sans 

avoir  à  résoudre  les  équations  (29)  par  rapport  à  r--  et  ^*  Si,  en  effet, 

on  différentie  ces  relations  par  rap|>ort  kxci  à  ^  et  qu'on  élimine  les 
trois  dérivées  du  second  ordre  de  s  entre  les  quatre  ét|uations  obtenues, 

« 

(!)  Pour  qtt*suruiie  dérivée  du  tecoiid  ofdre  de  m  ne  figure  dans  U  condition  dlnté* 
grabilité  (3t),  il  faut  et  il  lumt  que  le  système  (3tt]  toit  de  U  foraue 

1^  =  A  ('.  If.  »•  •»)  ^  +  f  ('.  y.  Sf  «;. 

•I  u  condition  d'intégrakililé  renferme  s,  en  écrivant  que  la  valeur  de  s  ainai  oMc* 
nue  vérifie  lee  deui  équalioni  (30),  on  a,  |MHir  délerminer  «,  deui  équilkuie  du  ae* 
cond  ordre.  81  la  condition  d*intégraliiiité  ne  contient  |iaa  s,  llnconnue  u  doit  aalia« 
faire  à  une  équation  du  premier  ordre.  N<me  laissons  de  cAté  le  cat  exceptionnel  et 
facile  à  esaminer  odi  la  condition  d'intégrabillté  dei  équations  (9S)  serait  vériaés 
Identiquement. 
Pour  que  les  équations  (âS)  puissant  être  ranenéas  à  la  forme  (3ê)',  Il  foui  que  le 

déterminant  ci-dessous,  oA  Ton  a  mis  ji«  v*  P't  9'»  ^  II***  ée  ^«  ^t  ~«  ^t 


*v           vq 

^.    5e» 

ÎEt  -       ^F 

j^^-si*" 

.V  ^  "  î» 

soU  nul  Identiquenant.  quels  que  soient  11  et  js.  Les  systèmes  (19),  pour  lesquels  ce 
déterminant  est  Identiquement  nul,  forment  une  classe  toute  parUculiéiei  auxquels 
on  ne  peut  appliquer  les  théorèmes  généraui  de  Çiuchy. 
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OR  aboutit  à  la  relation  suivante,  en  Mippoaant  qno  le  détenninant  Ibnc* 
lioBnddeFi  etdoF^  par  rapport  à  j- et  ^  n^esl  pas  nul. 

/M\    /<g^A  ^F>  .  /rfP.\  ?Fi      /d¥t\  aF,      /dFA  ?F, 
oèona»  =  r-fo  =  r-» 

Wy/  ""  >y  "*■  >x  ^  +  în  ?y  "♦"  j  /?«\  Sa^y  +  ^  /M  V ' 

L*éIiniination  de  p  et  ç  entre  les  trois  équations  (29)  et  (32)  eonduira 
à  la  condition  d'intégrabilité  (31)  ;  si  on  peut  éliminer  à  la  lob  les  trois 
quantités  p,  y,  s^  on  trouvera  une  équation  du  second  ordre  pour  détor» 


Passons  au  cas  où  les  deux  équations  (20)  ne  peuvent  pas  être  réso* 
lues  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  z.  On  en  déduit  alors,  par 
Télimination  de  ces  dérivées,  une  nouvelle  équation  de  la  forme 


(33)  ♦(^•^•^^•'^^•5j)  =  ^5 


si  cette  rdation  ne  contient  pas  x,  Tintégration  du  système  (29)  est 
ramenée  ainsi  à  llntégration  de  deux  équations  du  premier  ordre  succès* 
sivementet,  en  particulier,  la  fonction  inconnue  «  satisCùt  i  uneéqua* 
Uôn  du  premier  ordre.  Si  la  relation  (33)  contient  s^  on  peut  récrira 


elle  sjslimo  (29)  peut  être  remplacé  par  un  système  de  la  forme  sui- 

-,  /  iz  ^s  ^  îu\ 
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réliniiMiliM  de  M  MBdail .  iminédiatoiMiil  k  «m  4qMtioa  4a  sèeoMl 
ordreeniifknioiMqiief  M  dépende  pas  desdéiiTéesde  ir,«l  èlonle 
inlégrala  dt  réquUoii  en  m  eorfeipoiid,  d*â|iiiela  seconde  dee  iomnlèn 
(94)i  une  foncUon  «  bien  déterminée  de  x»  y« 

On  voit  donc  que,  dans  eerUins  cae  qœ  none  venons  de  pféeiser, 
réliminalion  de  l*nne  des  fonctions  inconnues  entre  les  denx  équtiom 
(29)  conduit  à  une  équation  du  second  ordre  pour  Tautre  inconnue.  Il 
peut  arriver  que  le  fait  ait  lieu»  quelle  que  soit  celle  des  deux  incon* 
nues  que  Ton  élimine,  et  Ton  a  ainsi  deux  équations  du  second  ordre 
liées  do  telle  façon  que  Tintégration  de  lune  entraîne  celle  de  Tautre  • 
Plusieurs  cas  sont  encore  k  distinguer  :  1*  il  peut  se  faire  que  les  ioté* 
grales  des  deux  équations  se  correspondent  une  &  une.;  S*  il  peut  se 
faire  qu*à  une  intégrale  de  Tune  des  équations,  la  promièrei  par  exemple^ 
corresponde  une  seule  intégrale  de  la  seoondei  tandis  qu*à  une  intégrale 
de  la  seconde  équation  correspondent  une  inOntté  d^intégrales  de  la 
première,  dépendant  d'une  constante  arbitraire  ;  3*  enfin,  la  correspon- 
dance peut  être  telle  qu*à  toute  intégrale  de  Tune  des  deux  équations 
correspondent  une  infinité  d'intégrales  de  Tautre  équation,  dépendant 
d*uneconstante  arbitraire.  Nous  donnerons  des  exemples  de  ces  troiti  cas. 

196«  Lorsque  les  intégrales  des  deux  équations  du  second  ordre  se 
correspondent  une  à  une,  les  équations  (29)  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 


(35) 


quelles  que  soient  les  fonctions  /et  f^,il  est  clair  que  Télimination  de  sr 
conduit  à  une  équation  du  second  ordre  en  u  et  l'élimination  de  n  à  une 
équation  du  second  ordre  en  ^,  à  moins  que  Tune  de  ces  fonctions  n* 
renferme  aucune  dérivée,  et  que  les  intégrales  des  deux  équations  ne 
correspondent  une  à  une.  Par  exemple,  supposons  que  les  fonctions  f 
et  f  soient  linéaires 


•i=:n.i+6.3;^+c.r-. 


y 


n,  ft|  c,  «1,  *|,  Cl,  étant  des  fonctions  de  «,  y  ;  en  éliminant  sucoessiTé- 
ment  les  deux  inconnues,  on  est  conduit  1  deux  équations  linéaires  da 
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Moood  ordre,et  la  transformationparkMiaeneon  passe  de  Tane  àraalre 
esl  idesliqM,  tm  réaKli,  à  r«iie  des  traBsCMmiUons  de  Laplaee»  sovs 
sa  feime  la  plas  géaérale  (a*  141).  Ponr  aToir  une  traaslbnialioii  dé 
Laplaee  propreneat  dite,  fl  faadrait  «pie  les  Cormales  pféeédeales  se 
péMseat  k  Faaedes  fonass  ei-dessoas 


De 


sssmm  +  0  r-t 

x  =s  an  +  *  ç-f 

•_*' 
•=«.'+ji- 

paiiaol  da  qr^tèane 

=W(D' 

oèlogdésigMlelogutlluMaépéri«B,  «ion  éKaÛM«oBtroBf«réqHiti<ni 
'de  LkNnrill»,  «I  li  on  élioiiiM  M,  réqnatioB 


Pnbou  tni  CM  «a  pea  plas  général  ;  tilM  fBnBalM(3S)  M»t  da  la 


rélisBination  de  a  eondaii  i  aae  éqaaiioa  da  seooad  ordre 

qai,  réaoiaa  par  rqiport  i«,  peat  a'éerire 
(17)  Ib  +  Np-fPso, 

M,  N,  P,  éUal  des  fonelioas  de«,  y,  x,f.  laferseaieat,  élaaldoaaée 
aae  éqaatk»  de  la  Conae  (17),  dieicliOBS  s*3  esl  possible  de  là  ratta* 
fkf&t  èaa  système  tel  qae  (36).  Oa  Yoit  d*abord,  diaprés  la  Cnçoa  Béme 
doat  oa  a  obteaa  réqaatkm  (37),  <pM  la  IbaotioB  f  (ir,]r,  jt,  f}  doil  salis« 


M*  cHAnniB  IX 

ISdraàlaeiwdiltMi 


nippo«)Mq«*4Ni  «il  obtcM  «m  Umetàom  y— IwHiiMUà  «IfcwiJkiiMi. 
ce  4«i  fanent  à  iiM^grar  réqulioa  diliirmlielk  ém  pcMiier  «f^« 
Udq  •{-  Ntf«  s  o,  «t  Mit  |t  la  valew  conasM  dcarapports  fticéitmU^ 
de  telle  Mit»  ^«6  IV«  ait 

Si  <w  poM  M  ss  f  («,  y,  «.  f  ),  a  vient 
et  rëqmtion  («1)  réeulto  de  r^UminaUen  de  «  entra  lee  dewt  «palioM 

•i  ott  •ttbftliliM  dans  la  seconde  la  valeitf  de  q  Urée  de  la  preauère,  tm 
a  me  noaTelle  relalioii 


p(«.jf.*em5j)  =  o. 


Lorsqne  jr  ne  figure  pas  dans  cette  éqnaUon,  on  a  «ne  éqnalioa  ém 
premier  ordre  pour  déterminer  «i«  el  Téquaiion  proposée  esl  inlégmhie 
parlamélliodedeMonge.  Ce  cas  particulier  écarté*  on  ml  que  lo  sjs- 
téme  (38)  esl  équivalent  à  un  système  analogue  au  système  (38)  ;  l'éli- 
minalion  de  u  conduit  à  Téquation  proposée,  tandis  que  râiminatk» 
de  z  donne  une  équation  du  second  ordre  en  u 

où  M|9  N|,  P|  sont  des  fonctions  de  x,  y,  u,  r-  (*)• 

(>)  U  trtBBromifttioa  précédeaitt  a  été  indiquée  pv  lauchsaetdsy  (p.  >9S  es  la 
Indoetloa  ds  Hotel  ;  Arekiveê  de  Grêmert,  t.  U\). 


TRARSrOlUIATIOKS  OU  ÉQUATIONS  DU  8S001ID  ORIMIB      ttS 

Crt  ei»nple  a  été  géoéralM  eomne  il  Mit  par  M.  Goiûeii  T«i3wir«  (^^^ 
Praaou  b  système  sviiraiit 


(39) 


•  "f(»,y.'.jj); 


râiaiMtkNi  de  m  coadvit  à  aoe  équation  d«  Mooad  ordrem  M,lial«ire 
par  fappori  an  dérivées  da  second  ordre 


<»)  A^  +  B^  +  C=.o. 

^   'ha 
A,  B,  C  étant  des  fonctions  dedp,  jf,  «,  jt-y  c-i  tandis  qn*en  âininant  n 

on  parvient  à  mie  éqnation  an  jr 

qui,  résolae  par  rapport  a  t,  peot  s^écrire 

(41)  M,  +  Np  +  +  {X,  y,  j ,  ç,  I)  =  o, 

.  •     . 
M  etN  étant  des  fonetions  deâp,  y,  jr,  q.  Inversement,  étant  donnée  mie 
.  éqnation  de  la  fonne  (4t)«  pour  «pi^on  puisse  la  rattaeher  A  nn  sjstème 
tel  qne  (99),  il  fant  d*abord  qoe  la  fonction  f  (or,  y,  jr,  9)  vérifie  la  rda- 

ttonN^  — H^=:o,onqneronait 

^  =  «11.  Jï«»N. 

Soit  f  («,  jft  #,  f  )  nne  fonction  satisimsant  à  cette  condition.  SI  on 
prend  ponr  nonvelle  incottnne  M  ss  f  («,  y,  Xt  9),  il  tient 


M6  CHAnm  ne 

el l'éqMlkm  (4l}iéMlto  de râiaiaatioa  d*  « èatr* Im  idatioas 

■ais  de  la  piwdèM  on  tir» 


t 


•t,  M  leapkiiCaat  f  et  f  par  ee»  valaartdaMla  ■acoada,  dia  d«f  iwi> 


Si  celle  4enùèra  leUUon  contient  x,  on  en  tivetn 


el  ^Ni  nnrn  bien  nn  sytlène  de  la  forme  (39),  de  eorle  qne  m  fériBern 
noe  équation  telle  que  (40).  Si  F  ne  contient  pas  jr,  on  voit  qne  nvérUle 
nne  équation  du  premier  ordre,  et  Téquation  proposée  admet  «ne  inlé* 
grale  inlennédiaire  dn  premier  ordre  dépendant  d*une  fonction  arln- 
Iraire.  On  peut  énoncer  ce  résultat  comme  il  suit 

oOtf  f  ^IMfMM 

M«  +  Np  +  f  {»,  y,  jr,  ^,  I)  =  o, 
oti  M  el  )i(  ionl  dei  fomeUon»  de  »^y^z^q\  si  on  pose 

on  f  déiignê  tme  êobition  d$  FéfUûHon 

N^-m2i  =  o, 

M  $aiitf($ii  à  tme  iquaiian  du  ueoièd  ùrdre^  Unémùrê  pmr  tfmffmri  mmm 
dérivéeê  du  êêoond  ordrê^  dont  fithligi^aHtm  etUmUê  ctUê  d$  fa  projiosdf , 
ON  à  une  équaiiom  du  premier  ordre. 


f 
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196«  Lorsque  le  système  (33)  est  de  U  forme  génémley  c*est-à*dii 
lorsque  /eontieni  les  deax  dériTées  V"*  7"^  ?  ^ ^^^^"^ dérivées  *^ff  r-t 

les  éqnatioiis  dtt  second  ordre  auxquelles  condait  Télimtttatioa  de  Tone 
des  ineoBRoes  sont  encore  d^nne  forme  psrtienlière.  D'ane  façon  an  peu 
plas'générale,  étant  donnée  nne  éqaation  da  second  ordre 

(4Ï)  F  (a?,  y,  jr,  ji,  ç,  r,  s,  I)  3s  o, 

{MToposons-noas  de  reconnaître  si  elle  réiaiflo  de  Télimination  d*one 
ineonnoe  anxiliaire  n  entre  deax  équations  de  la  forme 

^^'  *    ^/  ?*   i3  iu    im\ 


•_f 


Il  salBt,  pour  cela,  de  remarquer  que,  quand  on  élimine  ir,  les 
Tées  du  second  ordre  r,  #,  l  ne  figurent  dans  le  résultat  que  par  les  deux 

combinaisons  5^^"+^'^  ^'~^^'*  Téquation  proposée  (4S),  quand 

on  j  regarde  œ^  y,  jh^  p,  q  comme  des  constantes  données  et  r^ê^i 
comme  des  coordonnées  courantes,  doit  donc  représenter  um  cylindre 
mfmd  Mf  fénénUriem  parmtlèïe$  à  une  droiie  eUuéê  mtr  h  tAne  qmin 
pomr  éqwaion s*  *n^rr  s  o.  Cette  condition  est  sulBsante;  en  effet,  si 
db  est  remplie,  Féquetba  proposée  peut  s*écrire 

(M)  F|(BIr  +  N#,    M«  +  Nl,«,y,^,p,«)so, 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  or,  y,  z,  p,  q.  Déterminoiis  une  ftmctioR 
T  ('t  jr«  't  9f  t)  pv  la  condition 

r 

»  =s  f  («,  y,  X,  p,  q);  on  aura 


ans       .        •  CBAPITU  IX 

f.  <laat  UM  kmtûom  (U  m,  y,  s,  p^  f ,  eC  réqMtioa  (44)  ptasd  h  far— 


♦.(«.f.*.f.».^^«». 


de  Mrto  qM  l*4i|Mlioa  (44)  pcovÎMit  bioa  do  FtiwiiMlioM  don  ««Ira  las 
deax  relatioM 

I"  ==  f  («.  y»  ■«'.  ^  t). 

Il  po«m  minteMul  arriYer,  daas  des  cm  Irèt  éinMlM,  qM  Téliaii- 
nalioB  de  m  conduise  aotsi  à  «ne  équaiion  d«  second  ordre  en  «  ;  c^eel 
ee  qai  enre  lien  si  on  peut  éliminer  p  el  f  entre  ces  denx  feint ione, 
<^P%9%*  ?Bire  ces  denx  équalions  el  In  oondilion  d*inlégmbililé  éta- 
blie plus  haut.  Il  en  sera  ainsi,  par  exemple,  si  Téqualion  proposée  ne 
contieni  pas  x  el  si  on  prend,  ce  qui  esl  possible,  la  fonction  f  indépen- 
dante de  jr. 

Une  équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre 

» 

(46)  Hr  +  SK«  +  U  +  Ms:o 


peut  être  considérée  do  denx  manières  différentes  comme  réquationd^nn 
cylindre  ayant  ses  géncratrices  parallèles  i  une  droite  située  sur  la 
cAne  9^  — 1*1  =  0,  Pour  appliquer  la  recherche  précédente,  soit  \  une 
racine  dé  Téquation  du  second  degré 

X>  — 2KX  +  IILso; 

Téquation  (46)  peut  s'écrire 

(46)'  Hr4-}j-f^^li«  +  )il)  +  Mso, 

et  il  budn  délenainer  b  fooctioa  f  (x,  y,  jr,  ji,  q)  par  la  ooaditioa  q«« 
roaaU 

» 

La  fooctioa  f  ayaat  été  ehoisie  de  celle  itfiOB,  ai  «a  poae 

••  =  »(••  y.  *.  j».  t). 


TRAlfSrOMI ATI09S  DBS  ÉQVATIOMS  DD  8B00ND  OKDIIB     M 


réqaatHNi  liaédre  (M)'  rëmilto  de  râiâÎMrtioa  de  «  eatre  le*  deax 
éqmtiom 

i!!    ^     ^ 


à-è'+r(5-|-à.)+'«-^ 


et  oo  aoni  à  examiner  si  1  eliminatioii  de  s  cooduil  aiiasi  à  «ne  équation 
i  do  aecoMi  ordre  en  n  (*). 

I  1VT«  Lorjqoe  leé  éqnatioos  {fS)  peuTent  être  résdaes  par  rapport 

a«x  dériréee  partielles  ^«  ^t  et  ne  penrent  pas  rétre  par  rapport  ans 

dérÎTées  de  x,  en  négligeant  les  cas  exceptionnels  ipe  nons  avons 
laissés  de  oMé  pins  liant,  le  système  (19)  pourra  s^éerirs  sons  rnne  on 
Tanlre  des  fermes  équivalentes  ci-dessons 


Télimination  de  ^  eondoit  toojoors  i  une  équation  du  second  ordre  en 
«  de  la  forme  considérée  tout  à  llieure.  Si  Téquation 

ne  contient  pas  u,  on  aura  aussi  pour  s  une  équation  du  second  ordre 
qui  sera  linéaire  en  r,  t ,  I.  Cest  ce  .qui  aura  lieu  certainement  si  les 
fonctions  ^et  ^  ne  contiennent  pas  n.  A  toute  intégrale  de  Téquation 
en  II  correspond  une  seule  intégrale  de  Téquation  en  s^  tandis  qu*à  une 
intégrale  de  l'équation  en  z  correspondent  une  infinité  d^intégrales  de 
J*éqnation  en  ir.  dépendantd^une  constante  arbitraire. 


(I)  U  sas  psfftienlier  oè  B«K,L,  M  ne  dépendent  pas  ée  s»  ctoAsnpiend  snsai 
Is  fénetion  f  indépendante  de  s,  a  été  centidéré  par  M  It  Ueurille  {Cêmpieê  JIm- 
ifM«  L  ICVIH,  p.  S1S«  we*  1S3;  ttSt).  On  tnMvefm  d'aatres  cas  paiticaiien  étudiée 
dane  un  mémoiis  de  IL  GesMe  Teiseira  :  e  Sur  nntégfatisn  d*sne  daaee  d'équa- 
tions an  dérivéee  paitiellcedu  eee^nd  srire  »  (tallMieilf  fiteadMerfrM^jfn», 

r  eéfte,  t  m,  ^  éM;  latq. 


S10  cHAPinB  a 

m 

A  o  CM  «•  trtttdwl  i—  JDfde»  (t8),  gai  éUblii— t  le  pamg»  d« 
rtfqmtioB  (15)  i  réqMlion  (17)  (n*  190).  Il  «•  ert  de  arfn*  de*  ior- 
■ralM 


>*         t 


qui  conduiraieDl  de  rëquvUoii  (24)  i  TAfiuilioii  (SS). 
Lorsque  les  équaticHis  (i9)  peuvent  être  résoluet,  eoh  par  rapport  à 

^  «ty*  Mit  par  rapport  à  ^et  ^9  si  1  éliiniiiatioa  de  chacune  des 

deux  inconnues  conduit  pour  Tautra  i  une  équation  de  second  ordre, 
ces  deux  équations  sont  nécessairement  linéaires  par  rapport  aux  déri> 
Tées  du  second  ordre«  et  &  toule  intégrale  de  Tune  d*elles  correspondent 
une  infinité  d*intégrales  de  Tautra,  dépendant  d'une  constante  arbitraire. 
On  obtient  des  transformations  de  cette  espèce  en  partant  des  deux 

relations  arbitraires  entra  «,  y,  r-f  r-i  r-t  r-9 

'  ^x  îy  ^x  jy 

^/         îjr  5jr   9if  >ii\ 
'  \     ^  vx  ^if  ex  ^jfj 

^  OT  Jy  A»  Jy/ 

pourvu  que  ces  ralations  puissent  étra  résolues,  soit  par  rapport  i 

5j  a  ^1  soit  par  rapport  à  ^^et  j^- 

Un  exemple  remarquable  et  bien  connu  de  cette  dernièra  dusse  do 
transformations  est  fourni  par  le  système 

qui  se  présente  dans  Télude  des  surfacesè  coutbura  constante  (*),  Qua^d 
on  élimine  u,  on  est  conduit  à  Téquation 


(50)  rT^  =  |wûS*. 

0)  Oassssx,  Théêriê  $émérmU  été  SmrfMêi,  t  Ul,  p.  4»  St 
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et,  qMUMl  mi  éHmine  z^  on  esl  oondoit  de  même  à  réqvâUon 

T-^  =:7  8in9if; 

de  toute  solalion  x  dé  TéquaiioD  (SO)  on  peut  done  en  déduire  nne  inS* 
nité  d  utres,  dépendant  d'nne  constante  arbitraire,  par  Tintégration  du 
sjatènie  (49),  où  Ton  considère  u  comme  la  fonction  inconnue. 

198«  Après  ces  généralités,  nous  allons  étudier  plus  spédalemenl  le 
cas  oè  les  formules  ^)  sont  linéaires  par  rapport  aux  deux  fonctioaS 
inconnues  ^  et  ic  et  à  leurs  dérivées.  Nous  pouvons  tout  d*abord  écarter 
le  cas  d^à  examiné  (n*  193)  où  ce  système  ne  pourrait  être  résolu  par 
rapport  aux  dérivées  partieUes  d^aucune  des  deux  fonctions  inconnues, 
et  écrire  ces  équations 

5^  =  «,11  +  M  +  Ti  jj+ »i  ^  +  ^. 

«f  P»  7t  ««M  t|t  'ni  'tant  des  fonctions  de  «,  jr.  Pour  que  Tâimination 
de  u  conduise  à  une  équation  du  second  ordre  en  jt,  il  Irat  et  Q  suffit, 
comme  on  la  voit  facflement,  que  Ton  ait 

5x      i%i  M  îS ,    \ 

si  on  multiplie  les  deux  équations  (81)  par  s**,  on  peut  ks  écrire,  en 
posant  «  S8  s*, 


les  eoeSdents  ^  y«  t«  •••«  *%«  n*ajant  plus  les  mêmes  valeurs  que  |rius 
haut;  réiimination  de  »  conduit  toi^^nirs  à  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  en  j';  si  on  suppose  qn*on  ait  fait  disparaîtra  le  terme 
indépendant  de  s  dans  celle  équation,  en  diangeant  jr  en  x  -f  jr,,  mi 


è 


i 


fil  cBAmm  IX 

et  Ml  wmplaçant  m  fêit  m  -f-  «m»'  on  fer»  disptraUrt  i|  «1 1||.  (hi  pe«l 
doue  iMJouftf  mbs  reslroûidre  la  géftéralilé,  MppoMr  ks  innivles  ipii 
défiiiitaeiil  la  IranslbnaaUoii  ramaoëM  i  la  fome 


Pour  qm  râiminalioD  de  jr  conduise  aussi  i  une  équation  du  second 
ordre  en  m,  <hi  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  yt^  —  Ifi  est  irai  o« 
ne  Test  pas. 

Si  Y^i  7—  tf!  =  o,  il  en  sera  toujours  ainsi,  car  on  pourra  tirer  s  en 

Csnction  de  ti ,  r-i  ^-  et,  en  remplaçant  s  par  cette  valeur  dans  Tune  des 

deux  équations,  on  sera  conduit  i  une  équation  du  second  ordre  en  «. 
Étpint  donnée  une  équation  linéaire  du  second  ordre  en  s 

(S4)  Ar  +  Bf  +  Çl-hDji  +  E9  +  F«==o, 

pour  trouver  toutes  les  transformations  de  cette  espèce  qui  conduisent 
de  celte  équation  à  une  autre  équation  du  second  ordre  en  u,  il  laal 
l'identifier  avec  Féquation  du  second  ordre 

».H-(«.-T)-«'+(fe+f.-g>H^'-»-|>+(*-|) 

obtenue  par  Félimination  de  m  entre  les  formules  (53)  ;  ce  qui  donne  loa 
relations 

a  +iù_^      î5i_ÎL:_a      3lâ_^ 

A""B""C"'  D  ""  E  "^       F      "•• 

auxquelles  il  faudra  joindre  la  condition  yt^  <—  y^%  ss  o.  On  tire  de  là 

Yi  =  Ar,  ||  =5  Y  +  B»,  I  =  —  Ce 

et  par  suite 

T*  +  Btv  +  ACe«  =  o, 

» 

ce  qui  nova  douM  Im  valeufs  de  j,  I,  y^,  t^, 


—  Bd:VB«  — 4AC  ,  ,, 

Y= -J| »,  t  =  -~C*. 

I,  =  A»,  S,  = »-| », 
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les  signes  =h  étant  pris  en  même  tempe  dus  j  et  i|.  Il  vient  ensnite 

et,  en  portant  ces  iralenrs  de  |^,  Pi*  7, 71,  t,  t|  dans  la  dernière  relation 
^  —  ^  s=  P«,  il  reste  vne  éqaation  linéaire  poor  déterminer  Tineon- 
nne  anxiliaire  v, 

i  tonte  intégrale  de  cette  éqaation  correspondent  denx  transCormations 
distinctes  de  réqnation  proposée  (54). 

L^éqnation  (S5)   est  appelée    réqnation    mt^oiniê    de   l'éqnation 
linéaire  (S4)  ;  die  exprime  qne  le  produit 

a(Ar  +  Bt  +  Cl-t-D|i  +  Ef +  Px) 
pevt  être  mis  sons  la  forme 

j*  ^  jy 

P  et  Q  <tant  des  fonetkMis  de  x,  y,  x,  ji,  f  ;  on  «vraH  pa  l'écriM  iamé* 
dhlemeat  en  renaniiuuil  que  le  prodnit  préoAdent  doH  4tre  égal  k 

»(>■>  + T.  ^-t-..^)      '(>>-l-T^  +  «^) 

j 

Dansb  cas  d^nne  éqaation  linéaire  de  la  imrme  de  Laplaee 

on  doit  faire  AsCs80,Bsl,D9B«,Ba*,  Fse,  et  réqnation 
ndQointe^denent 

Cette  équation  jone  nn  grand  rîMe  dans  réInde  dee  éqnations  linéairee, 
6l  nons  renfertons  le  leelenr  an  chapitre  n  dn  lotti  II  deTonnngn 

<i-TeiL 


V 
\ 


tl4  OIAFITai  IX 

ÔB  11.  DtfbMZ.  h  wpfékwmi  teulencBl  la.prapriélé  mmum 
YériSt  iaunédiaiMMBi;  1m  umnaals  de  réi|«alMNi  «yoiate 
■tien— cam  de  ré^eitioa  propoeée,  pmd«M  Tecdre  iavane,  de 
iorte  qee,  si  le  seile  de  Le|deoe  reletive  à  réqeeliM  (8S)  ie  leneiee  d*«s 
eMéaprèe  en  eerlem  eoodbre  d*opéralioiis»  le  tuile  de  Le|deoe  retelive 
à  réqnetion  adjointe  ae  tenniiie  dena  Taulre  aena  apréa  le  même  Boaubre 
d*opératioiia. 

ReTenona  an  prôblèoM  pn^ioaé  ;  dena  le  eaa  de  réqpMtion  rédeite  (56), 
ai  V|  eai  une  intégrale  particulière  de  Téquation  adjointe,  on  a  pour  ^ 
Yi  '«  Pff  T«*  'i  ^^^  ayatèmea  de  valeura 

de. 
el  la  formule  qui  donne  u  a  Tûne  dea  formée  auivantee 


d*oà  Von  déduit  facilement  que  u  vérifie  une  équation*de 

que  s  (*). 

1M«  Suppoeona  maintenant  que,  dena  ke  formulaa  (83)«  ^tf  -*  jfi 
aoil  différent  de  aéro  ;  on  peut  alora  réaoudre  eea  équationa  par  nppoti 

à  r-  elT-f  et  former  la  condition  pour  que  Télimination  de  ^  coaduiee 

à  une  équation  du  aecond  ordre  en  u.  Cette  condition  peut  aNiblenir 
Irèa  aimplement  comme  il  auit  ;  ai«  en  éliminant  s^  on  obtient  une 
équation  en  tm  du  aecond  ordre,  il  eat  clair  que  cette  équation  doil 
admettre  Tintégrale  particulière  u  =  m.  A  cette  valeur  de  h  correapond 
une  valeur  de  z,  dépendant  d'une  conatante  arbitraire,  qui  doit  aatia« 
faire  aux  deux  équationa 

(I)  Cm  IrântroriMtioM  ont  été  IndUiiiéM  par  M.  Uaikoux  (IMorir  têmirmU  ém 
Smrfacu^  t  11,  p.  181),  ainsi  que  des  tnatronuationt  beaucoup  plut  féaéialM. 
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il  Crat  donc  que  la  condilkm  d^Dtégrabilité  de  ce  système  soit  Tërifiée 
identiqeemeot.  Cette  conditioii  est  suffisMite  ;  en  effet,  soit  s^  ime  inté- 
grale de  ce  tystème  différente  de  séro  :  si  on  remplace  z  par  ss^  les 
coelBeients  p  Hp^  âe  s  disparaissent  dans  les  nonreDes  formules  de 
Iransformation;  on  pent  donc  écrire  les  CMmnles  (B3)  sons  la  forme 

où  7,  S,  7|,  t|  n'ont  pins  la  même  signification.  Il  est  évident,  diaprés 
ces  formules,  qu'en  éliminant  z  on  arriTcra  à  une  équation  du  second 
ordre  en  m. 

Étant  donnée  une  équation  en  z  telle  que  (54),  pour  trourer  toutes  les 
transformations  de  Tespèce  précédente  que  Ton  peut  appliquer  à  cette 
équation,  il  faut  l'identifier  aTcc  l'équation  obtenue  par  Téliminatieii 
de  n  entre  les  deux  relations  (38).  Pour  faciliter  le  calcul,  nous  ferons 
d' abord  le  cbangement  de  fonction  inconnue  s  s.  z^  z\  et,  en  désignant 
par  p%  9 \  r^,  /,  l' les  dérives  de  z\  et  par  Pit  f  o  *"!«  '«t  ^  1^  dériirées 
de  #|,  les  deux  équations  à  identifier  sont  les  suivantes 

(M)  *,(Ar'+B.'+CO+(D'i+îApi+Bf,)F'+(B*i+?Pi+«C»,) f' 

+  (Ar,  +  B.,  +  Cl,  +  Dii,  +  Ej,  +  F*,)  *' =  o. 

il  faut  d*abord  que  z%  soit  une  intégrale  particulière  de  Téquation  prin 
posée  ^)  et,  de  plus,  que  Ton  ait 

■ 

Ti    -»«  — T       — *_  »»       ^ ^      ^  ■ 

A*,      T^-0,~iA^  +  Bf,+D*,-BjN4-«:f,+B«,~'* 
On^tire 


t7t  GBAFmS  IX 

•I  r^ltelMltoa  d»  Y  «oadait  à  «a*  <q«atfaMi  àm  Mooad  otdn 


i» 


i^  +  Pf— ; 


BOM  feirootoiis  encore  réqoalioA  mdjointa  de  TiqiialMNi  proposée.  Ço»* 
Miistoiil  V|  on  mm  y  par  vnd  «{udroluffo,  ol  on  00  dtfdmni  OMcilo 
Yi,  t«  l|.  Abtl,.  pour  pouvoir  appliquer  «ne  Iraoeforoialiott  de  la 
iome  (M)  à  une  ëquàlion  linéaire  donnéOi  ii  tmf/U  ée  ea9mmitr$  une 
iniégraiê  pmrikmiière  de  téq^taiiompropaêéé  el  une  imiégrmh  pmrîkmiièrê 
de  féquaiian  a4Joinîê. 

A  loni  couple  de  eoluUons  («|,  Ui)  de  rë<|ualion  propoaée  (54)  el  de 
•on  adjointe  (8S)  eorreepondent  encore  une  infinité  de  Iransformaliona 
diBirentes,  dépendant  d*une  constante  arbitraire,  car  y  eel  donné  par 
une  quadrature.  Dans  toutes  les  ci|ualions  en  u  que  Ton  peu!  ainsi 
déduire  d*one  équation  linéaire  donnée,  les  rapports  des  coefficients  des 
dérivées  dusecond ordre  senties  mèmesque  les  rapports  des  coefficients 
homologues  dans  Téquation  en  z^  de  sorte  que  les  caractéristiques  sobI 
les  mêmes  pour  toutes  ces  équations^  Si  Ton  suppose  que  les  deux 
familles  de  caractéristiques  de  Téquation  proposée  sont  distinctes, 
quand  on  ramène  cette  équation  à  la  forme 

(61)  s  +  ^P  +  ^  +  «'  ==  o, 

par  un  changement  de  variables,  Téquation  en  u  prendra  elle-méaM  la 
Ibrme 

et  les  formules  (SB)  seront  remplacées  par  dea  formulée  analoguea,  oè 
Ton  aura  I  s  yi  s  o.  Si  la  suite  de  Laplaee  relative  à  Téquatioa 
se  termine  d*un  côté  après  »  transformations,  il  résulte  d'un  théorèaao 
rappelé  plus  haut  (n*  184)  que  la  suite  de  Laplaee  relative  à  Téquatioa 
(62)  se  terminera  dans  le  même  sens  après  n  +  t  transformations  a« 
plus  ;  mais  il  peut  se  faire  aussi  que  cette  suite  se  termine  après  n  trans- 
formations seulement,  ou  même  après  moins  de  n  transformations  (*)• 

(I)  Os  poum  fos— itr  tsr  es  sujet  ss  MésMrfn  de  IL  M.  liosvifle  :  c  Ssr  In 
fomet  iBlégrsMM  éet  éqsatiose  Hsésirei  du  second  onire  »  (iesracl  éê  riredt 
felyltrAiiiçve,  LV1«  cellier,  p.  1  ;  tSM). 

Voir  eusil  le  li«teoln  déjà  cUd  de  M.  BvffgeUI  {Âmmli  éi  JMcMsfÎM,  t.  XXIII, 
f  série). 
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Exemple*  —  Étant  donnée  «ne  éqnalion.de  In  Ibnne 


(«3)  r-l  +  X(».y)f  =  o, 


^« 


si  jTi  Ml  «M  intëgnle  particnlière,  «|  ss  ^^  ctl  nno  inlégrak  dn 
réqnntion  adjointe,  eomme  cdn  résulte  de  ridentiU 

^*«  r     ..M    ^(î**!    .^  j    ^  s^ii   .  y^i   1. 


il  sulBl  done  de  connaître  deux  intégrales  partienlières  on  mémo 
senle  dé  réi|oation  (tt)  ponr  ponrotr  en  dédnire  nne  tfansibnnation  de  la 

(68). 


tOO*  Bomons^néns  maintenant  an  cas  d*nne  éqoation  rédnite 
(64)  e+iV+»j+es  =  o; 

soisnl  jTi  nne  intégrale  particdière  de  cette  éipuitioo  et  Oi  nne  inté- 
grale particnlière  'de  féqûation  adjointe 

ona 

T= r»i  (*»•  -^)*' — ••  (»• + •*•)'*• 

Tisso,        »,  =s  X  4- 0|jr|.        l=rO, 

et  n  est  donné  par  nne  nonrelle  ipadratnto 

00  qni  pont  encore  s^écrifOt  en  remplaçant  i|  par  t  +  0| jr,  et  intégrant 
narnarties. 


oummB  IX 


Potou 


p  (k  -^)*^-^At^")^i 


iTaprto  etq«*oii  «y»  an  ptrtgraplM  précéd— t»  w  Mliahlt  à  im 
lioB  Itttein  d0  aitaie  fonMqwjr^do^f  ert  «m  UilégfiJt  ptrliM- 
liera  101»  oormpoMlMild  à  rinlégnJe  pwtiealîtro  s^  de  réqMiMMi  pra* 
pôtAa,  ti  la  formule  iitti  dMneti  peut  s'écrire 


■ 

wx^ 

= 

• 

-»*, 

« 

• 

WgS 

m 

*i 

*l 

■^""I 

la  Iranabnnation  par  laquelle  on  passe  de  réqualloo  eo  4:  à  réqualiott 
en  u  esl  doac  une  combinaison  de  deux  Iransfonnalions  déjà  étudiées. 
A  tout  système  de  deux  solutions  particulières,  Tune  de  Téquation  en  ^, 
Tautre  de  ré:|uation  adjointe,  correspondent,  comme  on  Ta  déjà  reasar* 
que,  une  inflnité  de  transformations  de  Tespèee  précédente,  dépendant 
d*un  paramètre  arbitraire,  puisque  7  ou  iCi  dépend  encore  d'une  cons- 
tante arbitraire. 

Étant  données  deux  équations  linéaires  telles  <|ue  Ton  passe  de  Tune 
à  Taulre  par  une  transformation  de  la  forme 


(U) 


1  îjC)  =  ^5;(7J* 


où,  pour  plus  de  symétrie,  nous  rem|daçons  j  et  l|  par  X  et  ^  soienl 
(E)  Véquation  en  jr,  (E)'  son  adjointe,  (E«)  Téquation  en  m  et  (E^')  son 
».  Les  invariants  de  Téquation  (E)  ont  pour  valenra 


^X 


^k  yk 


|i-X      (X-Hi) 


^.*\«* 


ces  invariants  ne  changent  pas  quand  on  multiplie  X  et  pi  par  un  même 
facteur  constant  ou  qu'on  leur  ajoute  une  même  constante.  Remar* 
quons  maintenant  que,  si  Ton  échange  X  et  (&,  ces  deux  tnvarinnin 


TRAHSrOIIMATIOIlS  DES  ÉQUATI03CS  DU  8BG0SID  ORDRB     S70 

ne  Irai  qae  s'échanger,  et  il  en  est  évidemment  de  même  ponr  les  inva* 
riniits  de  Téquation  en  « .  Donc,  si  dans  les  formules  (66)  on  échange 
X  ci  m  les  denx  équations  (B)  et  (E|)  sont  remplacées  par  deux  équa- 
tions respeetirement  éqniralentes  à  leurs  adjointes  ;  noiu  disons  que 
deux  équations  sont  équiralentes  quand  on  passe  de  Tune  à  Tautre  en 
nnltipfiant  la  fonction  inconnue  par  une  fonction  de  a^  y,  conrenable- 
ment  choisie,  c*est^-dire  quand  elles  ont  les  mêmes  inrariants. 

En  particulier,  si  on  suppose  pi  =  —  X,  les  invarianU  de  Téquation 
(E)  M  changent  pas  quand  on  permute  >  et  ji  ;  elle  est  donc  équivalente 
à  son  adjointe,  c*esl-lHlire  à  ses  invariants  égaux.  H  en  est  évidemment 
de  même  de  Téquation  en  m.  Cette  propriété  est  le  point  de  départ  des 
belles  recherches  de  M.  Moutard  sur  les  équations  à  invariants 
égaux  (•)• 

La  remarque  qui  précède  conduit  à  une  conséquence  intéressante. 
Soit  (E)  une  équation  linéaire 

9  +  ap  +  bq  +  es  =  o^ 

dont  on  connaît  une  intégrale  particulière  t^  ;  soit  de  même  V|  une  inté- 
grde  particulière  de  l'équation  adjointe  (E)' 


En  appliquant  la  transformation  considérée  qui  correspond  auy  deux 
sohitions  'i,  e|,  et  en  fixant  la  constante  d'intégration  qui  entra  dans 
X  =r  T,  on  parvient  i  une  certaine  équation  (E|).  Supposons  maintenant 
que  Ton  afqriiqoe  la  transformation  k  Téquation  adjointe  en  échangeant 
lé  râk  des  deux  solutions  x^^  e,  ;  la  nouvdle  valeur  y|de  y  est,  conune 
le  montre  un  calcul  hcilef 


^•'•«— «• 


el  on  aura  de  même,  pour  la  nouvelle  valeur  de  t|, 

(i)llorTASs:  «  RechcRhas  ter  les  équations  sas  dérivéet  pertieHes  éa  teeené  orir» 
à  deux  tsrisMes  indépendeates  s  (Cempte  Jlmfas,  t  LU,  p.  e94  ;  Itie)  ;  «  8ur  le 

cenrtruclien  des  équstfent  ée  la  fotUM  I  ^^  s  X  (jr,  sr),  qui  sdaMtteat  une  int^^ 

giairsle  esyMdie  s  f Jtenwil  éê  rSeUi  poifteeknêfmê^  XLV*  eafcier,  ISTS). 
YeirauiiileclMipÙresarletéquelioBtàiavaflsnls  êgsuxdsns  le  lesM  II  de  la 

Tméênê  ^mAvic  liie  StitfiÊCtÊ  ae  IL  Dsinoux* 


UÙ  GBAPITill  IX 

•  * 

La aowdleéqiMitioa ea  tt  •'oblieadf  do—  <•  diaagoit  X  mk  p,éip 
mX  daMlet  fomlet  (M)  qui  condiiiffVMil  i  k  piiailu;  flki 
par  eonBëqiiMii  k«  Bénies  iatarianU  q«e  r«djaûila  delà 
Ainsi»  quand  on  idùmçe  leê  éeum  équoHanê  (E),  (£/,  mùm  fut  lit 
iniégrai09  jr^,  9|,  let  dinrop  éfumiûmMomuauxfUÊlkianpmnriinitoniiHin 
que  fwÊê  têUet  ni  équioalmUê  à  taé(fcmiê  éê  tmuitÊ, 

Par  exemple,  si  réqnation  (E)  est  idtniiqme  à  son  adjointe,  el  si  ob 
prend  v^  s=  m^^  les  deux  transformations  sont  absolument  identiqnes  et 
eondiiisent,  par  conséquent,  k  la  même  équation  en  u  ;  cette  équation. 
doYant  être  équivalente  à  son  adjointe,  a  donc  ses  invariants  égaux. 
Nous  retrouvons,  sous  une  autre  forme,  le  théorème  de  M.  Moutard. 
L*équation  étant  de  la  forme 

5^  +  ^'=*^^ 


soit  «I  une  intégrale  particulière  ;  si  on  prend  V|  s=  #1,  0  vient 


=-/.^ 


*»+*i^rfy.        »«=T  +  '?. 


•I,  «a  ptcnaat  pour  y  1*  valeur  —  -^t  fl  reste  %^  s  ^«  Lee  tanuùm  d« 
traBcforaiatian  deviennent  alor*,  en  remplaçant  m  par  —  s 

ce  sont  précisément  les  formules  qui  définissent  la  trsnsformation  do 
11.  Moutard. 

La  proposition  si  curieuse  de  M.  Moutard  se  trouve  ainsi  rattachée  à 
une  propriété  générale  de  cette  classe  de  transformations. 

SOI.  On  peut  se  proposer,  sur  les  transformations  précédentes,  «n 
grand  nombre  de  problèmes.  Qierchons  tous  les  cas  où  les  deux  équn- 

li  ons  que  Ton  ramène  ainsi  Tune  à  Tautre  ont  les  mêmes  invarianin. 
Comme  on  peut  multiplier  les  deux  fonctions  m  et  x  par  des  fonctions 

quelconques  de»,  y,  sans  changer  les  invariants  des  équations  linéaires 


nuinroiiiiATioiis  des  ÉQUATiom  no  SBoaiiD  ordre    tBl 

conei^oadaRlM,  «r  pevt  éerire  les fonmiletde  IrttdbnRRlkMM 

.  •  *  ■ 

ks  éqpfttioRt  (E)  ei  (El)  ;  on  a 


m  SB  ^  ^  f   "     »  =  — ^f        «I  =  ^  tf,         t|  s  -  ft. 


et«  pow qie Im  iRvariants soieol ks mêmes,  il  CiRl  «1  ils«Bli|M  IVm 
ml 

c*esl  à- dite  que  «i  -*  «  soil  une  foneiion  de  y,  et  ft|  —  â  mw  fonelioR 
de«.  Or  eR  dédvil,  povr  X  et  m  les  relaUoRs 

«•qn  aoBlM  ^w  X  «1  |t  «wt  d«  la  fproM  aahranla 

X=:F(«)*(r),  I»  =  F,  («)  ♦,  (Jf). 

Cm  «onditioM  Mut  saffiMBlM;  o>  portM  eisl  écrira  «Ion  1m ft)r> 

MdM(t7) 

XeiXiétaRldeRx  fDRelioRsde  #«  si  Y,  Y|  deRz  iDRctfams  de  jr,  oi,  eR 
f—plaçsRt  M  per  «r-s- 1^  pRis  diaRgesRi  X|  eà  «p  el  Ti  sr  <p 

im    ^  >  (Xi*)      ?■»    «  >  nr.«) 


an  caAmu  ix 


Lm  dflu  HdmIiom  jr  el  m]  Térilesi  «m  «ê«0  éqMtiM 
offdfd 


/nttx      y^  lit      ^  j^      xai      d% 

^™'       SS;^  ""  XXi  -  YY,  Si  +  XX|  -  YYi  >»~^ 

•I,  si  Ton  cohmII  ToM  d«  eet  istégrakt,  on  asm  b  iaeoad»  u  «ojatt 
d*UM  qnadntare 


(70) 


éUnl  dpimée  une  éqoatioo  de  la  foime  (68;,  si  l'on  oomiall  ona  ialégrale 
particolière,  l'emploi  répété  des  formolesvOd)  el  (10)  pemellfa^e»  gésé* 
ral«  de  calculer  une  infinité  d'autres  intégrales  de  la  même  é<pmtion. 
L'équation  (68)  pent  encore  s'écrire 

ai  aucune  des  fonctions  ♦  (a?),  !^|(y)  ne  se  réduil  à  une  conslanta,  ai 
qu'on  prenne  ♦  (x)  et  ^i  (y)  pour  nouvelles  Tariables  indépendantan, 
l'équation  en  S  prend  la  forme  suivante 


les  équations  de  cette  espèce  ont  été  étudiées  par  M.  Le  Roux  dans  an 
thèse  («). 

2M«  Les  transformations  des  équations  du  second  ordre  que  nova 
venons  d'étudier  (n*  194  et  suivants)  appartiennent  à  une  claaae  plua 
générale  de  transformations  considérées  par  M.  Bâcklund  (^).  Étant 

(1)  iijiMle«  dé  rScoU  Normale^  I8S3. 

(*)  BlCKLCXD,  €  Zur  TlMorie  der  parliellen  BifferenlialglekliiiBa  errter  Ordnnnf  » 
(UatkeêHaiUehe  Amnalem,  t  XVII  ;  IMS)  et  «  Zur  Théorie  der  PIAchentnuUrormn- 
lionen  »  {IM.,  t.  XIX  ;  IWi). 
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dooaées  deox  éffustioiis  siinvllaiiées  d«  premier  ordre 

(71)  F|(jP,Jf,Jr,x\p,j,p\ç')  =0,     Ft(af,Jf,*,^\p,f,Jl\ç'):=Or 

Où  jr,  j^  sont  les  deux  fonctions  inconnues,  p'  et  j' les  dériTées  psrIieUes 
de  j^,  et  «n  STstème  d^intégrsles 

*  =  /*(*.  y)t        ^'  =  ?  («,  y), 

considérons  les  deox  surfaces  (£)  et  (S')  représentées  par  ces  deux 
éqnations  respectiTenient.  Si  nous  faisons  correspondre  les  points  de 
ces  deax  surfaces  qui  sont  situés  sur  une  même  parallèle  à  Taxe 
des  ^,  les  équations  proposées  (71)  établissent  deux  autres  relations 
entre  les  éléments  correspondants  du  premier  ordre  de  ces  deux  sur- 
boes.  En  généralisant  la  question,  on  est  conduit  au  problème  suivant, 
que  s^est  proposé  M.  Bicklund  :  (£)  ei  (IT)  déi^nani  deux  Mur/taees  diê^ 
imele$^  jiewl-ofi  étabiùr  enirê  les  poinis  de  cet  deux  emrfmeee  nne  eorree-' 
pondtmee  Mie  qme  te  éiémenia  eorreejpondmUê  du  premier  wdre  dee 
deux  eurftÊcee  (jr,  jf,  x^  p,  q)  ei  {x\  y\  s^,  p\  q')  vérifienî  quaire 
rdaHane  dUiineîee  dannéee  à  Cmeame  T 
Soient 

(7J)    Fi{x,y,x,p,q,x\/,z\p\q')=zo      (•  =  1,8,3,4) 

ces  quatre  relations.  Lorsque  deux  d*entrç  elles  se  réduisent  à 
4/ = X,  y^  ss  y,  on  retombe  sur  un  système  de  deux  équations  simultanées 
du  premier  ordre  à  deux  fonctions  inconnues,  et  on  ^t  qu*aucune  des 
deux  surfaces  (S)  et  (S')  ne  peut  être  choisie  arbitrairement .  Il  en  estde 
même  dans  le  cas  général.  Si  on  suppose,  en  effet,  que  z,  x%  j^,  m^  aient 
été  exprimées  en  fonction  des  deux  rariables  indépendantes  op  et  y,  on 
déduit  p'  et  f'  des  relations 

et  en  remplaçant  p'ety'  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces  formules  dans  les 
équations  (7S},  on  est  conduit  à  un  sjstème  de  quatre  équations  simul- 
tanées aux  déirrées  partielles  du  premier  ordre,  entro  deux  variables 
indépendantes  «,  y,  et  quatre  fonctions  inconnoes  jr,  x\  /,  J^.  L'élimi- 
nation des  tnris  ineoomns  «\ /t  ^t  sondttim  donc  à  une  ou  plusieors 


IM  GSAmU  u 

iqiiatÛMM  êaoL  HtMm  pariielkt  migadh»  devra  raliifaira  s^ 
dér4e  coniBie  feactioa  àê  »,  y.  Ce  eonl  eee  éqMlioM  qêH  s^agil  de 
fonner.  * 

Nous  eoppoeefoiie  q«e  de  système  des  qeeUe  éqiieliou  (7S)  m  pesi 
tirer  les  Taleon  de  quetra  des  Tenailles  «/,]f^,  J^t  p'%  f '«  mi  CumUm  de 
w^  y,  ;r,  ji,  9  et  de  le  cinquièiiie  veriable  de  même  groupe;  eotiemeal, 
rélimioetioii  de  w\  y^«  z\  p\  q'  condeirait  à  une  o«  plesiears  relstieee 

•  eDire  »^  y,  z^  p,  q^  ces  que  nous  ëcerieroos.  Il  peut  encore  se  présenter 
deux  ces  ;  si  les  équations  (72)  peuventétre  résolues  par  rapport  kp\^ 
'et  deux  des  variables  x\  y ,  x\  on  peut  supposer  ces  équations  résolues 
par  rapport  à  p\  q\  w\  y\  car,  si  elles  étaient  résolues  par  rappoK  à 
p\  q\x\  z\  par  exemple,  il  sufCrait  de  prendre  x'  et  x  pour  variaUes 
indépendantes  et  de  regarder  y'  comme  fonction  inconnue  de  ces  deux 
variables  pour  être  ramené  à  ce  cas.  Si  on  ne  se  trouve  dans  aucun  des 
cas  précédents,  on  peut  tirer  des  équations  (72)  x\  y\  z'  en  fonction 

.*   de  «,y,  Zy  Pf  ç,  et  il  reste  une  seule  équation  renfermant p'  et  {'• 

(73)  ♦  (x,  y,  z,p,q\  x\  y\  z\  p\  ^0  =  o  ; 

on  voit  facilement  que,  dans  ce  cas  particulier,  qui  est  Tanalogue  du 
cas  traité  plus  baut  (n*  194),  «,  considérée  comme  fonctioik  de  x  et  dey, 
doit  satisfaira  à  une  équation  du  second  ordra.  En  effet,  des  formules 
qui  donnent  o^,  y,  z\ 

(74)  y  =  ti  {Xyy,z^,q),    y'  =  ^{x,y,z^,q),    jr*  =s  »,(«Jf,**»«), 
on  tira,  en  portant  dans  la  rahition  dz'  =  p'dx'  -|-  f'dy , 


(76) 


où 


(è)='(è)+.-(^> 

si  on  porte  maintenant  les  valeun  de  x\  y*,  z\  p\  q\  déduites  des  ior* 
mules  (74)  et  (7S)  dans  Téquation  ♦  ==  o,  on  est  conduit  à  nneéqualkm 
du  second  ordra  pour  déterminer  jr  comme  fonction  de  x^  y.  A  toute 
surface  (S)  les  formules  (74)  font  correspondra  une  seule  surface  (£')• 


mAmroKMATiom  des  touATiras  du  sboord  ordre    SBS 

PrcMNMb  0M  géttéral  oèlesëquatioDS  (7S)  peutmil  être  résolues  par 

X. 

y' =  A  («»  jr»  ^»  p»  ff  ;  Â 
j*  =  /i  («» .   •   •   ;  O  t 

en  remplaçanl  n^,  y^,  p\  9'  par  /|,  /*,,  /,,  /^  dans  la  relation 
cb'  =5  pVâ/  4*  f '^J^f  <^  arrive  à  une  éqaaiion  aux  différentielles 
totales 

(76)  Pdx'  +  Qdx  +  Rdy  =  o, 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  dex«  y,  x,  «^  p«  ç,  r«  «,#.  De  plns^  les 
dériTées  da  second  ordre  r,  «,  I  ne  figurent  que  dans  Q  et  R  et  y  entrent 
lindaireroent;  en  formant  la  condition  d'intégrabilité  de  cette  équation 

(77)  F  =  o. 


on  Térifie  aisément  que  lesdérirées  partielles  du  troisième  ordre  de  s 
disparaissent,  et  F  est  linéaire  en  r,  #,  1,  rt  -^  s*.  Il  peutencore  se  pré- 
senter deux  cas  :  .  ^ 

I*  Si  Téquation  F  =  o  contient  9%  en  écrimnt  que  cette  valeur  de  z' 
vérifie  Téquation  aux  différentielles  totales  (TO),  on  est  conduit  à  deux 
équations  simultanées  du  troisième  ordre  pour  x.  Toute  intégrale  deces 
deux  équations  donnera  une  surface  (S),  à  laqueUe  correspondra  une 
seule  surface  (S'); 

2*  Si  Téquation  F  =r  o  ne  contient  pas  s\  on  a,  pour  déterminer  jr, 
ime  mule  éqmtUionduêeetmdordrt  linéaire  en  r,  s«  I,  rî — i".  Toute  intér 
grale  de  cette  équation  donnera  une  surface  (£),  et  n  lui  correspondra 
une  infinité  de  surfaces  (S*),  dépendant  d*une  constante  arbitraire, 
qui  s'obtiendraient  par  rintégration  de  Téquation  aux  différentieDcs 
totales  (76). 

SOS.  Pratiquement  il  n*est  pas  nécessaire  de  résoudre  les  équations 
(73)  par  rapport  à  p\  q\  af^  ff\  et  on  peut  obtenir  la  condition  d'inté- 
gndMlité  (77)  par  un  procédé  plus  élégant  (*).  En  diUKrentiant  les  équa- 
tions proposées  (72),  il  vient 

(S)'-+(f)*+@+^*|!)'' 

O  DâSÉssM,  imiirlif  lilnuft  êm  BmfÊcm^  t  M,  f.  ISSsItalv.  ' 


fM  dUPITMl  n 

ecs  4qMtioM»  fétahiei  par  rapport  à  «tr,  d|r,  d^t  4i^> 
pow  i4^  €l  c^  dat  rémUaU  delà  Imm  MUTWto 

oè  B,  K.I^  31,  NMÏÎldM  tMMBtioMliaéairM  de  r.«.l,r«  —  «*.  Pow 
qM  j»'et  9*  fOMstlM  dérivées  partieOee  d'une  mtm»  UmetUrn  hro— o 
par  rapport  i  d/  e(  y,  il  faut  évidenuBeat  que  Toa  ait  K  =  L.  Ba  déra- 
loppant  les  ealods,  on  arrive  à  la  eonditioa  saivante,  qai  a  été  doaaéa 
per  M.  Bickload, 

■  j     .     («)  [F,P4]  +  («)  tF.F.:  +  (I4KP,F,] 

*    '   I  +  (3*)  [P.F.]  +  («)  IF,F,1  +  (23)  [F.F,]  =  o, 

**"""    <»)=(f)(^)-(f)(S) 

■ 

et  OÙ  le  crochei  [F^Pii]  a  le  eens  habiliiel 


L*ens€BDble  des  cinq  ëquationa  (7S)  el  (78)  ibnne  m  ajaltee  équiia 
le  ni  aux  ëqualkma  (72)  el(77).  Si  on  peal  réaoudfe  œa  ciaq  éqaaiioas 
par  rapport  à  or',  /,  z\  p\  q\  en  éerivant  que  les  raleura  trouréea  satia« 
font  à  la  relation 

iU  =  p'dy  +  q'd^\ 

on  est  conduit  à  deux  équations  du  troisième  ord^  en  ^  ;  si  on  peut 
éliminer  x\  y\  x\  p\  q\  ce  qui  arrivera  si«  en  tirant  quatre  de  ces 
variables  des  relations  (7i)  et  les  portant  dans  la  condition  (78),  la 
cinquième  variable  du  même  groupe  disparait  du  résultat,  on  trouve 
pour  z  une  seule  équation  du  second  ordre  linéaire  en  r,  s,  #,  ri  — -  s*. 

*  S04a  On  voit  donc  que,  sous  certaini^s  conditions  que  nous  venons 
de  préciser,  on  déduira  des  équations  (72)  une  seule  éqjsationdu  second 
ordre  pour  déterminer  s  comme  fonction  de  a\  y.  Cela  peut  arrirer 
dans  deux  circonstances  différentes,  qui  se  distinguent  de  la  façon 


'•< 
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mirante  :  clans  un  cas,  à  nna  surface  (S)  correspond  nne  seule  surface 
(  S')  qui  se  réduit  de  (£)  sans  aucune  intégration;  dans  Tautre  cas«  à 
une  surface  (S)  correspondent  une  infinité  de  surfaces  (S'),  dépendant 
d*une  constante  arbitraire,  qui  s'obtiennent  par  Tintégration  d*une 
équation  aux  différentielles  totales. 

Les  deux  circonstances  s^étaient  déjà  présentées  dans  la  discussion 
du  système  (39)  (n*  191). 

Lorsqu*on  trouve  aussi  pour  z*  une  équation  du  second  ordre,  on  a 
obtenu  de  cette  façon  deux  équations  du  second  ordre,  en  général  très 
différentes  Tune  de  Tautre,  telles  que  Tintégration  de  lune  conduit  à 
celle  derautre, et  la  transformationdéfinieparlesformules  (7S)  s'appelle 
une  îrmMpoarmaîkm  de  Râeklund.  Remaïquons  que,  lorsqu*k  une  sur- 
face (S)  correspondent  une  infinité  de  surfaces  (£'),  dépendant  d'une 
constante  arbitraire,  Téquation  du  second  ordre  en  jr  est  une  équation 
de  Monge-Ampère.  Lorsqu'à  une  surface  (S)  correspond  une  seule  sur- 
face (S'),  on  Toit  aisément  que  l'équation  qui  définit  x  représente,  quand 
on  y  considère  »,  jr,  x,  p,  q  comme  des  paramètres  et  r,  «,  I  comme 
des  coordonnées  courantes,  une  surface  régléeayant  pour  cônedirecteur 
le  cAne  s*—*  rIsso.En  effet,  avec  ces  couTentions,  lesrelations  (75)repré- 
sentent  bien  une  droite  parallèle  à  une  génératriee  de  ce  cAne,  cette 
droite  dépendant  de  deux  paramètres  p'  et  q'  liés  par  la  relation  (73). 
L*élimination  de  p'  et  de  q'  conduira  donc  à  Téquation  d'une  surface 
réglée.  Une  équation  du  second  ordre  protenant  dCunê  traneformation 
de  BScklund  admet  donc  au  moins  un  systhne  de  caractéristiques  du 
premier  ordre. 

Remarque.  —  Si  Ton  se  donne  a  priori  les  fonctions  F|,  F,,  F„  F^, 
les  formules  (7S)  ne  définissent  pas,  en  général,  une  transformation  de 
BîkUund  entra  deux  équations  du  second  ordre.  Mais  il  est  facile  d'en 
former  autant  qu'on  Toudra  ;  il  suffira,  par  exemple,  de  prendre  pour 
F|,  F„  F,,  F4  des  fonctions  où  ne  figurent  pas  une  des  trois  variables 
0?,  jr,  jr,  ainsi  qu'une  des  trois  variables  a\  y',  s\  En  effet,  Télimination 
de  p\  q'  et  des  deux  variables  (d/,  y'),  ou  (d/,  j^)«  ou  (/,  i^  entre  les  cinq 
équations  (72)  et  (77),  conduira  dans  ce  cas  à  une  seule  équation  du 
second  ordre  en  w^  jr,  ^r  ;  et  on  trouvera  de  même  une  seule  équation  du 
second  ordre  en  «\  y',  z\ 

S05«  En  debors  des  cas  examinés  plus  baut  (n*  194  et  suivants), 
on  n*a  étudié  jusqu'ici  qu*uB  petit  nombre  d^exemples  de  la  transfor» 
matioB  générale.  M.  Bicklund  a  appliqué  sa  tbéorio  à  la  recherche  de 
deux  surhces(S)f  (ST),  se  correspondant  de  telle  façon  que  lu  distance  de 
deux  pointa  correspondants  M,  M'  soit  constante,  ol  que  les  deux  plans 
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tangnU  m  M  0I  m  M' patient  par  k  droite  UW  et  fiiicnl  «a  tfigte 
contlanl  (*),  M,  Deibao»  •  miMto  géBéwdité  le  proMè— ,  ii  dwfdnafc 
les  eo^plee  de  eorfeoes  ee  coirespondant  de  telle  bc«i  <|ve  lee  pleas 
tangeiits  ett  M,  M' et  U  droite  MM' fonnenl  «a  qr*tèaie  WTai^^ 
eondail  i  des  mrbces  parellèlee  à  des  svrfecet  à  oonrbore  oonsteate  p« 
i  dee  sorfacet  miiiiiiia.  On  hIoîI  à  M.  E.  OMeeret  (*)  «n  autre  exempta 
remarquablet  qui  ee  rattache  à  la  théorie  de  la  déformation  dee  surlacea. 
Conaidérona  la  transformation  définie  parles  quatre  équationa 


OÙ  10  est  une  fonction  donnée  des  seules  variables  â/,  y'.  Ces  formnlea 
définissent  bien  une  transformation  de  Bâcklund,  car  elles  ne  con- 
tiennent pas  V,  et,  si  Ton  prend  pour  variables  X|  s  «—jr  et  y,  =  «  -f  jr 
à  la  place  de  â?  et  y,  la  lettre  y,  n*jr  figurera  pas  non  plus. 

Pour  former  l'équation  du  second  ordre  en  z\  remarquons  qu'on  tire 
des  équations  (79) 


si,  dans  la  relation 


<fa  =  |Kto  +  çrfy  =  *4^rf(»  +  y)+«^rf(a»  — y). 


on  remplace  «^f  p  +  Vi  P  **  9«  ^  *""  y  P^  l^^u*  expressions,  il  resta 
Téqualion  aux  différentielles  .totales 


=1  V/»^-W^+V^rfC  +  y), 

(^)  ViCKuam,  <  Om  ytw  med  koaiUsl  segativ  krékniog  »  {Lmmdë  VuiwtrwiHêB 
4rM*rt/l,  tXlX;18S3). 

P)  OotMuuT  (Ecotn),  «  8«r  la  déforaislkMi  de  Mrtaiss  psnbolsiéss  et  sur  le 
tliéorème  de  M.  Weiagutoi  »  (Cmmpim  B^mdmê.  t.  CXXIV.  p.  14tr1U;  avili  leei). 
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qai  définit  «  +  y  en  fonction  de  jp\  ^.  En  éeriTant  la  condition  d*inté- 
grabilité,  on  est  conduit  à  nne  équation  dn  second  ordre  définissant  sf 
en  fonction  de  af^jf^^^m  trooTO  qn'eUe  est  identique  à  Féquatlon  bien 
eonnne  à  laquelle  satisfait  le  résultat  de  la  substitutioUt  dans  le  pfenûer 
UMmbre  de  l'équation  d*un  plan  isotrope,  des  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires  d*un  point  d'une  surfoce  dont  Tâénient  linéaire  est  déter* 
niné  par  Féquation 

1 

oÉ  n  et  9  désignent  les  Tariables  indépendantes  tffUjf  (*)• 

Pour  obtenir  Féquation  du  second  ordre  en  ^r,  on  tirera  des  équa- 
tions (79)  les  valeurs  de  a/,  y,  p\  f' 


oÉonaposé 


9-  2 


et  oÉ  f  est  une  fonction  des  seules  Tariables  ^r  et  f .  En  portant  ces 

valeurs  dé  j/t  »'«»%«' dans  k  rdation  ib^  s /<fa/ +  fi^t  «1  <^rail 
la  oondition  d'inlégrabilité,  on  obtient  pour  m  Féquation  da  ssoond 

ordre 
OÉonaposé 

Cette  dernière  équation  peut  se  ramener  à  Té^uetfon  considérée  par 
M.  WeiAgarten  par  une  transformatfon  de  eontacL  Si  Ton  considéror  en 


(■)  O.  BesOBT,  JMv^wf  et  tteéU  jw^fjseêafjui,  XUI*  esMer;  DftMSvs»  Ihimiiê 

tm,  P.SI1. 

—  T.  IL  flt 


«ffel,  la  •orfai€»-««T6loppe  en  plan 

V 

(i~ary)X  +  <(l  +  av)Y+(ar  +  jf)Z-(a»-y)jr=:o. 


où  X»  Y,  Z  soBl  las  coordoûnéas  eouranlas  M  o*  jr  4MgM  «m  «olëliiNi 
d«  réquatioB  (82),  oo  Iroave  pour  ces  sarfaeea  réf|iiatin  au  dériféaa 
paiiiallaa 


(«)  ç5-<«'+p')^+Vr§««». 


dont  M.  WeiagartoB  (*)  a  Uii  dépaadre  la  reekerdia  des  aofffaaaa 
adnatlaiil  rélémaDl  liateira  donné  par  la  fermale  (80);  f\  p'  mmiI  las 
rajout  de  courbure  priaeipausi  ji  est  la  dislance  de  rorigine  au  plaa 
tangeni,  el  f  la  moiUé  du  carré  de  la  disiance  de  rorigine  à  un  point  de 
la  surface. 

Si  Ton  considère,  de  mémei  la  transformation  définie  par  les  quatre 
équations 

éDe  conduit  pour  jr  à  la  même  équation  (82)  que  la  précédente  ;  s*  est 
également  définie  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  qui  n'est  autre  que  Téquation  connue,  k  laquelle  satisfont  lea< 
coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  d\in  point  d'une  surface  dont 
l'élément  linéaire  est  défini  par  l'équation  (80).  L'équation  de  M.  Wein- 
garten  se  trouve  ainsi  reliée  aux  équations  établies  par  O.  Bonnet  et  pur 
Rour  dans  le  problème  de  la 


806.  Étant  données  deux  équations  du  second  ordre  (E),  (B')  qui  so 
déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  transformation  de  Bàcklund,  et  deux 
surfaces  intégrales  correspondantes  (S),  (S'),  les  caractéristiques  ae 
correspondent  sur  les  deux  surfaces. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  à  la  surface  (£)  correspond  une  seule  sus 
lace  (Jé\  dont  les  coordonnées  s'expriment  en  foncUon  de  «,  y,  jr,  ji»  f 
par  les  formules 

(84)    w'=:f^{x,p,s,p,q),    jr'=ît(*»yt^»P»j)i    *'  =  »» (*%»•*! Pf«). 

(>)  WmoAiTix.  €  Sur  Is  théorie  d«t  surfacet  spplkslilcs  »  [Ctmpin 
tCXII,  p.6ê1stlM;  tiei}. 
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Soit  (r)  une  caracléristiqae  de  la  sarface  (S),  et  (r')  la  courbe  oorrea* 
pondante  de  (ETj.  Des  formules  (81)  on  déduit  les  Taleurs  de  p%  q'  en 
fonction  de  ««  y,  jr,  p,  q^  r,  «,  I,  et,  d*one  manière  générale,  les  dérivées 
partielles  d*ordre  n  de  t'  par  rappoK  k  ^  9i  y  s'expriment  au  moyen 
de  x^  y,- jr  et  des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  xv  et  y  jusqu'à 
celles  d*ordre  *i  +  ^  inclusiTement.  Or,  la  courbe  (r)  étant  une  caracté* 
ristique  de  la  surface  (S),  il  existe  une  infinité  d  mtégrales  de  Téqua- 
tion  (E)  ajant  un  contact  d'ordre  m  avec  la  surface  (£)  le  loiig  de  la 
courbe  (r),  aussi  grand  que  soit  le  nombre  entier  m.  A  ckacune  de  ces 
intégrales  correspond  une  intégrale  de  Téquation  (E'}  ayant  un  contact 
d'ordre  m  —  1  avec  la  surface  (£')  le  long  de  (r'),  ce  qui  prouve  que  cette 
courbe  (F')  est  bien  une  caractéristique. 

Lorsqu^à  une  surface  (£)  correspondent  une  infinité  de  surfaces  (S*),  ces 
surfaces  s'obtiennent  (n*  202)  par  Tintégration  d'une  équation  aux  dif* 
férentielles  totales 

(85)  Pdt'  +  Qdœ  +  Hdy  =  o, 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  de  «,  y,  jr,  z\  p,  g,  r^  s,  I,  et  0  suffit  de 
se  donner  la  valeur  x/  de  x'  qui  correspond  à  un  point  particulier 
(^•9  y^  jr«)  de  (S)  pour  que  la  surface  (£')  soit  complètement  détermi- 
née. Soit  (F)  une  caractéristique  de  (S);  comme  le  point  (m^^  y^,  s^)  est 
arbitraire,  nous  pouvons  supposer  que  cette  caractéristique  passe  parle 
point  («9,  y^,  z^).  La  courbe  (V)  correspondante  de  la  surface  (S^)  s'ob- 
tiendra en  intégrant  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

que  Ton  formera  en  remplaçant  dans  l'équation  (85)  «,  y,  jr,p,  y,  r,  t,  r, 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  w  le  long  de  (F),  et  en  se  servant  en 
outre  des  formules  qui  donnent  4/,  /,  p\  q'  en  tMiction  de  «,  y,  #,  p,  9,  s^ 
(p.  285).  Remarquons  que  cette  courbe  (F^,  ainsi  que  le  plan  tangent 
en  chaque  point,  ne  dépend  que  des  valeurs  de  4P,  y,  x,  p,  9,  r,  «,  I  le 
long  de  (F)  et  de  la  constante  d'intégration  jt'^. 

A  toute  intégrale  de  l'équation  (B)  ayant  un  contact  du  second  ordre 
avec  (S)  le  long  de  (F)  correspond,  par  conséquent,  une  intégrale  de 
Féquation  (E*)  ayant  un  contact  du  premier  €>rdre  avec  {V)  le  long  de 
(F^  ;  on  an  conclut,  comme  tout  à  Fheure,  que  la  courbe  (P)  est  une 
caractéristique. 

Le  même  raisonnement  prouve  que,  si  Ton  sait  résoudre  la  problème 
du'Cauchy  pour  Fune  des  deux  équations  (E)«  (B^«  on  saura  aussi  le 
résoudra  pour  la  seconde. 


191  GHAFITU  IX 

Si  r«i6  des  dmuéqoAlkNM  Ml  ialégrable  parla  méthode  de  M.  Oar- 
boax,  a  risiille  d*ttM  piopotfitioD  générale  déjà  établie  («•  181)  qaH  m 
eel  de  même  de  la  aeeonde.  Mais  il  eti  à  reoiarqner  ipe  les  iaTariants 
des  deux  équations  ne  sont  pas  néoessairemeot  du  même  ordre.  Ainsi^ 
étant  donnée  one  équation  linéaire  intégraUe  par  la  méthode  de  Laplaoe, 
une  suite  de  transformations  de  Laplace,  c'est-à-dire  dç  transforma- 
tions de  Bficklund  particulières,  permet  de  la  ramener  i  une  équation 
qui  admet  deux  invariants  du  premier  ordre,  pour  un  même  système  do 
caractéristiques.  Le  même  fait  a  lieu  aussi  pour  Téquation  de  M.  Beu* 
don  (n*  m).  On  peut  encore  ajouter  la  remarqué  suivante  :  Étant  donnée 
une  équation  linéaire  pour  laquelle  la  suite  de  Laplace  est  terminée  dans 
les  deux  sens,  Tapplication  de  la  transformation  de  Laplace  diminue 
Tordre  d'un  invariant  d*une  unité,  mais  aufpnente  d*une  unité  Tordre 
d*un  invariant  de  l'autre  système  de  caractéristiques.  11  existe  aussi 
des  transformations  qui  permettent  de  diminuer  Tordre  d*un  invariant 
dans  chacun  des  systèmes.  Ainsi,  étant  donnée  une  équation  à  invariants 
égaux  f  =  X(a9,  y)z^  pour  laquelle  la  suite  de  Laplace  est  limitée  dans 
les  deux  sensi  une  suite  de  transformations  de  M,  Moutard  permet  de  la 
ramener  à  Téquation  élémentaire  s  =s  o. 

11  serait  intéressant  d'examiner  si  ces  propriétés  ne  peuvent  pas  être 
rattachées  à  une  théorie  générale,  et  de  rechercher  à  quelles  conditions 
une  équation  intégrablo  par  la  méthode  de  M.  Darboux  peut  être  rame- 
née, par  une  suite  dé  transformations  de  Bâcklund,  à  une  équation 
intégrable  par  la  méthode  de  Monge. 


SOV*  Les  transformations  de  D&cklund  ne  sont  pas  les  plus  générales 
que  nous  ayons  eu  Toccasion  d'appliquer.  Ainsi  nous  avons  vu  (n**  183* 
188)  que  Téquation 

(88)  r4.X^+X^  +  F(».y,ï,.,0«o 

M  runèiM  à  l'équatioB 

en  posant  9  s  u.  La  transformation  précédente  n'est  pas  une  trans- 
formation de  Bâcklund,  puisque  les  intégrales  de  Téquation  en  jf  qui 
correspondent  à  une  intégrale  de  Téquation  en  u  dépendent  de  deu 
constantes  arbitraires.  Ce  n'est  pas  non  plus,  au  moins  en  général.  Eue 
combinaison  de  transformations  de  bficklund,  puisiiue  toute  équation 
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prorenaiil  d'âne  pareine  f ransbrinatton  doit  représenter,  qoand  on 
regarde  r,  «,  f  eomme  des  coordonnées  conrantes,  nne  sorfaee  réglée 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  celles  du  cAne  «*  —  rf  sr  o  ;  ce  qui 
n*a  pas  lien  éridennnent  ponr  l'équation  (86),  si  la  fonction  F  est  qnel* 


On  pent  remplacer  réqnation  (86)  par  an  système  de  trois  équations 
dn  pienûer  ordre  à  trois  ineonnnes,  analogne  an  système  (M), 

Si  on  élimine  v  et  »,  on  rctrooTeréquation  (86),  tandis  que  Félimina* 
lion  de  e  et  de  x  conduit  a  Féquation  (87). 

Ceci  nous  conduit  à  envisager  d*une  manière  encore  plus  générale 
les  transformations  des  équations  du  second  ordre.  Considérons  un  sys- 
tème de  m  équations  du  premier  ordre 

(80)  F,  =  o,         F,  =  o,  .....F«  =  o, 

entre  deux  Tariables  indépendantes  «,  y  et  n  fonctions  inconnues  x^^x^ 
«..,  jr.  (n  fé  m).  L*éliroination  de  toutes  les  fonctions  inconnues,  sauf  Tune 
d'elles,  conduira  en  général  a  plusieurs  équations  simultanées  pour 
déterminer  la  dernière.  Imaginons  que  toutes  les  denrées  partielies  de 
jTj,  x^  ••.fX^  puissent,  au  moyen  des  équations  (89)  et  de  celles  qu'on  en 
déduit  en  les  différentiant,  s  exprimer,  à  partir  d'un  certain  ordre,  au 
moyen  des  dérirées  partielles  d'ordre  inférieur  et  des  dérivées  partielles 
de  Xf.  Si,  en  écrivant  les  conditions  d'intégrabilité,  on  est  conduit  i. 
ime  êenie  équation  du  second  ordre  en  X| 

Tint^ration  du  système  (80)  est  ramenée  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion (90).  A  toute  intégrale  de  cette  équation  correspondent  des  inté- 
grales du  système  (80),  dépendant  d'un  nombre  /fiu'  de  constantes  arbi- 
tmiies,  qui  s'obtienneni  par  Tintégralion  d*un  système  d^équations 
différentidles  ordinaires.  Maintenant,  il  peut  se  faire  que  cetfe*rédno- 
lien  dn  système  (80)  à  une  équation  du  second  ordre  poisse  être  . 
eUecluée  de  plusienrs  façons  essentidleaMut  distinctsa.  Par  exemple, 
hnaginons  qn*apffèa  avoir  efeetné   an  besoin  un  ehangeuMit  do 


tM  CBAPITEB  IX 

•  ■ 

Tariablat  d«iis  k«  équalionê  (W)  réUmiMliÔB  ik  ii  —  iim 
BOUTeUat  coadiiiae,  pour  U  dernière  ioeomuiai  à  «ne  équâlini  'ém 
MocMMiordre 


(»»)  «^'C-^'î^'è*'^ ^^•î 


OD  a  ainai  élaUi»  asira  laa  dayx  Aqiialioaà  (M)  ,H  (ttl),  uaa  obrtaapo»* 
danca  lalla  que  rioléyralMm  de  lune  enlratae  celle  de  l'autre.  D^uoe 
façoo  plua  précise,  à  toute  intégrale  de  Tune  d'elles  cortcqiondent  des 
intégrales  de  l'autre  dépendant  d'un  nombre  /fm  de  constantes  arbi- 
traires et  s'obtenant  par  l'intégration  d'un  système  d'équationa  différeiH 
Uelles  ordinaires.  Si  l'une  des  deus  équations  est  intégrable  par  1^ 
métbode  de  &)•  Darboux,  il  en  est  de  même  de  la  seconde  (n*i83).  11  esl 
clair  que  toutes  les  transformations  que  nous  avons  étudiées  no  sont 
que  des  cas  très  particuliers  de  la  transformation  générale  qui  vient 
d'être  définie. 

Les  transformations  dont  il  s'agit  constituent  un  moyen  de  recherches 
beaucoup  plus  puissant  que  les  transformations  de  contact.  Nous  avons 
déjà  fait  observer  qu'on  pouvait,  dans  certains  cas,  ramener  ainsi  une 
équation,  intégrable  par  la  méthode  de  M.  Darboux,  à  une  équation  inlé* 
graUe  par  la  métbode  de  Monge.  Mais  ces  transformations  s'appliquent 
aussi  avec  avantage  aux  équations  non  intégrables,  au  moins  dans  cer» 
tains  caS|  en  permettant  de  les  ramener  à  une  forme  canonique*  Par 
exemple,  étant  donnée  une  équation  du  second  ordre  linéaire  par  rap- 
port à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées 

i\r  4-  2&  +  Cl  +  Dp  +  Eç  +  Fjt  =  o, 

cette  équation  admet  toujours  un  groupe  d'ordre  infini  de  transfor* 
mations  de  contact,  car,  si  on  remplace  s  par  ^  -f*  'i«  'i  étant  une  inté- 
grale particulière  quelconque,  l'équation  ne  change'  pas.  11  en  est  évi« 
demment  de  même  de  toute  équation  du  second  ordre  qui  se  déduit 
d'une  équation  linéaire  par  une  transformation  de  contact.  Une  condi- 
tion néceêsairf  pour  qu'une  équation  du  second  ordre  puisse  être  rame- 
née à  une  équation  linéaire  par  une  transformation  de  contact  est  done 
la  suivante  :  cette  équation  doit  se  reproduire  par  une  infinité  de 
transformations  de  contact,  dépendant  d'cne  infinité  de  constantes 
arbitraires.  Mais,  si  l'on  emploie  des  transformations  de  Bftcklund 
ou  des  transformations  plus  générales,  cette  condition  n'est  plus 
nécessaire.  Ainsi,  nous  avons  pu  ramener  à  une  équation  linéaire  l'éqQ*» 
tion  «*  =  AXpq^  et  il  est  facile  de  voir  que  les  transformations  de  oon» 
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tact  qui  reprodaiseni  cette  ëqoatioD  ne  dépendent  que  d^nn  nombre  fini 
de  oonstnntee,  lorsque  X  n^est  pas  nul.  (Noie  de  la  page  196.) 

Prenons  eneore  Téqnation  aux  dériTées  partielles  des  surfaces  à 
courbure  totale  constante.  M.  Sophus  Lie  a  démontré  que  les  transibi^ 
mations  de  contact  qu*admet  cette  équation  ne  dépendent  que  d*un 
nombre  fini  de  paramètres;  il  est  donc  impossible  de  ramener  cette 
équation  aune  équation  linéaire  par  une  transformation  de  contact.  Mais 
rien  ne  nous  permet  jusqu*ict  d*afBrmer  qu'une  transformation  de  Biek- 
lundt  par  exemple,  ne  permettrait  pas  de  la  ramener  à  une  équation 
linéaire*  . 

On  a  pu  iroir,  par  cet  exposé  rapide,  coadnen  nous  sommes  loin  de 
posséder  une  théorie  traimeni  générale  de  ce  sujet,  el  combien  de  quea* 
lions  encore  obscures  reslanl  à  élucider.  Je  n*ai  pu  quindiquer  soimnai* 
Il  réial  actuel  de  nos  connaissances  sur  ce  s^|el  diÎBcile. 


iCHAPITRE  X 


GÉNÉRAUSATIONS    DIVBRSBS 


PrabltaM  éè  GMeby  poor  «ne  éqwitioB  d*ordre  «. — CtncKffittiqMt  d*ordr« 
m  el  d*ardn  rapMtiir.  —  Bsleusioa  des  UiéorèMM  éUblis  pov  k  tecoaJ 
ordre.  «-^CanetérisUqiietd*ordreii~l.  —  fiqoatîoatlMiétir—,— feiBatio— 
d«  Natani.  —  GéoéraliMUon  de  la  nélhode  de  M.  DariMMiz.  ^  Sjslènet  d« 
preoder  ordre  à  n  incommet.  —  Caractérieliques  du  premier  ordre.  — 
Eitesiioii  de  h  méthode  de  Monge.^  Systèmes  singalîen.  «»  Éc|iiatkNU  do 
Jacobi.  *»  Systèmes  lioéaîres.  —  Caractéristiqoes  d*ordre  b«I«  —  Caradé* 
ristiqnes  d*ordre  sapérieur.  —  Généralités  sur  les  équatioos  à  plus  de  de«x 
Tariables  indépendantes. 


S08.  La  notion  de  caractéristiques  a'étond  sans  difficulté  aux  équations 
d*ordre  supérieur  ou  aux  syslèines  d*un  nombre  quelconque  d^équations, 
pourvu  que  le  nombre  des  variables  indépendantes  soil  égal  à  deux.  La 
méthode  d*intég^ation  de  M.  Darboux,  qui  repose  sur  ta  diéorie  des 
earaciéristiques,  s'étend  aussi,  ccmime  on  peut  le  prévoir,  sans  antre 
difficulté  que  la  complication  croissante  des  calculs.  Pour  plus  de  netteté, 
je  me  borne,  dans  ce  chapitre,  à  deux  cas  particulièrement  iinportants, 
celui  d*une  équation  unique  d'ordre  n  et  celui  d*un  syMème  de  » 
équations  du  premier  ordre  à  n  inconnues.  M.  Hamburger  a  consacré  à 
cette  étude  deux  importants  Mémoires  (*);  la  marche  que  j*ai  adoptée 
est  tout  à  fait  diflérente  de  celle  suivie  par  ce  géomètre  et  me  paraît  plue 

(>)  Zur  Théorie  der  Imiegrmiiùn  eme$Sifêiemu  pom  m  iimêarempmrtieilem  Di/fèrenimtgU* 
ehuugen  erêier  Otdnumg  mil  zieei  umabkângigem  und  n  ahkàmffifftm  VeHmderUckêm 
IJourmmi  de  CreUe^  t.  LXXXi,  p.  SiS-SSO). 

Zmr  Théorie  der  Iniegraiion  eimee  Syêtemu  vom  n  mieht  timearem  pariîeUem  M/fé- 
remiialgleichuHgem  erêter  Ordnung  mni  iwei  ummhhâmgigem  umd  m  ahkSmgigem  KergEn* 
deriichen  (Crelle,  t.  Xail,  p.  18S-S14). 

le  B*si  pu  utiliser  pour  la  rédsctikHi  de  ce  ehspitre  deux  mémoiret  récents  de 
M.  E.  Ton  Weber  {Blaihemaiisehe  Annalen,  t.  XLIX  HJouriuii  de  Crelle,  t.  CXVliljdoMl 
Je  B*sl  eu  coanaittance  qa*au  momeat  de  la  correction  det  épreuves. 
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.  naturelle  et  plus  léeoiide.  Le  point  de  dëpert  est  tenjonra  le  proMème 
de  Caneliy,  «m  le  problème  analogiie,  qui  conduit  immédiatemeflt  à  la 
déHnitioa  des  moltiplleitée  d'élémenla,  pour  leMpielles  ce  problème 
n^admet  plus  nne  eolation  nniqae,  c^est-è-dire  i  la  définition  des  earao- 
léristi<iQes. 
Étant  donnée  nne  éqnation  aux  dérÎTées  partieDes  d*ordre  n 

(I)       F  («,  y,  jr,  ji|^,  p^i, ...,  Pj,^,  P«-i,i»  —t  P#,«)  =  <>f 

le  problème  de  Canchy  généralisé  consiste  à  déterminer  nne  intégrale 
de  cette  éqnation  admettant  tons  les  éléments  d*nne  orientation  d^ordre 
n  —  I  donnée,  et  régulière  dans  le  voisinage  de  Tnn  de  ees  élénients* 
En  d*antres  termes,  supposons  qne  œ^  jf,  z^  P|  ^  p^|,  •..,  et  tontes  les 
déffirées  partielles  jnsqn*à  celles  d'ordre  ti  —  I  inclnsiTement  soient  des 
fmctions  eonnnes  d*nne  Tariable  auxiliaire  X  : 

W«=rX(XK    y=Y(X).    *=Z(X),   p»^=IW(X),(<+A^ii-.l), 

» 
«M  igaetioBS  wtwhi— t  auz  oondition* 

dRu  =  R#+fc»  rfX  +  R<.»+,  «lY,  (i+A^ii— i); 

fl  «'agit  de  détermiiier  mw  intégrale  (S)  de  réqaatioii  (1),  paasant  par  k 
eoarbe  (Q  refirésenlée  par  les  Ibnnnles 

#  =  X(3i),  y  =  Y(X),  *  =  Z(X). 

•  * 

et  telle  en  outre  que  les  denrées  partielles  de  s  par  rappoK  i  4?  et  à  y^ 
jusqu'à  edlerU'ordre  n  ^  1  incluslrement,  aient  en  duKiue  point  de  la 
courbe  (C)  les  ^eurs  données  par  les  formules  (S). 

Les  n  -f*  1  dérivées  d'ordre  fi  de  la  fonction  inconnue  en  un  point  de 
la  courbe  (C)  dohent  satisfaire  k  Téquation  proposée  et  aux  n  relations 
Bnéaires  -" 

|<fp».«.«=p.«  *»  +p— !.•  rfy, 
4^»-f=Pi^-i/£ip«f  jv.» 'y; 

ces  fl  +  1  équations  déterminent,  en  général,  un  ou  plusieurs  systèmea 
de  ^eurs  pour  les  fl  +  1  dérivées  Pa,«,  Pb.i.if  •••$  PW»*  Prenons  un  de 
systèmes  en  particulier  et  propoeons  noua  de  cdeuler  ensuite  les 


»6  ooAmu  X 

Cm  dérivéM  saluiMrt,  d^M*  put,  «n  drax  iqMtiaM  o»«Mie>  m 
dUliiMDtnnt  réqMlâoa  prapoaée  par  nppMt  à  «  «t  pw.nppoct  à  y,' 
d'anlM  part  aiis  n  rdalioM 

<PP»-M  =l>«-W«'»<»+J^-»««'*Jf +**•  <'«*+S!Ri-M*«'j'+^i-M4'". 

les  diSérenlielles  sa  rapportant  toujours  à  un  déplacosseni  la  long  d» 
la  courbe  (C).  On  a  ainsi,  pour  déterminer  les  n  +  t  inoonnaea,. 
Pm^ist  —  IV»-*-!*  un  système  de  n  +2  équations  du  premier  degré  ok  1» 
déterminant  dos  coefficients  a  pour  expression 


P-^ 

"•  -M 

p... 

fdiady 
dà* 

• 

P- 

P«.«-« 
0 

0 

B                A                 A                 A 

0 

0 

Pâ.« 

0 

6 

0 

MAS 

0 
lant 

.0 

U  .    . 
P« 

>P 

iiimfy 

rfy» 

En  développant  ee  déterminant,  on  obtient  un  polynAorn  bomogta» 
de  degré  Su  en  dlr,  dfy,  où  le  coefficient  de  dj^  est  (P^^)*  ;  d*autro  part, 
ai  on  multiplia  tous  les  termes  de  la  première  colonne  par  d|^^\  ceux 
de  la  seconde  par  ^  dsod^f*^  ceux  de  la  troisième  par  dbp*i(y**% ...,  canx 
de  la  dernière  par  (~  1)^*  dx***^  puis  qu*oa  ajoute,  on  reconnaît  que  c» 
déterminant  est  diTisible  par  , 

(P^t^ir  -  P..i.«dWjr-«  +  •  :t  P*.A^)' ; 

u  est  donc  égal  à  ce  pdynAma,  puisque  les  coefficients  de  dp^  sont  Um 
mêmes.  Si  Texpression 

H  =  P.,^jr  -  P..,.|ito*V-»  +  •..  ±  P.yto- 

n*est  pas  nulle,  on  aura  donc  pour  les  dérivées  d*ordre  n  +  '  «^ 
système  unique  de  valeurs,  et|  en  procédant  comme  au  n*  It,  am 
démontrera  que  toutes  les  dérivées  suivantes  sont  aussi  déterminées 
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sans  ambiguïté.  Pour  établir  la  coiiTergenceda  déreloppenient  en  série 
entière  ainsi  formé,  on  procède  encore  comme  an  n*  17,  en  effectuant 
«ne  transformation  ponctuelle  de  façon  à  ramener  la  courbe  (C)  à  une 
courbe  plane  située  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  y^  ;  le  théorème 
à  démontrer  n*esi  plus  alors  qu'un  cas  particulier  du  théorème  classique 
de  Cauchy.  On  Toit  donc  qn*en  général  une  orientation  d^éléments 
d'ordre  n  —  1  donnée  détermine  des  systèmes  formés  de  une  ou  plu* 
sieurs  intégrales  de  Téquation  d*ordre  n,  et  que,  si!  existe  plusieurs 
intégrales,  elles  n*ont  qu*un  contact  d*ordre  n  *  I  le  long  de  la  courbe 
(C).  Mais  le  raisonnement  ne  s*appliqae  plus,  lorsque  le  polyntee  H  est 
nul,  et  nous  sommes  ainsi  conduits  à  étendre  aux  équations  d'ordre  n  la 
notion  si  importante  des  multiplicités  caractéristiques^ 


S09.  Sur  une  surface  intégrale  (S)  de  Téquation  pn^MMée,  considé« 
rons  les  courbes  définies  par  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

W  P«^y  —  P.-MrfWV-*  +  P.-^,*rVy— »— ...  ± P^ito»  =  o, 

où  on  suppose  que  jr  et  ses  dérivées  partielles  ont  été  exprimées  en 
fonction  des  variables  indépendantes  x  et  y.  Par  chaque  point  de  la 
surbce  (S),  fl  passe  en  général  n  courbes  distinctes  de  cette  espèce  ; 
nous  appeUerops  caractéristique  de  l'équation  (1)  la  suile  simplement 
infinie  d'éléments  d'ordre  n  de  la  suriace  (S)  le  long  de  Pune  de  ces 
courbes.  On  peut,  sans  connaître  la  surface  (S),  ijoutar  h  Féquation  (4) 
«ne  autre  tulatioii  indépendante  de  rintégrale  considéfée.  Le  long 
d'une  earaeléristique  on  a,  en  effet, 

<(  oa  en  Un,  «o  tappOMurt  qoc  tf»  B'asI  pas  Bol  po«r*oeU*  ««fMlAfb» 

•      ^ÛhJi^m,        EU, 


,..— 'è'-*fe"*+*g-(g)'-+(-.r'K«.@3 


aoa  cBAftnm  x 

rtlatioM 

a  règle,  e»  laptat  ooayle  de  la  coadilioa  {A)^ 

*'+*^*)*"-*"(â)*^+-+<-')"*.(2)*— "•• 
(^»-(g)*-"-»"(IK"+-+<-"'-*'(2)*-— . 

en  poMDl,  pour  «bféger, 

A  (X)  =  P.^-  -  P-M^-*  +  P.-»iî^-« ...  +  H  «)•  P.^, 
A,  {\)  =  P^-«  -  P.-,.,*-'  +  P-m3^-»  ...  +  (-  «)-'P, 


.   A.-,  (X)  =  P<^  -  P..,.„ 
A.{X)«P^,. 

Par  U  rake,  nont  apprilerons  caradémtiqM  UmU  f«il«  riMyleweat 
infinie  d'élémenU  d'ordre  m  vérifiant  les  <qiiatio— 

!•)  1  (^*+A.(^)*,..-A^.(3^WP.-,.,+...-K-«)-»Aia)rfji,^,««, 
((^il»+A.(X)4u-,.,-A.^(X)4».-„+...-H-l)-«A,(i>^«o. 

OÙ  X  est  une  reeiiie  de  réqualioii  À  (X)  =5  o.  Une  équatloo  d'ordre  n 
possède,  en  général,  m  systèmes  disUncIs  de  caracléristîqiies,  eorfespoa 
dani  aux  n  racines  de  à  (X)  s  o. 

équations  distinctes,  car  on  obtient  ifP  s:  o  en  combinant  les  denx 

±^  +  S  Tariablen; 


'  -« 2 

de  sorte  qu*on  a  *i  variables  de  plus  que  d*éqnalions  ;  une  earaetéristi«|ne 
dépend  donc  de  n  —  1  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 
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Pour  simplifier  rezposiiion/  nous  supposerons  qne  Tëqnalaon  aux 
dérivées  partielles  proposée  est  résolue  par  rapport  i  la  denrée  Pa^,  ee 
qui  ne  diminue  pas  la  généralité  des  résultats.  Soit 

cette  équation  ;  en  la  différentiant  un  nombre  quelconque  de  fois  par 
rapport  i  dr  ei  à  y,  on  jMurra  exprimer  toutes  les  dérivées  partielles 
de  jf  au  moyen  des  dérivées  ^^  où  Findiee  •  ne  dépasse  pas  n  —  1. 
Nous  supposerons,  dans  la  suite,  qu  m  n'a  laissé  que  ces  dérivées  dans 
les  formules.  Les  cametéristiques  sont  alors  définfes  par  les  équations 

P-.S  +  /  =  «•       rf*  =  Pi.ë^  Ht  IV  i<^f        ^9  —  ^«1 

(8)  i  ***=*'♦«•**' +  '**+«^y»       (^  +  *^«  — t), 

X  étant  une  racine  de  Téquation  caractéristique 


(9)  A  (X)  =  X-  -  P..|.,X-«  +  P..^tX-«  ...  +  (-  lyp^.  =  o, 


©*  Pijt= 


On  peut  aussi  considérer  la  suite  des  valeurs  prises  par  toutes  les 
dérivées  partielles  jusqu'à  un  certain  ordre  le  long  d*une  caraetéris* 
tique,  et  définir  des  carMiéristiques  d*un  ordre  quelconque  supérieur  à 
n.  En  opérant  comme  tout  à  Fheure,  on  voit  que  les  caractéristiques 
d*ordre  n  +  h  sont  définies  par  les  équations 

cTy  ss  Xite,       dssz  p,^  +IV.i4r« 
(10)  {  ^♦^«P'^r^  +  P^tft'y*       0+i2n  +  *-l)' 


auxquelles  il  faut  joindre  les  relations  qui  permettent  d'exprimer  toutes 
les  dérivées  où  rindice  i  est  supérieur  à  n  —  i  en  fonction  des  autres. 
On  remarquera  qu*il  y  a  tot^jours  n  équations  de  moins  que  de 
variables. 

Tonte  caractéristique  d^ordre  fi  +  *  Hr  ^  renforme  une  ciraçtéris- 
tique  d*ordfe  fi  +  A,  et  une  èteactéristtque  donnée  d'ordre  n  +  h 
appartient,  en  général,  à  uns  infinité  de  earaetéristiquês  d'ordre 


GBAPITMB  X 


par  ûMBmflU^  pour  A  es  0.  Lm  déthétê  j«M|«*à  edks  d*ordvt  11  iachi* 
MTemenl  éUat  Mppoiéet  das  IomUom  eoiuiMa.d*n  paramèlna,  im  a« 
pour  détarmiiier  lea  dérivées  d'ordne  n  -f- 1,  les  rdstioos 


On  tite  de  oes  dernièies  : 

Si,  en  sobslatunl  dsM  Is  premièie  équalkNi,  sa  arrive  à  «m  éqMliem 
dMféreatielle  d«  preniier  ordre  pow  détêmiMr  K^^i»  oè  le  eeellkiert> 

de  ^^2^^  ^^  *^  signe  près, 

X-' +  A...  (X)X-*  +  ...  +  A,  (X)X  +  A,  (X)  «  y  (X). 

•  Par  conséquent,  si  X  est  racine  simple  de  Téqnation  A  (X)  ss  o,  oa 
Toit  bien  qne  p^m+i  dépend  d'one  conslanle  iriwtraira ;  on  peut  ao 
donner  la  valeur  de  celle  dérivée  en  nn  point  de  la  caracléristiqfM 
d'ordre  n,  et  la  caractéristique  d*ordre  ti  +  1  est  alors  complètement 
délerminée*  Les  oonséquenoes  sont  analogues  à  celles  qui  ont  été 
établies  pour  les  équations  du  second  ordre  (I«  n*  81)  : 

Si  X  est  racine  simple  de^Féqualion  A  (X)  =s  o:  1*  ime  eamelirM* 
iique  dTardrê  n  -|-  A  (A^  0)  et/  renfermée  dam  une  infimiU de  emracêé^ 
rUiiquee  dt ordre  n  -f"  A  -f*  ^«  dépendant  ttune  eonUanie  arbUrmire; 
S*  une  earaetérùiique  d'ordre  ti  4-  A  eti  renfermée  dan$  une  infinUé  ée 
earaeiérisiique9  d ordre  n  -f  A  4*  >i  dépendani  de  1  consteiiltt  «rèt* 
êrairee;  3*  si  deux  iniégraie»  admetteni  ioue  ies  éUmeniê  dune  earaeié* 
rietique^  tordre  du  contaei  eei  le  même  ioui  le  long  de  la  earaeiérietiqme 
commuM. 
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SIO.  Poar  établir  qa*aiie  caractéristique  d*ordre  i»  appartient  k  ane 
infinité  d^intégtales,  nons  oonnenoerons  par  généraliser  le  théorème 
dn  n«  8i.  Soit 

(•0     P«-A.A  =  F  («I  yi  ^t  Pi,tf  —  f  Ai.«t  Ai-i.i«  -M IV.») 

mie  éqvation  d*ordre  n  résolue  par  rapport  i  la  dérivée  p«i.A.ii* 
Supposons  eonnves  les  Talears  initiales  œ^^  jr^,  s^  (P#.*)«v  ^  l*<>n  a 
«  j^  n •-  A  —  1,  on  bien  A  ^  A  ^  1  ;  si  la  fonction  F  est  régnlière 

ponr  ces  irabnrs  initiales,  et  si  de  pins,  en  posant  P#^  s=  r*— t  on  a 
F»,#  =  ^t         F»-#.i=®»         •••♦         P»«A+i.ii-i  =  o. 


ponr  ces  Tslenrs  initiales,  on  peut  calcnler  de  proche  en  proche  les 
▼alenrs,  ponr  «  =:  x^,  y  ?=r  y^,  de  tontes  les  antres  dérivéest  par  les 
seules  opérations  d'addition  et  de  multiplication.  En  effet,  les  dérivées 
d^ordre  n  -f-/  +  '  >ont  déterminées  par  les  relations 


p«4.y.A,A4^i       =:Pjt.ii.|,A4.|Pii4/-A.|,A^l  +  —  +  P«^»Py,ii4-i    +   — 

«•■••••••••••••       ■       ••       ••       •       •       •• 

Pm-»h+%.ik+/  =  P«.il-M^|Pit.A.A4>t.|  +  —  +  Pi.«P|4i+>  +    ••• 
P«-A,A4-/-M  =  P|i-A-f.A  +  lPi«-*-#»A  +  y+l  +  •*•  ^9»mPêM  +  J+%  +  ••• 

les  termes  non  écrits  ne  renferment  que  les  dérivées  d'ordre  inférieur 
àn  +  f  +  t.  La  dernière  équation  donne  Pn^k,k^j+%  «n  fonction  dé 
dérivées  Connues  et  des  dérivées  d'ordre  inférieur  k  n  4*  J  + 1  ;  l'avant* 

s     ^^      s  ~ 

dernière  équation  donne  ensuite  Pb-A+i,A4.y«et  ainsi  de  suite.  En  faisant 
successivement/  s=  0, 1,  S, ...,  on  vérifie  bien  que  toutes  les  dérivées 
successives  peuvent  se  calculer  au  moyen  des  dérivées  supposées  con* 
nues  par  des  additions  et  des  multiplications  seulenient.  Cela  poeé,  le 
théorème  du  n*  Ht  peut  être  généralM  comme  il  suit  : 
SaU       . 

(**)  Pt-4A  =  F  («•  y,  jr,  P|,0,  p^i,  ..•,  pit^  Pa^Mf  •••»  Pi.») 
^  Pe*  '•«  (Pi«)tt  (Piii)e9  •*•  (PM)st  (p».|»f)i«  •••  (Pm)h 


êi  au  JM  difimàm  mmriiÊlÊm  éêê  to  rtiiM'IiiMi  P  iiT  rmmMÊÊTi  à 

•  .  •  * 

k/Meikmdew^hohaiarpkmdÊimkfmtimÊgêdmp 


fi  —  A  fluieiiom  de  y,  AoloNioi7iA«t  dmm  tê  woitmé^  dm  pobU  g^  «1 
iêtki  quê  Fm  mU^  pour  y  s  jf^ 

n  êmêU  %mêùUéfrûUd$  rétutHkm  jmfot^,  ré^Mtre  dâmbdommimê 

dmpomi{w^,y^),êiieUêqm,pamrp^p^mmii 


êif  POMT  mssa^ 


•« 


*  =♦•  W-      55  =  ♦«  Cy)i  -  ssr^îTî  - ♦— *-«  W- 

La  eoBBaisaance  des ii  fenelioiis  f «  (d?)»  f  |  (âv)«  •  • .,  f  a.|  {k)^  f ^  (jf)  ...^ 
f  s. A-i  (y)  enlrattoe  k  oonoaissaiice  des  iraleiirt  iailiâlet  de  loulee  les 
dériTéee  pertiellet  {pt,k\%  où  les  indices  satisTool  à  fane  des  ocpdi- 
lions  1^  M  —  h — i^k^  h  —  I.  Nous  venons  de  Toir  commenl  on  prvi 
en  dédoire  de  proche  en  proche  les  valeurs  initiales  de  loiltes  les 
antres  dérivées  partielles  de  la  fonction  inconnue,  pour  «  as  «^^  y  =s  y^, 
et  cela  au  moyen  d'additions  et  de  multiplications  seulement.  On  pcnl 
donc,  pour  démontrer  la  couTergence  du  développement  ainsi  olilen«, 
employer  la  méthode  des  fonctions  majorantes.  Mais  on  peut  aupam- 
vant  remplacer  les  conditions  initiales  par  des  conditions  plus  simples. 
D*abord«  il  est  permis  de  supposer  x^  r=  y^  =  o,  car  il  suffit  de  rempln- 
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cer  d?  et  |f  ptr  «§  +  «  H  y^  +  y  respecUiremeiil  pour  être  ramené  à  ce 
ces.  Si  noue  rempleçoas  ensaite  x  per  ^  («,  y)  +  v«  «  Hmi  la  nonTelle 
inoonnne,  el  4  («,  y)  «ne  fenetion  holomorphe  dans  le  domaine  da 
point^ss  o,  y  s  o,  qui  satisfail  aux  mêmes  emdilions  initiales  que  ^  (*) 


la  noarelle  ibnetion  ti  derra  être  nollet  ainsi  que  ses  A  —  1  premières 
dériTées  par  rapport  à  w  pour  y  =  o  ;  elle  devra  être  nvDe  également, 
ainsi  qaeses  ti— A —  I  premières  déiÎTées  parrapportk  y  foarw^s  o^ 
de  sorte  que  tous  les  termes  dn  développement  de  «  en  sérié  entière 
derront  être  dirisiMes  par  x^jT  **•  L'éqnation  proposée  est  done  renn 
placée  par  uie  équation  de  même  forme,  où,  pour  ne  pas  mnltiplter  les 
aolations,  oons  consenrerons  la  lettre  s  pour  désigner  la  louctioa 


(13)       Pm^M.à  =  F  (a?,  y,  s^tPf^  IVit  •••!  Pihtf  •••»  Fm)  î 
le  second  membre  est  hofomorphe  dans  le  voisinage  des  valeurs 


m  —  y  :=  #  ss  pi^  =  ...  ssp^a  — V, 

el  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  F  par  rapport  à 

sont  nuDes  pour  ces  valeurs.  Tout  revient  donc  i  démontrer  que  cette 
imuvelle  équation  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  de 


(i)  n  siMs  évideouieat  aae  iaftoilé  ds  roaetioas  ♦  (ir,  y)  MttMUisai  à  cet 
ditioBs.  Foar  su  former  une,  inagiaont  un  tihlcsa  à  ésabte  entrés  dont  Is  terme 
«éaérd  «A  eerspris  éfÉl  à  (pa).  il  llaéiee  «  a*eet  pas  eupMeur  à  a  —  A -.  1  su  lia- 
diee  Aiapériear  à  A^l,  et  eeia.Bul  ei  sucane  de  ees  iaéfelités  nVet  viiiiée. 
LaeCrIe 

jL^^'^  itèi 

set  eonvsiveate  deae  le  voieiaigede  rerigias  et  reptdieate  aae  faaetiaa  eitiefaiesat 
leadltioai  vsuluee* 
ainssiiise  em  iie«ne«i.  -«  v»  IL  iS       ' 


IM  cBAftnm  X 

ForigiM  «1  ialitbii«il  «m  eoBdilioM  nitMilM 

La  défieloppMMBt  Jle  It  fonetion  F  Mt,  ca  n^AerifWl  p«i  Im* 
4e  degré  sapérieiir  a«  premier, 

les  eoelBeieiiU  des  dérivées  p.^,  pn^Mt  •••#  IV^^i,*-^  éUnt  Umm  wris* 
On  pe«l  encore  faire  dispsrsttre  le  terme  eonslanl  m^  en  rewpisçnnt 

s  psr  ir  4-  A •  tt*^ —  ^TT  ''^^J^  ^^  ré^ncUons  biles,  la  fonction  F 
admél  pour  fonction  majorante  nne  fonction  de  la  ferme 


♦(«?.y.'fj»Mt-»Pf^)^ 


M,  p,  R  était  des  nombres  positifs  eonTcnablement  dioisb;  si»  dana 

eetle  fonction,  on  remplace  «par  -»  «  étant  nn  nombre  positif  moindre 

a 

qne  Pnnité,  on  augmente  Ions  les  coefficients,  et  la  fonction  ainsi 
obtenue  est,  à  pins  forte  raison,  majorante  pour  F.  Le  tbéorème  en 
question  sera  donc  établi,  si  on  montre  qne  Téquation 


Pn^AtA  == 


_  ,,  ^1  ^  fcajt-J^Etd^^ 

admet  nne  intégrale  bolomorpbe  dont  tons  les  termes  sont  divisiUea 
par  «*y*~A  ^^  ^  piiig  forie  rainon,  si  on  montre  qne  cette  équation 
admet  nne  intégrale  représentée  par  nne  série  entière  dont  tons  les 
coefficients  sont  réels  et  positifs.  Pour  démontrer  ce  dernier  points 
riierchons  nne   intégrale  qni   soit   fonction   de  la  seule    variable 
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«I  réqaatioo  derient 


^^^  M 

?«•"• 


r  p  l»»>«i-  R  I 

-M|.  +  '+-+;;-  +  --aj 

<"'    *0-''(^)'='("-è--£^'> 

▼  dëstgaanl  qm  série  enliAre  dont  tous  les  ooefBeieiils  tmt  réeb  et 
positifs  et  sans  terme  constant,  et  les  coefficienls  A  et  B  ayant  les 
^eors  suivantes 

Le  eoefBciettt  B  est  tonjonrs  positif  et,  en  prenant  a  asses  petit.  Il  en 
«st  de  mAme  dn  ooeffietent  A  ;  a  étant  clioisi  de  cette  iaçont  réqnation  (14) 
admet  nne  intégrale  qni  est  nulle,  ainsi  qne  ses  n  premières  dérivées, 
poar  «  SB  o,  et  dont  tons  les  autres  coeflieients,  comme  on  le  démontre 
aisément  de  proche  en  prodie,  sont  positib.  Le  théorènm  énoncé  est 
doMétabH. 

* 

Ml«  Fonr  appliquer  ee  théorème  général  à  la  théorie  des  caraclé* 
risttqoes,  elfcetuons  d*abord  une  transformation  ponctuelle,  comme  au 
af  n,  de  tÊçoÊk  que  les  équations  de  la  caractéristique  eonsidéffée  soient 

et  cholsissoiis  Forigine  des  coordonnées  de  telle  facM  qne  le  premisr 
ibfu  de  réqualhm  proposée 


Tas*  dM  m  aoil  «ne  diraotioB  de  caradéritliqM,  if  iMii  d*iboféi|ii» 
Ton  ail  P»^  =:  o,  ai»  «  cette  careolérieUqiie  proYient  d'âne  reeine  eimpln 
de  réqnatUNi  (9),  comme  mmw  le  tuppoeerone.  on  doit  avoir  an  con* 
traire  Pa^,i  différent  de  aéro.  On  peut  donc  retondre  l*éqoation  pro- 
posée par  rapport  à  la  dérivée  p»^,i  et  Técrire  loaa  la  ftNrme 

(•*)  P»-M  =  ^  (*!  W%  't  Pi.«t  —f  PmM  ••••  J*i.«)t 

• 

le  second  membre  étant  développable  en  une  série  entière  ordonnée  sni- 
vant  les  puissances  croissantes  de  9^  jf«  z^  pt^.  Ce  second  membre  doit 
d*aOleurs  être  nul,  quel  que  soit  x^  pourvu  que  y,  jr  et  toutes  les  déri» 
véesp/.è  soient  nulles;  il  faut,  pour  cela,  qu'il  n'y  ait  aucun  terme 
en  a^.  D'autre  part,  les  dérivées  p«f  i^  p«,|,  ...i  pi.«  doivent  être  noUen 
le  long  de  l'axe  ojv;  si  on  différenlie  l'équation  précédente  par  rapport 

^F        dP 
k  d»  et  par  rapport  à  y,  on  voit  que  t-  et  -r--*  doivent  aussi  être  nub» 

*y       %Pi.» 
quel  que  soit  w^  de  sorte  que  le  développement  du  second  mendire  no 

doit  contenir  non  plus  aucun  terme  en  j^^  ni  en  p«,«^i^. 

'  Cela  posé,  soit  ^  (y)  une  fonction  bolomorphe  dans  le  domaine  do 
rorigine,  nulle,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées,  poury  =:o.  D'aprèn 
le  théorème  général  qui  vient  d'être  démontré,  l'équation  (15)  admet 
une  intégrale,  régulière  dans  le  domaine  du  point  a?  =  o,  y  =  o,  ao 
réduisant  à  ^  (y)  pour  ^  =  o,  et  nulle,  ainsi  que  ses  »  —  1  premièrea 
dérivées,  pour  y  s=  o.  On  démontre,  comme  au  n*  83,  que  le  dévelop- 
pement en  série  de  cette  intégrale  est  divisible  par  y*'*'\  de  sorte  que 
tous  les  éléments  de  la  caractéristique  considérée  appartiennent  k  celle 
intégrale,  quelle  que  soit  la  fonction  ^  (y).  Touê  /et  MmtnU  tTuiie 
earacUrMquê  dwnbrt  m,  coirrufionâmi/^  à  une  racimê  êimpl€  4ê  féqmm* 
Hcn  A  (X)  =:  o,  apparîienmnî  ifane  à  une  in/lnUé  d€  mtarfoùê^  ùuégrmim 
dépendani  d'une  infiniU  dé  ean$iantê$  ûrbiiraireê.  Ce%  constantes  arbi- 
traires sont  précisément  les  coeflidents  de  la  série  entière  i^  (y),  4 
partir  du  coefficient  de  y* ^*.  On  en  conclut  encore  que  l'on  peut  trouver 
une  infinité  de  surfaces  intégrales,  ayant  un  contact  d'un  ordre  auaai 
élevé  qu'on  le  veut  avec  une  |Mirface  intégrale  donnée  le  long  d'une 
caractéristique. 

Les  théorèmes  qui  viennent  d'être  établis  vont  plus  loin  que  les  théo- 
rèmes correspondants  du  chapitre  iv.  En  effet,  dans  ce  chapitre,  on 
s'est  borné  à  établir  qu*une  intégrale  d'une  équation  du  second  ordre 
est  déterminée  quand  on  se  donne  une  caractéristique  du  second  ordre 
et  une  autre  courbe  admettant  un  élément  du  second  ordre  de  cette 
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caroctéristtque  et  tangente  k  la  seconde  caractéristique  située  dans  cet 
élément.  Ici,  an  contraire,  nous  TOjons  qii^nne  intégrale  d^nne  équation 
d*ordra  n  est  déterminée  par  nne  caractéristiqae  d*ordre  n,  et  mie  antre 
conrbe  quehonqtte  admettant  nn  élément  d^ordre  n  de  cette  caractéria* 
tiqne.  Nons  disons,  pour  abréger,  qu*ane  conrbe  admet  nn  élément 
d*ordre  n  lorsqu'elle  a  un  contact  d'ordre  n  arec  toute  surface  admet- 
tant cet  élément. 

Bien  qu'il  y  ait  une  grande  analogie,  dans  les  raisonnements  et  les 
résultats,  entre  le  cas  d'une  équation  d'ordre  n  et  le  cas  d'une  éiqua- 
Uon  du  second  ordre,  nous  devons  signaler  cependant  une  différence 
essentieDe.  Nous  arons  reconnu  que  deux  caractéristiques  de  systèmes 
différents  d'une  équation  du  second  ordre,  ayant  un  élément  commun 
du  second  ordre,  appartiennent  à  une  même  surface  intégrale.  Au 
contraire,  dans  le  cas  d'une  équation  d'ordre  n  >  2,  deux  caracté- 
ristiques d'ordre  n,  de  systèmes  différents,  ayant  un  élément  commun 
d'ordre  n,  n'appartiennent  pas  en  général  h  une  même  surface  inté- 
grale. Nous  Terrons  une  confirmation  de  ce  fait  un  peu  plus 


SIS.  Étant  donnée,  sur  une  surface  intégrale  (S),  une  caractéristique 
(C),  0  existe,  nous  venons  de  le  Toir,  une  -infinité  d'intégrales  ayant  un 
contact  d'ordre  n  au  moins  avec  la  surface  (S),  tout  le  long  de  la  carac» 
téristique.  Il  est  naturel  de  se  demander  a'il  n'existe  pas  des  équations 
possédant  des  caractéristiques  d'ordre  n  —  I,  comme  cda  a  lien  pour 
les  équations  du  second  ordre,  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  infinité 
d'intégrales,  dépendant  d'une  infinité  de  constantes  arbitraires,  ayant 
un  contact  d'ordre  n  ^  1  seulement  le  long  de  la  caractéristique.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  le  problème  de  Cauchy,  relatif  à  celte 
multiplicité  d'éléments  d'ordre  n  —  I,  conduise  à  une  indétermina- 
tion pour  l'une  des  dérivées  d'ordre  n.  Su^HMona  que  »,  y,  x  et  les 
dérivées  p^ji  soient  des  fonctions  connues  d'un  paramètre  X  {i+k^n-^l) 
vérifiant  les  rdatimia 

«•  a,  pour  détaralMT  ïm  diiiwém  d'ordr*  m,  Iw  «  <4- 1  éqaaIioM 

Si  «s  tir*  n  dM  àMfétm  d'ordre  h  da*  dermèras  fclalioaa  et  qa'oa 
kl  poçle  due  F  se  o,  «a  doit  «nifer  è  «ne  identité,  poir  «voir  «ao 


tio  CMàmn  X 

eftnfllériiiknM.  Ob  iilitJitiifiri  dM  éonMliiNM  êàMÊÊÊÈÊOÊk  wBfà  ^■*»^"'  é^ 
caraelérwIfaiiiM  d*ordr»  n  ^  1  de  h  mMièf  whraate  ;  parlii»  de  d— x 
reletione  de  bime  arbilniie 

(16)       }  **  ^*'»'^  •  ^  ^-«*»    ^«-M»  —  'K«-i)  =  ^  - 

où  H  el  H|  1001  homogènes  per  rapport  aux  dMferealieliea  elrenfermeal 
en  oatre  l^  Tariables  »^  y,  z^  Pi^, ...,  p^.i  d*iiiie  iiçoii  gneicoagae. 
Si  ToD  remplaee  dpsjt  par  Pi^%j^  +  Ptjk^i^if^  p«ta  «pi'oQ  âimiiie  la 

rapport  ?  entre  les  denx  relations  obtenues,  on  aboutit  k  nne  éqnatioa 

d*ordre  n,  admettant  nne  famille  de  caradéristiqnes  d*ordre  n  «—  1^ 
définies  par  les  formules  (16)  et  les  snivantes  : 

é9:=::p^j^'^p^^dl^,apijt  =  Pi^iAd»'^P4jt^fy{i  +  k^n  —  %). 

Nous  nous  bornerons  au  caa  où  les  formules  (16)  sont  linéairss  par 
rapport  aux  diiiérenlielles«  et,  comme  nous  n*ëcrirons  que  les  relation» 
entre  les  dériTées  d*ordre  n  et  d*ordre  n  —  I,  nous  modifierons  un  pem 
la  notation  employée  en  posant 


•  < 

• 


liOS  formules  (16)  étant  linéaires  en  db,  ify«  ck|,  ...,  dx^^  ezami 
d*abord  le  cas  où  elles  sont  de  la  forme 

(17)  I  ^  ^  ^^'^ 

I  «|<ls|  +  n,itfir,  +  ...  +  «nAr.  »  pdb, 

«it  ^t  —f  «••  ^«  ^  étant  des  fonctions  de  »,  y,  «  et  des  dérivées 
tielles  de  s  jusqu'à  celles  d'ordre  n  —  I.  L*élimination  du  rappoK  ^ 
conduit  à  Téquation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  dVirdre  n 

m 

(«)    «•  («I  +  9^)  +  «t(*a  +  9^)  +  ...  +  «.  (f.  +  «•  ♦  |X)  «  |u 
Invenement,  éuint  donnée  une  équation  linéaire  d'ordra  n, 

(*»)  A|f,  +  Agf,  +  ...  +  A.4|f.^4  =  A, 
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oà  A,  A|t  A^,  ...«  Afi4|  dépendent  de  âp,  y,  jt  et  des  déiÎTées  d*ordre 
infériear  à  n^  pour  qu'elle  proTienne  de  rélimination  de  -^  entre  les 


relations  (17),  il  fint  pomroir  déterminer  «|,  a^  ..•,  «•,  X,  pi  par  les 
eonditions 

«I  =  A|t     #|X  4"  's  =  Aj,     Û^  -|»  0|  ^  Aj,  .••»  tfnX  =  Am^  If     in  :=  A, 

et  rélimination  de  «i,  «,*  •••«  ^»  conduit  à  Téqnation  de  degeé4i  en  X 
(»)     A,X-  -  A,X-«;J.  A,X-«  ...  4  {-  !)•  A.^.  =  o; 

e*est  précisément  réqnatbn  qni  détermine  les  caractéristiqnesi  comme 
on  derait  nj  attendre.  Une  éqnation  linéaire  d'ordre  n  admet  donc,  en 
général,  n  familles  distinctes  de  caractéristiques  d'ordre  fi  -^  1,  qni 
sont  définies  par  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  différentielles. 
On  peut  donc  étendre  immédiatement  aux  équations  linéaires  d*ordre  n 
la  méthode  employée  par  Monge  pour  les  équations  du  second  ordre(*). 
Nous  n'insisterons  pas  sur  cette  méthode,  qui  sera  généralisée  tout  à 
1  neure* 

Lorsque  le  coefficient  A,  est  nul,  Téqualion  (90)  en  X  a  une  radiM 
infinie,  et  les  formules  (17)  sont  remplacées  par  les  suivantes 

dœssOf      Agrfsi  +  •••  -|-  Aib'Ikm.i  +  Aa^iilkf,  =s  Adp. 

Passons  au  cas  où  les  caractéristiques  d'ordre  n  —  1  sont  définies 
par  des  formules  linéaires  quelconques 

Téliaûnation  du  rapport  ^conduit  i  l'équation  suirante 
fsi  Mt  de  k  Conne 

(«)  llAtjUB,  Mt  Mhare  JiNi4M<  p*  M*  ' 


Iaver■an0A^  4Uai  doute  «M  ét|«atiM  4»  €tCto  Mpèee^ 

provianMde  réliaiiBatiiNi  décentre  les  den  idutiou  (SI),  fl  fini 

pouToir  rkirnUBer  avee  FéçiMUon  {»).  On  Totl  qM  ridAUSeatioB  m*Mi 
pas  Uwijoars  possible^  dès  qoe  m  est  sapéiienr  i  S,  en  rwnarqvaal  qM« 
les  S»  inoonnuas  «|,  ««,  ...,  #<»,  *|,  ftf  ...«  ^  mmiI  détenninéas  par  laa 
eondilions 


les  qaantilés  B/.*  TérifianI  las 

B/,/  =  o,         B/ii-(- Ba./  =  o; 

pour  que  las  éqoaiioos  préoédentas  soient  oonApatiblas,  il  iani  an  oatra 
que  Ton  ait,  comme  on  s>n  assure  par  nn  edcul  facile,  les  rebUons 
suivanles,  bien  connues  dans  la  théorie  de  la  droite,  entre  lea  quanti* 
t*«B/.* 

Bl^Ba,!  +  B^,ik  Bt*  +  B^iBi^.A  ^  o,       (i,  A,  A,  /=  I,  2,  ..•,  n). 

Pratiquement,  on  peut  s'assurer  si  ridentificalioa  est  possible  el 
calculer  les  coefficients  de  la  façon  suivante.  L'une  au  moins  dan 
quantités  B^,  t  n'étant  paa  nulle,  aupposons,  pour  fixer  lea  idées,  que 
B|, ,  ne  soit  pas  nul  ;  comme  B^^  =  a^k^  —  b^m^^  il  s'ensuit  que  lea 
équations  (21  )  sont  résolubles  par  rapport  à  At^  et  à  dk,  ;  on  peut  alors, 
sans  diminuer  la  généralité,  supposer 

«I  =  1»      *i  =  o,      a,  =  0,      6,  ^  I,      B|.,  =  i. 

Si  Ton  fait  t  =  I  dans  la  relation  générale 

afi^  —  biùi  =  B/,^ 

il  reate  b^  rr:  B|  a;  si  Ton  fait,  au  contraire,  A  ss  2,  il  vient  4||  s  B^tt  «i 
il  n'y  a  plus  qu'à  examiner  si  ces  râleurs  des  coefBdents  m^  h^  satiaiMU 
aux  autres  conditions. 

Lftjirsqu'il  en  est  ainsi,  il  reate  n  +  i  équations  pour  déterminer  les 
quatre  coefUcienta  X|,  X^,  |A|,  ^,  n  -|-  1  de  ces  équations  étant  linéairea, 
et  la  dernière  étant  du  second  degré.  11  faudra  encore  que  cea  équations 
aoient^compatiUes,  ce  qui  n*a  paa  lieu,  en  général,  lorsque  n  est  snpé» 
rieur  i  2.  Les  équationa  de  la  forme  (19)  peuvent  être  considérées 
comme  une  généralisation  de  Téquation  d'Ampère,  mais  on  voit,  d'après 
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€•  qui  préeède,  <|a*dl6S  a*adiiielteBl  de  ctraelérislkiaet  d'ordr»  ti  — *  i 
<fÊB  si  1m  ooelBcieiits  salisfonl  à  eerUines  oondilioot  (*)• 

SIS.  Lft  mAlIiode  d'islégratioii  de  M.  Darbou  8*éteiid  sans  dincnlté 
«ox  éqnatioiit  d*ordre  queleonqua  à  deox  TariaUet  indépendanlea. 
L'extension  de  la  méthode  de  Monge,  quand  elle  est  possible,  est  eom- 
prise  comme  cas  partieolier  dans  Pexposition  qai  va  sniTre.  Étant 
donnée  nne  éqoation  de  la  foime 

eherchons  d^abord  s*il  existe  des  combinaisons  intégraUes  ponr  les 
équations  différsotielles  des  caractéristiques  d'ordre  n.  Soit  tff  =  o 
une  combinaison  intégrable,  y  ne  renfermant  pas  p«^;  si,  dans  iff ,  on 
remplace <fjf,  àt^  ^%%%  •••t  4^s*it  ^  ^ji-i«i  P^  ^»m  Taleurs  tirées 
des  équations  (8),  il  Tient 


Il  faudra  donc  que  les  coeiBcients  de  dx^  ^Pn^^tt  ««m  ^^n  Mnent 
nuls  séparément^  c*e8t-k-dire  que  Ton  ait 

J(ê)+'fê)-ç^(D=- 

et  on  aura  à  rechercher  si  ces  équations  linéaires  simultanées  admettent 
une  solution  commune.  Les  rdations  de  la  dernière  Bgne  ont  une 
signification  importante.  L*équation  qui  détermine  les  caractéristiques 
de  féquation  f  ss  C  est,  en  dirisanl  par  ém  et  posant  é}/  ss  fàtty 

m 

|i-«  +  A.-,  (X)p^«  +  ...  +  A,  W  «  ^ 


0)  OmtwtwMliB  à»  MiMlliiB  ifAmftn  •  «M  mmI  ImÊkfttt  pm  (Mal  (0fe 


tu  aumu  X 

m  • 

••wt'è'diw,  wi  m  wpBrt— t  à  l'eiyraMkMi  4>  A,,  A» 


•••f 


l*-X 


S5  0. 


On  Toii  ^  réqoatiMi  f  ss  C  doit  adiMllTO  «Nuna  difSCtioM  4» 
caraclémliques  les  ti  «-  1  dirccUoDs  de  CâncKffitlM|MS  de  réqMtioft 
proposée,  autres  que  eelle  qvi  donne  les  caractéristiques  considérfes. 

De  même,  pour  qu'A  existe  une  combinaison  iatégrable  pour  une 
famille  de  caractéristiques  d*ordre  n  4*  ^i 

la  fonction  ^  ne  renfermant  que  les  déritées  p^*  pour  lesquelles  Tindiee  f 
ne  dépasse  pas  n  —  1,  on -trouve  que  la  fonction  ^  doit  Yérifier  les  équn» 
tions  simultanées 

dont  les  dernières  ont  la  même  signification  que  plus  haut.  On  opéreraH 
de  la  même  façon  pour  reconnaître  si  les  équations  dilférentidlea  den 
caractéristiques  d'ordre  »  —  1,  quand  il  en  existe,  admettent  des  com- 
binaisons intégrables. 
Cela  posé,  considérons  une  équation  d'ordre  n  admettant  n  aystèmea 
•  de  caractéristiques  différents,  et  soient 

du^  ^  0|       du^  ss  0|        ••*,       mis«|  =s  o 

n — 1  combinaisons  intégrables  appartenant  respectiTcment  an  —  1  d» 
ces  systèmes,  ti|,  u,,  ...,  m«.|  renfermant  les  dériréesde  z  jusqu'à 
l'ordre  n  -j*  A  ^^  P^^*  1^  ^  équations 

oà  C|,  C,,  ...,  C|,.|  sont  des  constantea  quelconques,  iorasent  tus 
système  en  invchuian.  Par  toute  orientation  d^éléments  d'ordre  n  +  A, 
dont  les  coordonnées  Yérifient  ces  équations  et  celles  qu'on  déduit  de 
p^j^  +  f:=z  o  par  des  différentiations,  il  passe  une  intégrale  commune. 
En  effet,  l'intégrale  (S)  de  p^  -f-  ^=  o,  qui  passe  par  cette  multipli* 
cité  d'éléments,  peut  être  considérée  de  n  —  1  manières  différents» 
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comme  im  lieu  de  earactérisliqiies.  En  particalier,  on  peut  la  regarder 
comme  le  lien  des  earactérisiiqnes  de  la  famille  qni  admet  la  combi- 
naison iniégrable  ifti|  =  o,  ces  caracléristiqnes  étaill  issues  des  dÎTers 
éléments  de  Forientation  précédente.  G>mme  tf|  esl.  constant  tout  le 
long  de  chacnne  de  ces  earactéristiqoest  fl  s'ensnil  que  Ton  a  bien 
«1  ss  C|  en  chaque  point  de  la  surface  (S),  et  on  démontrerait  de  la 
même   façon    que  cette  suriMe  (S)  satkhit  aux  autres  relations 

Cette  intégrale  commune  (S)  peut  être  obtenue  par  Tintégration  d  un 
sjstème  d^équations  diflérentieUes  ordinaires.  D*aprés  ce  qui  précède, 
en  chaque  élément  de  (S),  les  n  équaUons 

ont  une  direction  de  caractéristique  commune,  de  sorte  que  (S)  est 
aussi  un  lieu  de  caractéristiques  communes  k  ces  h  équations^  et  il  nous 
suffira  de  déterminer  ces  caractéristiques  communes.  Soit  X»  la  racine 
de  A  (X)  s=  o  qui  correspond  à  ces  caractéristiques  ;  on  a,  pour  déter- 
miner  les  Taleurs  des  dérirées  d'ordre  ti  -{-  A  le  long  d*une  de  ces 
caractéristiques,  n  équations 

d^s-M^i  —  A|,-|{X,)i^..^A+t+...+(-«)*-'A,(X,)rfjv.+A...  =  o, 

dont  la  première  n*est  autre  que  Tune  des  relations  (10)  et  dont  les 
autres  se  déduisent  de  «i  =:C|, .«.,  n».!  =5  C|,.|,  en  tenant  compte  des 
oonditiotts  (S6).  On  TériBe  sans  peine  que  ces  équations  peurent  être 
résoluespar  rapport  à  if/»».i.A^i,  .•MdK»+At  nies  racines X|,  X,,...,X« 
sont  distinctes,  comme  nous  le  supposons.'  En  ^foûtent  les  relations 

^  =  X»(£v,     dx  =  (Pm  +  PMX.Vte»     rfpt*  =  (flr+a  +P4*+i^ii)*?t 

•  +*<!•  +  *, 

on  ferme  un  système  d*équations  différentielles  ordinaires^  permettant 
de  déterminer  complètement  ces  caractéristiques  communes,  quand  on 
en  connaît  un  Aéiiient  d'ordre  n  +  h.  L'intégration  de  ce  système 
donnera  rintégrale  cherchée  (S). 

Plaçons-nous  toqours  dans  le  cas  oè  les  »  systemes  de  caructéris* 
tiqnes  sont  distincte  et  supposons,  de  plus,  que,  pour  n  —  1  de  ces 
systèmes,  il  ekiste  deux  eombinaisong  intégraUes  distinctes.  On  peut 
tepiendre  sans  modification  les  ratsonnemeBte  qui  ont  été  feite  pour  lo 


SI6  oiunniB  X 

•eooMl  Offdr»;  VétpÊ^dom  piopoiëe  adoMA  m  —  I  {•Kgtdts 
diairot  disliiielM 

al  fa  MlMli'oii  Al  ptutlkmê  de  Caaeky  «il  riwiwi<#  à  liwÊifmîim  éFum 
ê^iièmê  dtéqurnUornê  dUgérmMMn  otdmaiMê* 

Lorsque  1m  n  syttèoies  de  eeractérietMiiiee  edmeHenl  ehaeu  de«x 
combinaisons  iniégrables  distinctes,  on  a  ii  intégrales  intermédiaires 
distinctes 

••l    =^  »•   («'l)!    -M  ««Il  =  »•  (»•)» 

et  on  pourrait  démontrer,  par  des  considérations  analognea  i  eellea 
qui  nons  ont  servi  pour  le  second  ordre,  que  ces  équations,  Jointes  à 
P  =  o,  forment  un  système  complètement  intégrable, 

RsMASQUB.  ^  Nous  a  VOUS  dit  plus  haut  (n*  il  1  )  que  denxearaetéristiquea 
d*ordre  n,  de  systèmes  diflérents,  n*appartiennent  pas  en  général  à  une 
même  surface  intégrale.  Il  est  facile  de  le  vériBer.  Soit  (C),  (C)  ces 
deux  caractéristiques  ;  supposons  que  les  équations  diflérentielles  d*nn 
des  autres  systèmes  de  caractéristiques  admettent  deux  coosbinai- 
sons  intégraUes  distinctes  d*ordre  it,  du  s  o,  dv  ==  o,  de  sorte  que 
Téquation  proposée  admette  rintégrale  intermédiaire 

• 

Le  long  de  la  caracléristique  (C),  u  et  v  sont  des  fonctions  d'une  seule 
Tariable,  et  toutes  les  surfaces  intégrales  qui  admettent  les  élémenta 
de  cette  caractéristique  satisfont  à  une  même  équation  n  s=  f  |  (e),  où 
la  fonction  f  |  a  une  forme  déterminée.  De  même,  toutes  les  surfaces 
intégrales  qui  admettent  tous  les  éléments  de  la  caracléristique  (C) 
satisfont  à  une  équation  u  =  ^ ^  (p),  où  la  fonction  ^  ne  dépend  que.de 
cette  caractéristique*  Pour  que  la  même  surface  intégrale  contienne 
à  la  fois  les  élémente  des  deux  caractéristiques,  il  faudra  donc  que 
Ton  ait  f  |  =  f  j,  ce  qui  n'aura  pas  lieu  évidemment,  si  ces  caractéria- 
tiques  sont  quelconques. 

81 4«  Nous  étudierons  encore  rapidement  un  système  de  n  équatioM 
du  premier  ordre  i  deux  variables  indépendantes  âp,  y,  et  k  n  fonctions 
inconnues  «|,  z^^ ...,  jr.. 


t  •  * 


(37)  F/ («,  y, x„  Y,,...,  X.  ; p„ p,,..., p. ;  «„  9,,...,  9a)  =  o  (i  s:  i.i,;...,  »). 
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On  définit  ht  caradéristiqaes  en  se  posant  nn  proUème  analogne 
an  problèaie  de  Candiy.  Donnona-nons  Isa  valenra  da  ^|,  s^  ..•,  s^ 
pour  nna  anita  da  Talenra  daairariaUaa  vérifiant  nna  relation  f  (fi^p)  ^o, 
et  propoaona-nona  de  tronTer  nn  qratéme  d^intégralea*  pienant  laa  va- 
lenia  préeédentea;  en  langage  géométriqne,  eek  rerient  à  ehatcher  m 
anriaeea  aaaoeiéea 

^^  =  Ai  («t  jr).  *i  =  /i(«t  Jf)f  —f  U  =  /»  («f  Jf)t 

paaaant  reapeetivenient  par  m  eonrbea  donnéea  (Fi),  (T,),  •••  (r.)aitnéea 
anr  nn  même  cylindre  ayant  aea  génératrieea  parallèlea  à  pw.  Le  loo|^ 
de  eea  eonrbea.  «,  jr,  ^|,  •••«  ^^  aont  dea  fMwtiona  aonnnea  d*nn  para- 
mètre TariaMe,  et  ka  valenra  da  p^  J4t  •••«  Put  fit  ft«  •••«  t«  s*obtien* 
dront  par  la  réaolntion  dea  Sa  éqaationa 

jjg.  I  P|  =  o, ...  F»  =  o. 


I .  • 


leavalenraobCenaeapourleaTariableapiet  qé  aeront  anaai  dea  kmc- 
tiona  régnlièraa  dn  paramètre  TariaUe,  k  moine  que  le  déterminant 
ibnelienael  dea  Sn  éqnationa  ptéoédentea  par  rapport  àp|, pg,  •••% 
l'vt  fit  fflf  —f  9m  oa  aoit  nnl.  Ce  jacobien  a ponr apraaaion 

ÎP,     >F,     ^P.     ÎF,  VF.     ÏP. 

^1      ^1      ^      *?i  *P»     ^ 


•        • 

.        .        •        • 

ÏF,            ^ 

•   • 

>F. 

^* 

*?i     ^ 

5^*  ••••  ^.' 

^    ' 

«btt 

«^.      0. 

0,      ...,     0, 

0, 

0. 

•        • 

0,      «fa, 

•        •        •        • 

•  ••••* 

0. 

•        • 

«I— lUpUat 
pair  par  dbPf  «t 


ka  oaloanaa  d'ordre  faapair  par  ^Tt  oaDaa  d*ordra 
ralraBchaal  èhaqoe  ookmaa  d'ardre  pair  de  la  préeé* 
à  «M  pdaaaMa  da  €^  pria,  «a  détoraiMal  par  1» 


Ass 


2¥ 


>F.  ..  >F, 


)Fi 


çf^-5;f*^çJ^-5^*^  •♦J*.--Jf. 


ÎF.  .       W, 
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Cah  poté,  Mw  déliiiinNis  les  ewaelértstiqMs  ùommt  il  niI.  Étnt 
donné  «a' ijtlèiiie  d*iiilégralet 

nous  appeUerons  MmêmU  auoeiiê  du  premier  ordre  les  éMoMoU  de  œe 
nintégrelea  .   -^  ' 

(^•jrt'i9Pit«i)«        («t  yt 'a*  Pa«  9i)t        *••«        («t  ITt 'i^.t  Jiki,  <»)• 

qui  correspondent  à  nn  même  système  de  vslews  ponr  «  et  y.  Une 
earsetérisUqae  du  premier  ordre  de  ce  système  d*ilitègrsles  ésl  nne 
suite  simplement  inBnîe  d*éléments  associés  du  premier  ord«*e|  déSnie 
psr  réqusiion  différentielle  du  premier  ordre 

(M)  A  =  0, 

OÙ  Ton  suppose  qu*on  s  remplacé  #1,  «,, ...,  r«,  P|, ....  p»,««,  q^  ...•f» 

par  leurs  expressions  en  fonction  de  xr,  y.  On  ¥oil  que  tout  systèSM 

d*intégrales  possède  n  familles,  en  général  distinctes,  de  caractéristiqnes. 

Le  WVIe  important  de  ces  caractéristiques  tient  toujours  i  la  propriété 

suivante.  Soit  |i  une  racine  de  Téquation  A  =  o,  oè  Ton  regarde  ^ 

comme  Finconnue  ;  le  long  d*une  caractéristique  correspondant  k  cette 
racine,  on  a,  entre  les  éléments  associés  du  premier  ordre,  les  relations 

Nous  allons  montrer  que  Ton  peut  ajouter  k  ces  relations  évidentes 
une  autre  équation  indépendante  du  système  d'intégrales  qui  no«i8  a 
servi  à  définir  les  caractéristiques.  On  a,  en  effet, 

en  posant 

lionremphee   iÏP"^«»^P"^ "ST — *       ****** 
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en  nraltipliani  par  dx^ 


-  -     -  ' 

Imaginoas  écriles  ces  n  relations  où  Ton  aaraii  fait  sacoessirement 
t  ss  1,1,  •••  M  ;  on  peut  éliminer  de  ces  n  relations  les  termes  ^i 

satasfaH  à  réqnation  A  ==  o,  on  ponrra  tronrerfi coefficients  X|t ^  •••!  ^ 
différants  de  séro,  satisfaisant  an^  n  conditions 

■X. 

w  { 

si  on  ajouts  les  n  équations  (31),  après  les  avoir  vnltipliéss  respect! 
Tement  par  X|«  X^  •••  >«,  0  reste 

(»)i'.(f)+>.(S)+"W-^s)i- 

On  verrait  de  même  qne  Ton  a 

'"'['•(*)+"+'-(*)]'"+s[>.'|t+-+»-^3<*^ 

en  posant 


,*- 


Ob  pool  doM  définir  les  e«rael4risliqnM«omiiM  «ne  suite  ■implMiMat 
iafiai»  d'étémento  d«  premier  ordre  Mtia&isant  «ex  <q««lioM  «inol» 
taoéee  (30);  ^)  et  (U).  Ces  S»  +  3  «qutioae  entre  In  +  S  .variaUee 
se  fédnissBt  d*«ille«rs  à  fti  +  S  équations  distinetee,  ear,  en  i){o«laat 
les  wlliiMB  (31)  et  ff4),  B  Tient 

l,dF,  +  i/IP,  + ...  4.  Xi  dFm-*B  0, 


NO  dUnTU  X 

de  aari*  qn^il  jmm  vwkblM  d»  plnti  fM  d*4qMtfoM.  P)w  «—plat  si 
las  équaliou  propoiées  (f7)  peaTenl  éCra  fémAoM  par  rappari  à 
Pi'tPi*  —f  Pat  on  paarra  na  laisaar  daaa  laa  éqaaIioBS  dilléiaotiallca  da» 
aaraelériiliqaaa  qaa  les  Tartabias  «,]f,  s^^Mtt  •••#  ^«t  9ii  9tt  **m  f«* 

Cala,  posé,  l'axlaiisiott  da  b  néilioda  de  Maaga  9î  d^Aaiptea  sa  bit 
toujours  d*apffès  les  mêmes  priaeipes.  Si  les  n  systèmes  de  caractéria- 
tiques  sont  disliaets  el  si  chacua  d*eux  admet  uaa  eombinaison  iBlé<* 
grable,  les  n  équations 

(35)       F|  =5  o, ...  Fj,  =  o,  •*!  =  C«,  -M  Ua  =  Qi, 

où  dui  s:  o  est  la  combioaisoa  qui  eorrespond  an  i^  qratème,  ionaeni 
un  système  complètement  intégrable.  Si  on  réaout  eea  Sn  éqnationapar 
rapport  à  P|,  p^,  •••,  p«,  f|,  •••,  q^^  laa  eonditions  d'intégrabilité  d» 
système  d'équations  aux  différentielles  totales 

dsi  =pi4x  +  f^y  (•  =  I A  ...»  a) 


t,quellesque  soient  les  oonstantesC|,C2,...C«» 
Je  renverrai,  pour  la  démonstration,  au  Uémoire  de  M,  Hamburger  (*)* 
Lorsque  chacun  .das  systèmes  de  caractéristiques  admet  deux  oombi* 
naisons  intégrsbles  distinctes,  le  système  proposé  admet  »•  intégrale» 
intermédiaires 


•«•  =  »i  Wt        «•!  =  Ts  Wt        -.f        •»•  =  »•  (aii)t 

et  rintégration  du  système  proposé  est  ramenée  à  calle  d*an  qrstèm» 
complètement  intégrable 

Fi  =  o,      F,  =  o. ...,      F,  =  o,      Ui  s=  f  I  (a,), ...,  ««•=?•  (••) 


avee  n  fonctions  arbitraires  f  |,  f  g, ...,  f  «• 

Si  a  —  1  seulement  des  systèmes  de  caractéristiques  admettent 
combinaisons  intégrables  distinctes,  la  solution  du  problème  analogue  à 
celui  de  Cauchy  se  ramène  encora  à  Tintégration  d*ttn  système  d'équ».^ 
tiens  différentielles  ordinaires.  Pour  plus  de  simplicité,  supposons  la» 
équations  (27)  résolues  par  rapport  i  P|, ...,  p«,  et  soient  f  |  (y),  f^  (p), 
'•••t  fa  (jf)  las  fonctions  auxquelles  doiTent  se  réduira  jr|,  m^  •••,  x«  raa* 
pecti?ement  pour  jt  :=  x^. 

Les  Tsleura  de  3n  fonctions  «^<,p/,  91,  étant  connues  pour  m  ^  «^,  oa 
an  déduira,  comme  on  Fa  déjà  expliqué  plusieura  fois,  la  foiSM  dea 

(I)  /mitmI  éa  CrtlU,  t.  XClll,  p.  193  et  tuiTantet. 
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n  —  1  fonctions  f  |,  y ,,  ..«,  f».|«  de  aorle  que  la  aystème  d^intégniles 
cherché  doit  Mitisraire  max  in  —  i  équations 

F|  x=  o,    F,  =  o,  ..M  F,  =  0,    «,  :=  f I  (r,), ...,    «,«,  =  ^,^|  (»»-•); 

on  obtiendra  ce  système  d'intégrales  en  cherchant  les  caraetéri8ti«iues 
da  système  qnt  n*a  pas  encore  été  employé.  Ces  caractéristiques  sont 
définies  par  le  qf stème  d*éqoatioiis  connues,  aucpiel  on  ajoutera  les  n — 1 
relations 

de  façon  que  le  nombre  des  variables  ne  dépasse  que  d'une  unité  le 
nombre  des  équaticms* 

SIS.  Telle  est,  dans  ses  grandes  lignes,  TextensHm  de  la  méthode  de 
Mooge  aux  systèmes  d'équations  simultanées  du  prenûer  ordre*  Cette 
extension  suggère  un  grand  nombre  de  questions  ;  nous  examinerons 
quelques-unes  des  plus  importantes.  Remarquons  d*abord  que  le  déter- 
minant A,  qui  joue  le  rôle  fondamental  dans  cette  étude,  est  un  invariant, 
relativement  h  un  changement  quelconque  des  variables  indépendantes. 
Soient  a/,  ^  un  nouveau  système  de  TariaUes  indépendantes,  définies  en 
liHietion  dos  anciennes  par  les  liMinules 

le»  JMfim  jiV,  f*!  Jd  s,  pf  rapport  atm  noavdks  variablM  «al  poar 
vabar* 

l/équation  P|  ss  o  se  diange  en  une  nouvelle  équation 
etrooa 

JF|  ^  Xi|  de  j^  Xi|  îj 

4'o*roBdédritndaatit« 

•>  t.  n.  M 


Iti  CBÀHTRB  X 

qMkottqM  d«  A  Mi  makiplié  par  te  jimbÎM  g4^^ 
désigiuuil  pw  A'  teMWVMtt  dëlMiBiiiaoli 


-1 


p(T»t)r 


Celle  reniaïqiie  noue  pennelde  noalrer  que  te  ptoUtie  de  Cenekj* 
tel  qm*il  a  élé  poeé  {due  liaiul  pour  ub  eyelène  de  n  AqealteM  da 
pramter  ordre  à  »  ineonovea.  admel  une  aolaUoa  ioraqna  te  déler- 
Buaaal  A  n^eal  paa  nid.  Sappoaona  que  Ton  eoanaiaae  te  aoila 
d*<lénienla  aaaociëa  du  premier  ordre,  correapondanl  aux  valenra  de 
m^  y«  TértfianI  une  reteUon  donnée  #  (4»,  y)  ^  o,  el  aaUalateanl  aux 
équaUona  propoaéea  (SI).  Lea  élénenla  apparUenaenI  à  un  ayàlèaM 
unique  d*inlégralea  hoiomorphea,  pourru  que  A  ne  aoit  paa  nul  pour 
loua  œa  éMmenla.  Pranona,  en  effet,  pour  nouvellea  variabka  indé- 
pendanlea,  d/  =  ^  («i  y),  y^  =  V  («,  y),  te  fonction  W  élanl  diatinde 
de  4;  on  aura  dbr'  =5  o,  et  te  nouveau  délenninant  A'  ae  réduira  A 

ee  nouveau  délanninant  étant  différent  de  léro,  conune  te  premier  A, 
on  pourra  réaoudre  lea  nouvellea  équationa  par  rapport  k  p\%p\.  •••%/( m 
et  appliquer  au  nouveau  ayalème  te  théorème  de  Cauchy  aoua  aa  ianne 
habituelle. 

RaMAaQua  l«  —  La  méthode  d*inlégration  qui  fait  Toljet  du  para* 
graphe  précédent  ne  a*applique  paa  aux  intégralea  tellea  que  te 
déterminant  A  aoit  identiquement  nul,  quek  que  aoicnt  dx  et  dp^  pour 
loua  les  élémenta  de  cea  intégrales  ;  nous  les  appellerons  des  miégrmim 
singuliérei. 

RaMASoea  11.  —  II  peut  se  faire  que  le  déterminant  A  âoit  identi- 
quement nul,  pour  toutea  lea  intégralea  du  ayalème  (Sfî),  alora  mena 
que  les  équationa  du  aystème  ont  été  mises  sous  la  forme  te  plua 
aimple.  La  théorie  dea  aurfaces  nous  offre  des  exemples  remarquaUea 
de  pareils  «ytièmi»  êinçuliên.  Tel  est  le  système 

qui  se  présente  dana  te  recherche  des  aurfaeea  applicaUea  aur  una 
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•ufMe  deoBte  ;  Id  est  âvni  le  sjttème 

qM  Ton  imcMira  dan  la  théorie  de  k  dtforawIloB  i^^ 

UaqrelèiiieMBsmgidierpMltoi^owstd^ifirtaee^idpré^^  Mie 
faaiaié  à  «a  ■yelème  de  Ibraie  Bormile 

IPl  +  /•  (*•  y»  'if  'if  •••»  ^mf  fit  ït»  ••••  f  J  ^  Of 

P»  +  /»  («^»  Pt  'if  *it  -M  *»  ;  f  if  ftt  •••#  f »)  =  o, 

féÊciu  par  rappoK  à  P|,  p^  ...,  p«,  aa  moyen  d'on  ehangemenl  de 
Tariabin,  tandis  qw  cela  est  impossible  pour  un  système  singolier. 

S16«  Pour  obtenir  les  éqoations  différentielles  des  caractéristiqnes, 
nous  STons  en  i  déterminer  les  eoelBcients  X^  X^  ...^  X.  par  les  n  éqoa* 
tions  linéaires  et  homogènes  (32),  qui  sont  compatibles  quand  on  rem* 


1  > 


place  T*  par  une  racine  p  de  Téquation  A  =  ,o.  Retenons  i  la  disons* 

sion  de  ce  sySlème.  Si  p  est  racine  simple,  cette  ralenr  de  |ft  ne  peoi 
annuler  à  la  fois  tons  les  mineurs  dn  premier  ordre  de  A,  et  les  équa- 
tions (31)  déterminent  complètement  les  rapports  mutuels  des  coefll- 
dents  X|,  X(,...«Xii,  de  sorte  queTon  ne  peut  éliminer  que  d*une  façcm  lès 

dériTées  du  second  ordre  ^  des  relations  (31).  Mais,  si  fik  est  radne 


multiple  de  A  =  o,  il  peut  se  présenter  des  drconstances  toutes 
rentes*  Supposons,  pour  prendre  le  cas  générd,  qu'une  valeur  de  p 
annule  tous  les  mineurs  h  r  lignes  et  à  r  colonnes  de  A,  sans  annuler 
tous  les  mineurs  qui  ont  moins  de  r  lignes  ;  cette  Tsleur  de  |&  sera 
diaprés  une  théorie  bien  connue,  racine  de  A  =  o  d*un  ordre  de  muiti» 
plidté  au  moins  égal  i  n —  r  -|-  !•  On  pourra,  dans  ce  cas,  déduire  des 
équations  (31)  n  —  r  -f  t  relations  distinctes  ne  renfermant  pas  les 
dérirées  du  second  ordre.  Si  on  suppose,  par  exemple,  que  Ton  n*ait 
laissé  dans  les  équations  différentidles  des  caractéristiques  que  les 
Su  4-  S  variables  «,  jf,  ^|,  x„  ...,  s.,  p,,  p^  ...,  p*,  nous  aurons 
Su  —  r  «{»  S  équations,  et  la  différence  entre  le  nombre  dés  variables  et 
cdui  des  équations  sera  égale  à  r  seulement,  au  lien  d'être  égale  i  Ht 
comme  dans  le  cas  général. 

Nous  n'examinerons  pas  les  modifications  que  ddt  subir  la  théorie 
générale  dans  tons  lés  cas  partienliers  qui  peuvent  se  présenter,  et  nous 

àeonddéinrleeaslimtleoèrai.  Si  un  td  cas  se 


'•M  '  cBAmmt  X 

préMBla,  !•  tjilèflM  pfopoié  a'admel  q«*Mie  IJMrilb'dt  caf^dérirtiq— ^ 
et  eat  eaneiéristaqMt  aonl  défiaiat  par  «a  q^stéOM  d^éqaaliiiM  diié- 
rMlMlet,  donl'fe  aoiiibit  B*6it  infériMr  qiM  d^na  mtté  aa  Bo«br« 
des  tariaUes,  o*eti-i-diia  par  oo  syatème  d*éqaalioiia  iiBértntàtUmm 

Uni  da  paranMraa,  al  rint^ralioa  do  ajaltea  propoaé  doil  préaaDiar 
la  plua  grande  analogie  avec  celle  d^ne  équation  au  dérivéea  partiellan 
du  premier  ordre  à  nne  aenle  fonction  inconnue. 

Poor  délerminer  lea  ayalèmea  qoi  jooiaaenl  de  la  propriété  préoé» 
dénie,  on  peul  toujours  lea  supposer  ramenée  à  la  ferme  normale  : 


(37)  Fi==pi+/i  (w,  y,  JTi,  ^,i..M^«;  9if  «Il -..f  «•)=o,  (tslA...,»); 
tous  les  éléments  de  ▲ 

doivent  être  identiques  à  un  facteur  de  proportionnalité  prèa.  Or,  ai  oa 
supposai  et  A  différents,  on  a^  s  o;  on  doit  donc  avoir  aussi  ?-^  =s  o, 
al  le  ayalèmu  est  de  la  forma 

(38)    F<  a  Pi  +  A («*  |ft  ^it  *tf  —t  *«t  «<)  =  <>•    (•  ■■  't  *•  ••••  »)• 
On  a  maintenant 

Il  but  donc  que  Ton  ait 


alla  valeur  coauaune  des  dérivées  précédenlas  iirt  n^ssaifumml  indé» 
pendante  de  9|,  f^Mf**  L«  forme  générale  des  sysièmèa  dmrchén  enl 
donc  la  auivanla 


I   A|p|  4-  A,f I  «n  B|, 


(38  M)  1    ^•'^  "^  ^•**  ^  ^* 

A|,  A^t  B|,  •..,  B«  étant  des  fonctions  de  «,  y,  jf|,  jr^, ...,  #«• 
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Si  OB  appliqae  à  ce  système  la  théorie  générale,  on  Toii  qn^fl  poseède 
senle  iudlle  de  earselérisliqnes  ponr  IsqneDe  on  a 


A. -A/ 
en  taBttU  eoaqple  dw  éqnetions  dles-mèmeil,  les  leinttons 

« 

noQS  donnent  vn  système  de  fi  +  '  équations  diflérentieDes  ordinaires 

entre  «,  y,  ^|,  ••.,  jr.  senlement.  On  Toit  qne  Ton  pent  négliger  ici  les 
éqoations  qui  renferment  les  dérirées  fit  et  qt.  ConTcnons,  ponr  abré- 
ger,  d*appeler  caractéristiqne  d^orei^  séro  tonte  suite  simplement  infi- 
nie de  Talenrs  de  {x^  y,  jr|,  ...«.Xj,)  Tériliant  les  relations  |39)  ;  le  calcnl 
précédent  pronre  qne  tout  système  dlntégrales  des  équations  proposées 
s'obtient  en  prenant  une  infinité  simple  de  caraetéristiqnes  d^ordre 
séro* 
SoH 


ti|  ^  C|f       iif  ^  Cff  •••,  ti||  ^  Citt  .    tt|i4>i  ^  c» 


♦I» 


rtntégrale  générale  des  équations  (»)•  Toute  int^rale  des  équations 

proposées  satisfait  à  des  rdatiôns  de  la  forme 

•    •    >  • .  - 

(40)  «l|=Sf|(K»4.,),  ...,««  s:  f» (1^44) 

et  inrersement,  queUes  que  soient  les  fonctions  f  |,  f  ^  *••,  f  «,  un  calcul 
direct  pronre  que  les  fonctions  s^^  jr,,  ...,  jr.,  définies  par  ces  formules, 
satisfont  bien  aux  équatiens  (88)  (*). 

S17«  Lorsque  les  équations  du  système  (S7)  sont  linéaires  par  rap- 
port aux  dérivées  pt^  q^  on  peut  déduire  des  équations  diflérentieDes 
dss  caradéristiques  deux  relations  au  moins  ne  contenant  que  «,  y,  m^^ 


(I)  L»  rfaalta  préeédent  est  éft  à  JsmM  {Jmnml  éê  Orslb,  t  ll«  p.  m),  qsi  a 
Is  métkoée  ws  éqestkmt  fliamitsaéet 


ns  CBAnniB  X 

't«  ••••  '••  ^  '^'^t  0  Ml  CMilt  d*<Uhlir  4ifMlMBMl  ew 
fiftmfaiftimf  tt  fjTi#fiift  Ifii4tiff 

•il  J*i  +  H»P9  T  •••  +  ^ifti  +  *!•€•  +  •••  +  *»if»  =*  •«• 
(41)    (    •«•'•  ^  f»*!  +  •••  "t*  ••#•  +  *4«f  1  +  •••  +  *Ht«  =  •§• 

«•*•+••**•  +  •••  + ««rf- +  *i«fi +  •••  + »«-f»  =»  ••% 

ot  It  coelllciettU  iKtt  *i»  Hit  taeiwid»  — rt  wi  aol  d—  kmMom  éê 
«t  yt  'it  •••«  4r«  •eulanent  SI  ob  poM  éjf  sa  fdm^  ViAmMÊàkm  et 
Pit  Vi»  •••$  ?•  Mire  les  <qiialioM  propotiat  allet  lelaliou 

^%  =  (*i  +  «irt  *»•  ••••  <''•  =  (P«  +  f .1*)*^ 
Modail  «I  ijtIèiM 

••i'»i  +  •••  +  ««i*»  +  [(*ii  —  «iiri«i  +  ••• 

(«)  ; 

«••*i  +  —  +  «••*'•  +  [  (*i«  —  «i»!*)  »i  +  - 


pour  <itf*aa  poiBta  âiminer  f |,  y,,  •••,  fm  miIto  oas  rcl>lioM,  il  fivl  el 
il  talBl  qae  ^  aoil  racine  de  Téqnaliott 


(49)         A(,»)  = 


*ii  ~  •iim  ••••  *JN  ""  •••I* 


•i»  •"  *i«i*  ••••  *■•  "■"  •■■I* 


=o. 


Si  on  e  pria  pour  |ft  une  raeine  de  cette  équlioe,  en  en  dédnim 
fdation  en  nioina  de  le  IbmM 

h  (•ii^i  +  •••  +  ««i*^»)  +  ...  +  ^  («i«d^i  + ...  4-  «-ii*.^ 


A|  rfr,  + ...  +  Aigrfr,  s=  Hdof, 

A|, ...,  Aa«  BéUnI  dea  Ibncliona  de  4», y,  jr|«...  jr«.  Loraqne  celle 
de ^n'ennnle  pea  aimalUnémenl tonalea  mineara  de  premier  ordrede  A  (^y^ 
ce  qni  enre  lien  cerieinemenl  ai  ^  cal  racine  aimple,  on  n^obUendim 
qn*nne  relation  de  cette  forme.  Nona  appellerona  carmtêérigUfiim  iTordbv 
nui  loni  ayatème  aimplemeni  infini  de  Talenra  de  #»  ^^  'm  •*••  '•  iatin- 
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bitasl  sm  deux  éqoalHMis 

(44)  I    *^  =  «^*» 

nm  sjsttme  liaéaira  ponède  donc,  «n  général,  n  systèmes  de  csraelé- 
risliqnes  d*ordre  ml,  correspondant  ans  m  racines  de  A  (^)  s=  o,  déflnis 
par  des  fominles  anak^jnes  anx  précédentes  (44). 

Les  équlions  (44)  admettent  an  pins  denx  combinaisons  intégrablea 
distinctes.  Lorscpi*!!  en  est  ainsi,  le  système  proposé  admet  «ne  inté- 
grale première  de  la  forme 

M  et  r  étant  des  fonctions  de  rr,  y,  jr,, ...,  jr..  Si  le  même  bit  a  lien  ponr 
les  n  systèmes  de  caractéristiqnes,  on  a  n  intégrales  premières  dis- 
tinctes 

«I  =  ?i  (^i)»  -M  «•  =  T»  (»•)» 

et  llntéffrale  générale  est  représentée  par  les  formules  précédentes, 
f  i,  f  ^  ...,  fm  étant  des  fonctions  arbitraires.  Si  Ton  a  en  tont  r  inté- 
grales premières  (i^  <  n) 

»•  =  ?•  (^f  )f  -M  «r  =  fr  (Vr), 

on  ponrra  exprimer  jr|,  #^, ...,  jr,  an  moyen  de«,  y,  etde  n  —  r  incon* 
nnes  nonmlles,  et  on  ramènera  le  système  proposé  à  nn  système 
linéaire  de  n  —  r  équations,  dépendant  de  r  fonctions  arbitraires. 

lorsque  jêl  est  racine  multiple  d*ordre  s  de  A  (pi)  =  o,  on  peut  déduire 
des  fonnuk»(4S)  «équations  au  plus  indépendantes  deç,,  f^ ...,  ç*.  Les 
caractéristiques  correspondantes  sont  définies  par  r  •}•  I  équations 

'*'  I     A'idir,  +  AVt  + -.  +  A'.Ar.  =r  » 

oH  isslA...,  r,         i^r^s. 

Ces  équations  admettent  au  plus  •  +  '  combinaisons  intégrablea  dis» 
tinctes,  dans  le  cas  le  plus  fiiirorable  où  r  =5  t.  Par  suite,  les  caracté» 
ristiques  correspondant  k  une  racine  multiple  d*ordret  de  A  (p)  a  o 
iDumissent  au  plus  s  intégrales  premières  du  système  proposé.  Si  ce 
nombre  maximum  est  atteint  pour  cbaque  famille  de  caractéristiques, 
on  aura  rintégrale  générale  du  qrstème;siaaii,  on  pourra  endlmûraer 

ri 


MB  auffnm  x 

•dflMl  «•  esHaui  mmbIito  d*iiilégnlM  pvmuàrit  de  la  Inim 

1m  iMolioM  fi  étwl  arWlrairea,  al  lea  faartinaa  ut  WLéÊuA  paa 
aaifaneal  diatinelai.  Maia  cMb  paopriélé  a*ail  paa  qrfdalaan 
liona linéaiiaa;  alla apyarUaal aa<ii  à aatlaiM  qfHèMM d'éyatiaaa da 
la 


(i,  r,  «  =  I,  t,  •..  m). 

On  IrovYara  ladigeo— ion  complèla  da  calla  qoasIkNi  daaa  la  i<«aiffa 
da  M.  Hamborgar  («). 

S18«  La  métlioda  exposée  dans  leaparagrapheapréeédanU,  ideatiqna 
an  fond  à  eella  de  M.  Hamburger,  constitue  en  réalité  Textension  de  la 
méthode  de  Monge  aux  systèmes  d*équaUons  simultanées  du  premier 
ordre.  Pour  étendre  la  Énéthode  de  M.  Darboux,  il  but  commencer  par 
définir  lea  caractéristiques  d*ordre  supérieur  au  premier.  Afin  de  simpli* 
fier  les  eslculs,  supposons  le  système  proposé  ramené  à  la  forme  nor* 
maie 

J    Pi  +  A  K  y.  *it .-.  *-.  9i«  «1»  -M  Ç«)  =  o, 
(46)         )    Pi  +  /•  (^»  y»  *•»  —  *•»  Vo  9t*  -M  *•)  =  o» 

f     Pm  +  fm  (••  |fi  *|»  ..M  *jii  9i»  9i»  -M  9»)  =  ®- 

Les  équations  (4ft)  el  celles  qu*on  en  déduit  par  dea  dilBrentiationa 
snccessiTCs  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partidlea  dea 
fonctions  inconnues  au  moyen  de«,y,  s^^  ...^j'ael  desdérivées  pariieUaa 
prises  par  rapport  à  la  variable  y  seulement.  Nous  supposerons  toujours 
qu'on  ne  laisse  que  ces  variables  dans  les  formules  qui  vont  suivre. 

Cela  posé,  étant  donné  un  système  d'intégrales,  nous  appellerona 
eoraclérùltçiia  d'ordre  m  la  suite  simplement  infinie  des  éléments  asso- 
ciés d'ordre  m  le  long  d'une  caractéristique.  Entre  les  variables 

«»  y»  *!•  'f  -M  9m,  9i.  9it  — .  ï»;  -^»  — »  -^ 

(I)  Jayrnai  de  CrtlU,  t.  LXXXI,  r.  SSl-ÎR. 

On  pourra  consulter  «utti  un  llénaoîre  de  II.  Rœsigiberger  :  tVèer  éiê  Megrmimm 
êimmiiamêr  pariieiUr  Oi/ftrttUieljUickuhff'tyUmt  {^ÊaikemoiiMche  Ammaiem^  U  ÎU« 
p.  M0-2S5). 


OÉHÉRAUSAinHIB  DimSB 


Si» 


oa  •  d'abord  les  rdatioiM 


(*î) 


i: 


•à  I»  Mt  raM  dea  iMsiaes  de  r<qii«tiaii 


(48)         A(r)  = 


ssO. 


A«z  foranles  (47)  on  peat  en  i\jo«ter  •■  noins  «m  ««tre,  indépen- 
dante dn  ^alénie  dlnlégrales  qai  a  senri  poar  la  définition.  En  dift- 
renliant  m  isia  de  aaite  par  rapport  à  y  la  première  des  éipationa 

(4S),fl  vient 

■nltqpliona  par  ém  et  ren^laçona  ^  ^    '  die  par 


«f 


(>-jr 


IV)"" 


non  tronvona 


'•'(S&>-+'^l+4©.-'')^~»l?. 


^■►«■r. 
>^*« 


]=- 


Ett  opénoi  d«  méine  avec  les  antres  éqaatioiis  (40),  on  arrrre  à  » 
éqvatioM,  mire  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  dérivées  d*ordre 


■  Ml^    Mil  il  >      ••« 


V 


y»»*^, 
»>•♦«■ 


ponrfn  qne  yi  soil  raeine  de  réqnation  A  (^  «s  n.  Cette  âimination 


no  CHAmut  X 

MMH  fiwaH  «M  o«  plariMira  éqaaUoM  4a  labraM 


(80) 


q«6  Tott  d«fra  ajonler  aux  équations  (47),  Dans  le  cas  général,  oè  |»asl 
raeine  simpla  de  A  (^)  is  o«  celle  élimination  ne  peal  ae  fSdfeqne  d'nne 
fiçon,  et  le  nombre  des  Tariabies  qni  fif;arenl  dans  las  équations  dite 
rentielles  des  caractéristiques  dépasse  tonjours  de  n  unités  le  noadbt* 
des  équations.  On  montrera  encore  de  la  mémelacûn  qu*une  caracléria». 
tique  d*ordre  m  est  contenue  dans  une  infinité  dé  caractéristiques 
d*ordre  m  -|-  I,  dépendant  d*une  constante  arbitraire. 

tfne  foîÉ  les  caractéristiques  d*ordre  supérieur  définies,  rextensioa 
de  la  méthode  de  M.  Darboux  se  fait  toujours  d*après  les  mêmes  prin- 
cipes, et  son  application  ne  présente  que  des  difficultés  de  calcul,  du 
moins  lorsque  les  n  systèmes  de  caractéristiques  sont  distincts. 

219*  On  voit  donc  qu*en  définitive  toutes  les  méthodes  déTeloppées 
dans  cet  ouTrage  reposent  sur  la  considération  de  certaines  multifdici- 
tés  à  une  dimension,  ou  multiplicités  caractéristiques,  qui  jouissent  de 
propriétés  particulières  relativement  à  une  équation  donnée.  Pour 
étendre  ces  méthodes  aux  équations  à  plus  de  trois  variables  indépen- 
dantes, il  semble  donc  que  le  premier  pas  à  faire  consisterait  à  étendre 
d*abord  la  notion  si  féconde  des  caractéristiques.  Cette  extension  peut 
se  faire  de  plusieurs  façons,  suivant  la  propriété  des  caractéristiques 
que  Ton  regarde  comme  la  plus  importante.  On  peut,  par  exemple, 
partir  du  problème  de  Cauchy  généralisé  ;  c'est  ce  qu*a  fait  récemment 
M.  Beudon  pour  les  équations  du  second  ordre  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  (*).  II  arrive  ainsi  à  définir  des  multipUcilés 
an — 1  dimensions  d'éléments  du  second  ordre,  appartenante  une  infinité 
d'intégrales,  et  qui  sont  les  analogues  des  multiplicités  caractéristiques 
i  une  dimension  pour  une  équation  à  deux  variables.  Mais  ces  mMlti- 
plicités  sont  définies  par  des  relations  quadratiques  par  rappoK  aux 
dérivées,  ce  qui  ne  permet  pas  l'application  de  la  méthode  de  M.  Dar» 
boux. 

On  pourrait  partir  d'une  autre  propriété  pour  essayer  cette  exten- 
sion. Étant  donnée  une  équation  du  second  ordre  à  deux  variables  indé- 
pendantes 

F  («?•  V%  ^1  P.  »•  r,  «•  0  =  <>• 

(>)  J.  BtoM»,  «  Sur  lat  caractéritliquei  éet  équatioot  ans  éérhréM  paitMks  » 
{BuUêiim  é9  la  Soeiéié  matkémoHquê,  t.  XXV,  p.  iM-l2i). 
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Êoh  (S)  «M  mrfaee  intégrale  ;  si  oq  considère  sur  celte  snrface  «ne 
funOle  de  coorbes  définies  par  l'éqnetion  diUKientieile 

dy  as  ^Êdx^ 

oÉ  ron  pfend  ponr  jn  «ne  fonction  conTenableneni  dioisie  de  m^  jf,  jr, 
J»f  f  9  r,  «,  I,  nous  aTons  ym  qn'on  pooTaii  lyovler  i  Fécpation  fNrécé- 
denle  vne  antie  relation  de  la  forme 

Adr  +  Bdk  +  Ctff  +  IMjp  +  •••  =  o, 

dilHrente  de  ilP  =5  o  el  indépendante  de  Fintégrale  considérée.  Tons 
les  raisonnenients  qne  noos  STons  faits  soni  basés  snr  Texistence  de 
celte  noorelle  équation  linéaire  en  ér^  A,  dif,  4^,  dq^  dx^  que.  Ton 
peni  i\|oiiter  à  1^  =  pdb.  Étant  donnéci  alors  ans  équation  du  second 
ordre,  i  trois  variables,  par  esemple, 

.  oft  on  pose 

el  vne  intégrale  de  celte  équation,  considérons,  sur  celle  intégrale,  une 
iuniDe  de  multiplicités  à  une  dimension  définies  par  deux  relations 

■ 

X^         \        Xg 

oft  X|,  X^  A3  sont  des  fondions  de  aP|,  m^  «3, ...,  p^.  Si,  en  choisissant 
convenablement  ces  fonctions  X|,  X^,  X3,  on  pouvait  déduire  de  Téqua* 
lion  proposée  une  relation  linéaire  en  dp^^^  •••,  dp^^  autre  quecTP  =:  o, 
Indépendante  de  Fintégrale  considérée,  l'analogie  serait  complète  avec 
une  équation  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  et  les 
méthodes  employées  dans  ce  cas  particulier  s'étendraient  d>Iles-mém<»« 
Mais  il  est  CicQe  de  vérifier  que  la  chose  n*est  pas  possible,  du  moins 
si  la  Ibnction  F  est  quelconque  ;  de  sorte  qu*on  ne  sera  conduit  par 
celte  vbie  qu*à  des  équations  à  trois  variablM  d'une  Ibrme  particulière. 
Natani  (•)  avait  d^  indiqué  une  extension  possiUe  de  la  méthode  de 
Monge  à  des  équations  linéaires  du  second  ordre  i  un  nombre  quel» 
conque  de  variables,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  analogue.  Bor» 
loi^lourst  pour  fixer  les  idéest  à  une  équation  à  trois  variaUss 


0)  lIsrâiB,  mê  kfkm  Jsil|rfi,  p. 


m  CHAfinUI  X 


^ 

•  •  * 


OÉ  A|««  ..M  B  soBl  te  iDMlioM  d«  #1,  «I,  «I,  «,  ji«,  ji^  ]i^;  ptr  «mA^ 
a^M  riqiutMMi  de  Mqpfd 

Ar  +  SB(  +  Cl  +  Dso, 

dierchoBS  bî  rëquation  (83)  m  fiiOTiemlfail  ptt  de  r^HauMliM  dM 
rapporte  <^t  ^  entre  troie  éqnatione  de  la  ferme  : 

«4Pi +*^  +  «** +  /*»•=•• 
Il  faut  pour  oela  Tidentifier  avec  réquation 

on  en  tire  ; 

*Î^  +  «^=»A,,,       e^ssAtt,       /1|=5  — B* 

Snppoeona  qoe  An  a*eet  pae  nnl;  on  peni  alore  prandre  l|  ss  fl«  ei 
on  tire  dee  eonditione  précédentee  : 

n=sA||i       A^A|s*-A||X^,       e  =  A|9-«A«|^       /ss^B, 

Aj,:=X^(A|j  —  A||Xs),       A^  ^  ^  (A|3  —  A^ilg)^ 
Ajg  ^  A|^  +  AiyX^  —  SAiil^lg; 

pour  que  Tidentification  soit  possible,  il  faut  donc  que  les  trois  de^ 
nières  relations  soient  compatibles  en  X^,  1^,  ce  qui  exige  que  les  eoelB» 
eients  A^^de  Téquation  (83)  vérifient  une  certaine  condition (*).  Plus  géné- 
ralement, en  partant  de  trois  équations  linéaires  quelconques  en  ém^^ 
ite,,  dx^^  d|p|,  dp^^  dp^^ 

««rfPi  +  «ti*i  +  «il*!  +  *n««*i  +  ^u^%  +  K^%  —  «1 

«•g*4  +  «11*1  +  «•!*•  +  *!•<*»•  +■  *11*^1  +  *11^1  =  •*• 

(>)  Cette  coadition  l'obtient  en  é|^snt  4  léro  le  ditcriniinant  de  la  fonne 
tkpie: 
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réliaiiiMitioo  de  db|,  das^  dx^  condiiU  i  me  <q«alion  du  aecond  ordre 
analogM  à  réquation  d'Ampère. 

A  cette  catégorie  epperticBiieiit,  comine  il  est  facile  de  8*en  aseorer, 
ke  4q«atioM  qd  admettent  ane  iolégrale  iniermMiaire  d«  premier 
ordre 

«If  H*  *a  ^^"^  ^  fonetloiMi  détermiiiéee  de«»|«  m^  m^  x^  ji|,  ji,,  p,,  et 
f  «ne  iMictioB  aribitraire.  Qa  poarra  ooMolter  aar  ce  aqet  aa  travail 
réceiA  de  IL  G.  Vifaati  :  SmU$  êtmMiomt  m  éerèMÊÊ$  tfKtMiM  M 
jaeoa^ar^&M  m.  ira  «mt^MC  ii^bfMMrfmil  f  j/artamatf imfce  ^miAlnà. 

t.  XLVm,  ^  474-Sll;  IMfl). 


«tMBi* 


•  s 


NOTfi  I 


SUR  L^UATION  AUXIUAIRB 


SolMl 

(I)  f(«Mf. '.  A  ff.  r,  «.  I)  9  o 

«Bé  AqaatioB  éê  woond  ofdra,  «t  «|  «m  isMgfde  mm  liBgalilf*  âm 
Mite  iauÊÊiiUk.  D  ifrittit  mmum  ob  ■lii  ■■•  l«^»îm  dlafténaka  iaÉafc» 
m«it  voUinM  de  oélle4à,  et  dépendanl  d*aaUiil  de  pemaiètwit  erbi» 
Iraires  qtt*oo  le  TeeU  PrenoDe,  en  particelier,  une  famille  d*iiilégrelee 
dépendant  d*an  eenl  |Mmmèife  arbilraire  •  ;  ces  intégrales  sont  repié- 
sentées  per  on  développement  en  série  de  la  fonne 

(*)  s  =  M,  +  u'  +  tV  +  ...=z^{m,p,^). 

iftti  se  réduit  i  #|,  pour  «  ss  o.  Si  on  substitue  eette  eipression  de  m 
dans  Téquation  proposée  et  qu'on  développe  suivant  les  puissancee 
croissantes  de  «,  en  égalant  àOle  coellietent  de  t|  on  obtient,  pour  déter» 
miner  Ji\  Téquation  linéaire  suivante  : 


dP        yp       yp       3P       yp       yp 

oùonaposé 

'*JÎ*       «=V       '^'^îî?*     ^'^ïi^        *^yr 


^  • 


SUR  L*ÉQUATI01I  AUXIUAIIUB  S85 

L*éqiuitioa  (3)  a  été  oonsidérëe  poar  h  première  fois  par  M.  Derbou  {% 
qui  loi  s  donné  le  nom  d'équmiùm  auxaiairê  de  réqoation  pn^Mieée. 
Nom  nous  propoeons  de  montrer  comment  on  peut  utiliser  oette  équa- 
tion dans  rap^cation  de  la  méthode  de  M.  Dartiou.  ' 

PtaNms  d*abord  «ne  équation  delà  forme 

et  supposons  cette  équation  intégrableparla  méthode  de  M*  Darbouz. 
Toute  intégrale  s^  satisbdt  à  une  relation,  telle  que 

(»)  /"(«t  y.^t  Po  At  -..f  j^i)  =  »(»)f 

ou  à  une  relation  analogue,  obtenue  en  remplaçant  ji|t  jk»»  •••«  P«f  ^  psr 
Yi«  9tt  -M  f««  y  respectirement.  (Les  notations  employées  sont  celles 
du  n*l45.)  Dans  cette  formule /(««  y,  '«PifMp»)  est  une  fonction 
déterminée,  etf  (â?)une  fonction  arbitraire  dontla  forme  Tarie  arecrinté- 
grale  que  Ton  considère.  Une  intégrale  infiniment  voisinede  la  prenuère 
doit  irérifier  une  rdation  de  même  forme,  où  f  (9)  est  rsaq^lMée  par 
une  autre  fonction 

t  W  +  «ti  W  +  ••?•(•)  +  *•• 

Si  on  remplace  dans  ^llntégrale  s  par  Texpression  (3)  et  qu^on  égale 
les  coefficients  de  •  dans  les  deux  membres,  on  toit  que  ^  doit  satis- 
faire aussi  i  Téquation 

#  * 

oe  qui  montre  que  réquatfon  auxiliaire 

est  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace  (u~  110, 168). 

Poar  reconnattre  si  Téquation  (4)  est  intégrable  par  la  méthode  de 
M.  Darbout,  on  peut  donc  procéder  comme  il  suit  :  on  formera  les 
invariants  successifi  de  réquation  linéaire  (•),  où  on  considère  jr  comme 


0)  «  Sur  les  «quitloat  eux  ééfifées  psftiflaM  »  (CM^pIte  AMto^  t  XGVl.  p.  IIS  ; 
tSsMntSSI).  ^  

vsir  suHi  wÊL  nMs  ju  as  i*  !▼  nos  «fcysas  êêk^  m  map^ir  ^HMfuw  nw  MvyuMs,. 


'v 


N 


SM  non  I 

«M  ioBClkMi  de»,  y,  saliihiMBliréqiiaUM  (4).  Grêee  ieelte  é^pMiioii, 
on  pe«l  exprioMr  Unis  oes  invarianU  MioeMub  au  moftm  de  «r,  jf,  jr,  et 
des  dérivées  jn  et  91.  Il  faudra  quVn  allant  asses  loin  dans  nn  sens  ev 
dans  raulre  on  arrive  i  nn  invariant  identiquement  nul.  Ce  proeédé  de 
réeunenoe  offre  l'avantage  de  permettre  d*tttiliser  les  eaknls  déjà  faits 
pour  pousser  les  essais  phis  loin. 

ûmime  vérifiealion,  rqurenons  Téquation  de  LiouviOe,  •■■#'•  Féqua- 
Uon  auxiliaire  est  ici  t  s:  g^s'  ;  on  a  pour  les  invariants 

etparsuite*«rsS*  — ikr-^^^7  =  «*--^so.nnsgénémfo. 


ment,  cherchons  i  quelles  conditions  Tinvariant  h  de  féquation  auû- 
Uaire  sera  nul.  On  a  pour  expression  de  cet  invariant 


pour  que  cet  invariant  soit  nul  pour  toute  intégrale  jde  Téquatioa  (4),  il 

VF 
faut  d*aboid  que  Ton  ait  -^  =  o,  c*est*à-dire  que  F  soit  de  la  ionse 

F  =  C(».  y,  M,  q)p  +  D{x,  y,  s,  j). 
et  la  condition  h  =  o  derient 


comme  on  Ta  d^jà  obtenu  directement  (I,  n*  46). 

On  démontrera  de  la  même  fa^on  que,  si  une  équation  du  second 
ordre  de  farme  quelconque  est  intégrable  par  la  méthode  de  M.  Dniw 
houx,  l'équation  auxiliaire  (3)  est  intégrable  par  la  méthode  de  Le« 
gendre  (n««  H3-li5). 


..,-—. 


.J- 


NOTE  II 


SUR  LBS  CARiVCTÉRISTIQUES  DBS  ÉQUATIONS 

SIMULTANÉES 


1*  Nom  ëtaUinMM  d'abord  ki  ihéorè—  anxiliaira  MdvaBl 


(«) 


Pi  **  fi  (*»  y»  ^1»  •••»  '•  t  Pi-Hf  •••$  P»  f  Jif  Jif  •••§  J#)» 

ptssfi  (»,  jf,  jr,,  .,.,  x.;  1^41,  ..-t  P»;  fit  fit  •••^  f#)» 
fi+i  ^  A*i(*«  Jff 'h ••••*» îJ^^i»  ••mJ^i»  fivfft  -Mfl)» 

f«  =  A  (^tl^f  -'•f  •••#  *■! Pr*if  •••!  P»f  fiifi»  -f  f#)f 


oâ  let  fiwrimli  Méiitftrflv  A.  iV» .'...  /l  foui  dêê  flMÊtUotÊÊ  koktÊÊÊùfwkêÊ 
k  voiamttge  cTtm  e«rtolpi  t jfvfèm#  ife  «« Imri 

• 


«f  «&  It»  êèriUm  pmrtUlk» 


J6>,        JZi., 


^^  ss  fl|  Xy  «««^  M^. 


MNf  Mrite  «JawJfeniAMiil  jMMT  «m  «airari  àiMUn. 


ti  (y)»  ti  (y)t 


•••f 


VI  (V). 


i  flnrHmu  é*  jr,  >>towio»]iâM  pour  y  s  jr^  «I  MIm  fit* 

f  «  (r«)  =  ('i)«.     ft  (y«)  «  ('«)•.  "..  f»  (y«)  —  (»«!•» 

t«  CyJ  »  (f i)».     ft  (r«)  ==  (?•)•.  ...t  t'i  (Tt)  »  {*)•* 

—  t.  n. 


« 


su  MOIS  n 

MUfyAft  ifant  li  vaUmoffê  du  paini  {x^^  y^),  #1  teileê  fti#,  jmmt  0  s  m^^ 
^i«  ^11  •••f'^i  sêrédvùeni  reêpeeUvetmemiàf^  (y),  f,  (y), ....,  fi  (y),  l«iMlir 
.  }«#,  lMMiry=y«,^i^i,  ,..,-r,j#  réduiêemià  +<♦!  («),  +i*,  («)» ...»  ♦•(«). 
Les  Ibnelioiis  f  el  f  étant  données,  on  eonnatipar  lànéme  kn  valears 
initiales  de  tontes  les  dérivées  partielles  par  rappoK  à  y  des  t  fonctions 
'i«  '>^tt  *•*«  '/•  ^^^^^  V^^  ^®  toutes  les  dériTées  paKielles  par  rapport  i  » 
des  n — I  fonctions  j'/^  |,  ...  jr«.  Les  valeurs  initiales  de  toutes  les  antreo 
dérivées  partielles  s*en  déduiront  ensuite  de  proche  en  proche,  oomme 
on  le  voit  facilement,  par  les  seules  opérations  d*addiUon  et  de  maltipli* 
cation.  Il  est  donc  permis  d'employer  la  méthode  des  fonctions  majo- 
rantes poiir  établir  la  convergence  des  développements  en  série  entière 
ainsi  obtenus.  En  procédant  comme  on  Ta  déjà  fait  plusieurs  fois  (n**  82 
et  210),  on  est  ramené  à  démontrer  que  le  système  auxiliaire 


••••« 


.+...+r.i\  H 


+»H-ft*.+...-l^\ 


-M(t+y*ti  +  -  +  PfY 


OÙ  M,  p  et  R  sontMes  nombres  positifs  détarminésetc  un  nombre  poai* 
tif  quelconque  inférieur  à  Tunité,  admet  un  système  d*intégrales  holo- 
morphes  dans  le  domaine  dii  point  â9  =:  y  =  o,  et  représentées  par  des 
développementa  en  série  dont  tous  les  coefficienta  sont  réels  et  poaitiis. 
Cherchons,  pour  cela,  à  satisfaire  à  ce  système  en  posant 

•4=«+ay,  JTi  =  jr, = ...s=  f^ =/(a?+«y),*,+,  =  ...=*,=:  j /*(4i+ i^)  ; 


on  en  tire 


*•  =  çt  =  —  =  9<  =  «  jj»     *!♦•  =  •••  =*•  *=  ;  Si» 
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» 

•I 0  retto,  pow  détermiMr  la  fooetion ^(n),  Féqualkm  «aiqM 


-  i-r^^P^^-i^-'^^' 


<pi  pMI  6M0ffV  «  ccfm 


<•»         *IE-»G9*='<'-«' 


f.        ,„(,+  MÏ^')(*4^^ 


n  \ 

M 


▼(»./)  = 


l  +  ^r+'^'^r 

i-î 2 


Le  ooefficieni  B  esl  positif;  il  en  sera  de  même  de  A,  pourm  que  Toa 

pramie  «  ioférievr  à  jjj:*  Qaaiil  an  développemeni  de  Y,  il  ne  renferme 

pas  de  terme  constant,  et  Ions  les  ooefScients  sont  réels  et  positifs. 

L*éqnation  (4)  admet  nne  intégrale  qui  est  nulle,  ainsi  que  sa 
premièra  dérivée,  pour  n  s=  o;  on  Térilie,  de  proclie  en  proche,  que 
tous  les  coefficients  du  développement  de  cette  intégrale  sont  des 
nombres  réels  et  positifs  (n*  93).  D'où  résulte  reiactitnde  du  théorème 
énoneé  au  début  de  cette  note. 


S.  Cela  poeé,  considérons  un  système  de  n  équations  du  premier  ordre 
à  n  inconnue^  et  i  deux  variablM  indépendantes  : 


F|  (»,  jf,  ^1,  •••«  '«f  Pft  P99  •••f  J^if  ïit  f ff  •••»  f»)  ^  oi 
fg%    1    Fi  (^«  9t  'it  •••§  ^«  t  A»  Pê*  ••••  *■  »  fit  Çt»  •••»  ••)  =^  ^ 

'e  (^f  9f  *#f  ••••  ^«  »  Pif  P»9  •••9  f^  t  f  1 1  f  ff  ••••  f •)  ^*  •• 


SIO 


II 


Nom  difOM  ^>nM  radMi»  iê  ViquMtd  «WMUriitffa* 


W     AW 


>?l^       ^-i-       *âju.       >Elv 


où  «1^  8B  |ftdb,  6«i  de  r«iy  r  lorsque  eelle  ftleur  de  -^ 

miaevre  à  ti  —  r  +  1  Ugnet  de  A,  lepie  annider  loue  les  aûaeara  i 
n  •—  r  lignée  ;  ee  nng  esl  eu  plue  égal  à  Tordre  de  mullipliciti  de  la 
raeiiie.  Pour  une  racine  simplei  on  a  r  =:  1. 

Noue  alloue  établir  que  loule  caraclértalique  du  ejetème,  proTeuanl 
d*ttne  racine  doni  le  rang  r  eti  igaî  à  tordre  de  muiliipUciié^  apparlIeBi 
à  une  infinité  de  eyetèmee  d*intégralee«  dépendant  de  r  fonctione  arbi- 
trairee.  En  particulier,  toute  caractéristique  provenant  d*uno  raeinu 
eimph  appartient  à  une  infinité  de  eystémee  d'intégrales  dépendant  d'une 
fonction  arbitraire. 

Étant  donnée  une  caractéristique  provenant  d'une  racine  de  l'équatioB 
4(|&)  s=  o«  dont  nous  désignerons  l'ordre  et  le  rang  par  »  -*  i\  imagi- 
nons que  l'on  eflectue  une  transformation  ponctuelle  dé  façon  que  les 
équations  finies  de  cette  caractéristique  soient 

Dans  le  déterminant  A,  faisons  dmsso^dy  ^  l;le  déterminant  ainui 
obtenu 


Es 


••• 


être  nul,  ainei  que  loue  eee  mineurs  à  j  -(- 1  lignée, 
les  mineure  à  t  lignes  soient  nuk. 
Noue  pouvons  supposer,  par  exemple,  que  le  mineur 

D(PmF^ Fi) 

I>(P|tl>Sf--fPl) 

n*Mt  peu  nul  pour  m  ss  g  :=  Zi  z=z  p^  =  qi=z  o\  ei  résoudre  lue  i 


BUtL  LÊB  CARACTÉRISnQUB  DKS  OUATIONS  miCLTANÉn     S4I 


màèrm  ttpmfioo»  par  rapport  à  ji|,  ji|, ...,  pi  : 


o 


m 


Les  fàndioiis  /*|^  ••.,/#  étant  svpposéei  régnlièrat  dans  k  tvntimga 
dea  iraleiira  #  ■■  y  =  r/  =  pi  =  71  =  o,  on  pont  admotlra,  aana  diai* 
la  géniralitA,  qao  les  dénTéèa  partienea 


(*=!,*,...,  t^ 


8oniinillaapoare6aTaleara.Ila«fBrait,eiie8al,daremplaoarjr|,  jTg,  •••t'i 
par  de  aoiiTeDoa  inoonnnea,  an  posant 

T|  =  Z|  +  a#|.|X|^|  +  ...  -|-  8«jr«, 

jr^  =:  Zf  +  pi4.|jrf 4-1  +  •••  +  ^a^at 


*.* 


pour  être  ramené  à  ce  cas,  en  choisissant  conTenablcniont  les  conslantea 
«14.  i,  ^  4. 1  ...  Pour  ne  paa  multiplier  les  notations,  nous  supposerons 
les  équations  (7)  ramenées  i  cetle  forme. 

La  caractéristique  considérée  prorenant  d^une  racine  d*ordre  n  —  1  de 
A  (p)  sr  o,  le  déterminant  A  doit  étra  dimible  par  <£v*^  et  ne  doit  pas 
étra  dhrisible  par  dû^^  '•'  *•  Or,  à  rorigine,  ce  déterminant  ae  réduit  à 


d9  +  i^d^.^d9 
*fi        *?s 


x^  '  •n 


S^-^-' 

^    '         ^m 


D*autra  part,  quand  on  fkil  dans  ce  déterminant  cK|f  as  1,  dW  ss  o, 
tons  Isa  arinsun  à  <  «f- 1  lignea  dniveni  être  nula«  ce  qui  «tige  que  Ton 


SA  non  u 

•H 

U  «MfBciMt  4»  <y<b*-' Mt  alon 

_j_D(P«  .......  P.) 

D  (9/+  l»  •••!  î») 

el,  ooBuna  Bons  tupposou  que  la  racine  db  as  OMld*ordraii^< 
mml,  on  ?oil  qu'on  pourra  rtfioudre  les  n  —  t  dernièffee  ^netioM 
rapport  k  fi>|,  ...,  9i|.  PinalemenI,  le  eyslème  propoeé  (5)  peni 
ramené  k  k  forme 

Pi  =*A(*»  Ft  *•»  •'•»  ^"î  P'+it  •••»*■;  f  II  fit  —1  f#)t 

(8)    ^    ''  =//(*»  y»  ^4»  -M  '«;Ptf^««-MP«;  Vn  fa»  —tfi)! 
f«  =  A(«fy>  *it  •••!  ''■;p<>it  •••iP^Sfiffit  — tf#)i 


lee  fondions /*!, /"i,  ...,/*«  étant  holomorphes dans  le  domaine 4e  Torigine, 
et  les  dérivées  partielles  de  ces  n  fondions  par  rapport  à  pt  «.|f  •••,  p^ 
étant  toutes  uuUes  à  Torigine. 

On  peut  appliquer  à  ce  système  le  tliêorème  démontré  au  début  ;  main 
nous  remarquerons  d*abord  que,  pour  que  ce  système  admette  ponr 
multiplicité  caractéristique  la  multiplicité 

«so,         Zf  zs  p,  =:  q,  ss  o^        (l  ss  I,  S,  ...,  n), 

il  faut  que  les  développements  en  série  des  fonctions  /j,  f^^  •••«  /•  >m  ren*» 
ferment  aucun  terme  en  y**,  ni  de  terme  constant,  et  que  les  fonetioui 
fi  -¥  I  •••!  A  ^^  renferment  pas  de  terme  en  ».  Cela  posé,  faisons  dans 
le  théorème  général  f  «  (y)  =  f  ^  (y)  s ...  ss  f  /  (y)  =  o,  d  pranons  pour 
f  I  ^  I  {w)^  ^é  ^  I  («), ...,  ^ji  (â»)  des  fonctions  holomorphes  de  m  dont  la 
développement  commence  par  un  terme  en  a^.  On  démontrara,  de  proche 
en  proche,  que  les  développements  de  ff,  «|,  ...,'S^«  contiendront  tons  «* 
en  facteur,  quels  que  soient  les  autras  coefficients  de  ^t  ^  |, ...,  fa*  Toun 
les  éléments  de  la  multiplicité  considérée  appartiennent  donc  i  ce  sys* 
tème  d'intégrales. 
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